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mèfDe lien , raccéléretion est la mémo pour tous 
ces corps ^ sa grandeur k l^bserrajtoire de Paris, 

n» 11« 

On démontre que les grandeurs des forces qui agis- 
sent successivement snr un même point maté- 
riel , sont entre elles comme les vitesses infini- 
ment petites qu^elles lui impriment dans un 
mémo temps infiniment petit , n» 116 

Quand il s^agit de forces constantes , leurs intensi- 
tés sont eqtre elles oomme les vitesses qu'elles 
produisent dans l'unité de temps; eiemplo du 
rapport des forces , conclu.de celui des vitesses 
observées; aemple tnirerse du rapport des vi- 
tesses, conclu de celui des forces, n» 1 17 

Mesure de la force dans un mouvement tarie quel- 
conque , soit su moyen de la Titesse qu'elle pro- 
duit , soit su moyen de Tespooe qu'elle fait par- 
courir, pendant un temps infiniment petit, n» 118 

Formules générales du mourement Tarie, no 119 

$ IL M$9wrêê dê§ f9rç9ê, an affmU égard au» moa- 

'/ page 67 



Impropriété de reipression/areeifMSfi^, no 120 

Ce qu'on doit entendre par des points matériels 
égaua en masse ; deoi forces qui agissent sur 
deux points différens, sont entre elles comme 
leurs masses multipliées par les ritesses pro- 
duites par ces forces , dans un même instant , 

no 121 

Définition de la forcé moirieêf sa Taleur dans un 
mouvement quelconque ; elle se change en une 
froêêian, quand le mouvement est détruit, 

no 129 

De ridentité du mouToment des corps pesons en 
chaque lieu de la terre , on oonolut la propor- 
tionnalité do poids à la masse, no 123 

Quand la force motrice est donnée, on efi déduit la 
/sres aedUraineê , en dirisant par la masse du 
mobile ; on prend , pour exemples , la résistance 
d'an milieu , et un poids donné , appliqué suc- 
cessivement à des masses différentes, no* 124 

et 126 

Définitions de la fuamHié de mouvêmêmt, et de la 
pêreuÊtim ou impmisiamg décomposition d'une 
percussion en deux autres; application ancoM, 

no 126 

Condition de l'équivalence de deux percussions; 
principe de l'équilibre dans le choc , d'après le* 
quel deux corps dénués d'élasticité , qui vont k 
la rencontre l'un de l'autre, se réduisent au 
repos , qnand les vitesses sont en raison inverse 
des masses, no 127 

Gommeot on peut comparer un poids et une per* 

no 128 



GHAFTTRE II. EsiempU du mowÊmeni t^ei^ 
f^s page 71 



Eqnationa différentiellea du mouTementrecttligne ; 
Tintégration n'est possible , sous forme finie , 
que quand la force aceélératrioe est constante, 
ou donnée en fonction d'une seule des trois tb- 
riables, le temps, la vitesse, l'eopaoe parcouru, 

no 129 

Honvement vertical d'un corps pesant dans le vide, 

no 130 

HouTement de ce corps sur un plan incliné, no 181 

Mouvement vertical d'un corps pesant dana un 
milieu résistant : lorsqu'il tombe d'une grande 
hauteur, sa vitesse approche de plus en plus 
d'être constante ; moyen de déterminer le eoêfi^ 
eiêtii de la résistance, par robtervation du temps 
total de l'élévation et de la chute successives du 
mobile , no* 182 , 188, 184 et 186 

Exemple de l'usage des iciaHoÊUfartiamliUruàKai^ 
les problêmes de dynamique , no 180 

. Mouvement d'un corps attiré vers un centre fixe , 
soit en raison directe de la distance, soit en rai- 
son ioTcrse du carré de la distance , no« 187 

et 188 

Mouvementd'un corps attiré versdeux centrée fixes ; 
cas où ces deux centres sont ceux de la lune 
et de la terre ; diminution de la vitesse d'un pro* 
jectile, produite par'sa pesanteur vers le corps 
d'où il est parti , quand il est parvenu à une 
grande distance de ce corps , no< 189 , 140 , 141 , 

142 et 143 

CHAPITRE m. Du numvement curtUifM , 

page 79 
$ 1 «r Fwrmukê générale» du mêuvêmêni , Hid. 

La détermination du mou'vement curviligne d'un 
point matériel se réduit à celle des mouvomeifs 
rectilignes de ses trots projections sur les axes 
des coordonnées, no 144 

Expression de la vitesse du mobile : sa direction 
est tangente à la trofêcUnff les Titesses des 
trois projections sont ce qu'on appelle les cem- 
p9êaniê t de la vitesse du mobile { la composition 
et la déoomposiMon des vitesses se font suivant 
les mêmes règles que la composition et la dé- 
composition des forces , no 146 

Quelle que soit la variation de vitesse d'un point 
matériel , en grandeur et en direction , pendant 
un temps infiniment petit, il y a toujours une 
certaine direction pour laquelle l'augmentation 
de vitesse est la plus grande, et perpendiculaire- 
ment k laquelle les composantes de la vitesse ne 
sont ni augmentées , ni diminuées , no 146 

Cette direction déterminée est ce qu'on entend par 
la direction de la force qui agit sur un point ma- 
tériel en mouvement ; en partant de cette défi- 
nition , on démontre que l'accroissement de la 
composante de la vitesse suivant une direction 
quelconque , pendant un instant , est unique- 
ment dû à la force qui agit suivant cette direo- 
tion, et le même que si les autres forces n'exis- 
taient pas, no 147 
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ContlniclMiii «!• U tnijactoif* ptr pointi, qui rë- 
•oHe du principe préeédieilt , et déiermtmttoD 
de ia Tîteise et dis la position du nMile à oha- 
qne instant sur cette courbe, n» 148 

Equations diffërentielleft du mouTemënt curvili- 
gne^ soit quand Torigine des coordonnées est 
file I soit quand elle est en moutenent , n** 149 

et 100 

Equations diMwitielles du movremént d'un point 
matériel sur une surface on sur une courbe don- 
née { eipreuiott de la force accélératrice suivant 
la tangente à la trajectoire, n»* 161 et 168 

$ H. Conséquêneê» pr m eipû k ê de» formuiê» préeé- 
deniês , page 86 

Intégrales premiérei des équations différentielles 
du mouvement curviligne, qui out lieu quand 
la force est constamment dirigée vers un centre 
fiie, no 168 

Prme^ d»ê oiHè , compris dans ces intégrales, 

no« 164 et 166 

Siemens différentiels de Taire et de la longueur 
d'une courbe , rapportés aux coordonnées po* 
iaires ; composantes de la vitesse d*nn mobile 
relatives à ces coordonnées; définition de la vi- 
tesse an^uAivv , no 166 

Intégrale première des équations du mouvement , 
qui donne dans un cas très général , le carré de 
la vitesse du mobile, indépendamment de la 
courbe décrile; cette vitesse est constante, 
quand le mobile , entièrement libre , ou obligé 
de se mouvoir sur une surface ou sur une courbe 
donnée, n*est sollicité par aucune force accélé- 
ratrice; Tintégrale a lieu toutes les fois que le 
mobile est soumis à des forces dirigées vers des 
centres fixes et dont les intensités sont des fonc- 
tions de la distance à ces points, n»* 167 et 168 

Expression de la vitesse d'un corps pesant sur one 
courbe quelconque , en fbnction de la bauteur 
dont le mobile est tombé ; conséquences immé- 
diates qui s^en déduisent , n» 160 

Propriété du mouvement d'un point matériel à la- 
quelle on a donné le nom de prùieipê dé la moût' 
îtÊùeiio», n» 160 

En vertu de ce principe , un point matériel obligé 
de se mouvoir sur une surface donnée , et qui 
tt'est tolltcité par aucune force accélératrice, 
décrit, en général , la ligne la plus courte d'un 
pointé un autre; en formant l'équation diffé- 
rentielle de la trajectoire , on prouve que cette 
ligne la plus courte a partout son plan oscula- 
teur, normal à la surface donnée , n* 161 

§ m. Digrêatiom sur U meneMM»! de la Umiirê, 

page 90 

Dans le systèrte de Vàmùêiêm, les lois générales 
de la réfraeUêm et de la téflêHom se déduisent 
flicilement du principe de la moindre action , 

n«« 162, 168 et 104 

Equations différentielles du mouvement d^un rayon 



de lumière, k son passa|ge d'uu milieu dlmt uni 
autre; conséquenèes de oel équations relative- 
ment à deux cas différens de réflexion , et à la^ 
réfraction ; direction d'un rayon qni a traversé 
deux surfaoes parallèles; phénomène de la di§- 
perwwa, n<»« 166, 166 et 167 

La composition de la vitesse propre de la lumière 
avec celle de la terre, qui produit le phénomène 
de VahêrraHom, n'a cependant aucune influeUce 
appréciable sur la grandeur de la réfraction ; 
dans le vide, la vitesse de la lumière , directe 
ou réfléchie, est la même, toit qu'elle nous 
vienne du soleil , des étoiles , ou des planètes-; 
grandeur de cette vitesse ; diminution quelle 
a dû éprouver en 4rertude la pesanteur des raybns 
lumineux vers le soleil , n» 168 

CHAPITRB IV. De la foret ^éwtnfuge, pige 96 

Définition de la feree ceuirifiige^ détermination de 
cette force motrice, parla oonsidératioB de la 
vitesse normale détruite à chaque passage du 
mobile , d'un élément de sa trajectoire à Télé- 
ment suivant ; l'ange de codtingence étant in- 
finiment petit , ce passage ne produit aucune 
diminutiqn dans U vitesse suivant la tangente ^ 
détermination complète en grandeur et en di* 
rection , de la pression exercée sur la- tnjec- 
toire , en vertu de la force centrif^^e et .des 
forces données qui agissealsiir le mobile, n*«169 

et 17a 

Calcul des trois composantes de cette même pres- 
sion , d'après les équations difiérenlidles du 
mouvement, n« 171 

Conséquences que l'on déduit de la valeur de.oetle 
pression et de sa direction , lorsque le mobile 
est assujetti à se mouvoir sur uau surface don- 
née, et quand il est entièrement libre, n»* 173 

et 178 

Détermination de ia force centrifuge , d'apiès la 
considération du mouvement circulaiie, a* 174 

Comparaison de la force centrifuge dans le cercle 
à la pesanteur; tension d'un fil chargé d'un 
poids, et tournant autour d'un point fixe, n» 176 

Diminution de la pesanteur, à l'équateur et sur les 
différens parallèles , produite par la force oefr- 
trifuge qui résulte de la rotation de la terre ; 
voriation totale de la pesanteur, due k cette 
cause et k l'aplatissement du sphéroïde terres- 
tre, uM 176, 177 et 178 

CHAPITRE V. BsempUi du vMweemeni étun 
poini maiériel eur une eaurhe au turuMeeut- 
faee dmmée^ ptge 101 



S l«r. Oeeillaiieaê du pendule eimpU, 

Définition du pendule eùnpleg on fera voir par la 
suite qu'il y a toujours un pendule simple dont 
le mouvement est le même , dans le vide ou 
dansTsir, que celui d'un pendule donné, n« 179 
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?oriiiiile dUKiMitiellf àa mwaïf matai do pendule 
simple dang le TÎde, n» 180 

Cea eà cette ibnnule s'intégre sont ferme finie, 

n"» 181 

Cas des oscillstions très petites , n» 183 

S«r Qoe eoerbe quelconque , les oscillations infi- 
niment petites d'nn point matériel pessnt , ont 
une dor^ de grendenr finie et ind^pen^ente de 
la grandeur de leur amplitude, n« 183 

Correction quHl faut faire k la durée des oscilla- 
tions très petites d*nn pendole simple, pour en 
conelttre la durée de ses oseilbitions infiniment 
petites^ no 184 

Aédnet&on en série du temps d^one escitUtien de 
grandeur quelconque, tt« 186 

loUTement du pendule simple dans Tair, lorsque 
la résistanoe est supposée proportionnelle à la 
Tîtease :les amplitudes suocessites des oscîlla- 
tione très petites, décroissent en progression 
géométrique; leur durée n*est pas sensiblement 
altéfféeporla résistaneedv milieu, nMl86etl87 

■onrement du pendule simple dsns Taîr, quand 
la résistance est supposée proportionnelle an 
earré delà Tilesse; loidu décroissement des 
amplitudes sncoessites ; dans le cas des petites 
esctUations , on démontre que la durée d*nne 
demlHMcillatiea ascendante est autant diminuée, 
que celle de Poscillation descendante qui pré- 
cède a dié augmentée , n«« 188, 188 et 190 

Corredion dsns la longueur du pendule et dans la 
durée des petites oscillstions , qu'on sppelle la 
f é étie Êi &m au esds ; augmentation qu'on doit faire 
subir k cette correction , k raison de Tétat de 
mouvement de Tair, v» 101 

En chaque lieu de la terre , la mesure de la pesan- 
teur est prepofiionnelle k la longueur du pen- 
dule à secondes ; valeurs de ces deux quantités 
k rbbserfatoire de Paris; les espériences du 
pendule prouvent qu'en chaque lieu de sa sur- 
face , rattraction de la terre est la même sur les 
matièree de la nature la plus différente, n« 102 

Valeur de la pesanteur et de la longueur du pen- 
dule à secondes , en fonctions de la latitude \ 
retard d'une horloge réglée à Paris sur le temps 
sidéral, et' ensuite transportée à Téquateur, 

n» 103 



§ IL Jfe n eseuHil sw la cyehUê , 



page 111 



Le temps de la chute d'un point matériel pesant sur 
lacyeleide, est indépendant de Télévation du 
point de départ au-dessus du point le plus bss , 
soit que le mouvement ait lieu dans le vide , ou 
qu*il ait lien dans l'air, quand on suppose la 
résistance proportionnelle à la TÏtesse, b9* 104 

et 106 

Pendule eycisidal, n« 106 

Dans le vide, la cyclolde est la seule courbe lonlo- 
cJkrens^ n<» 107 

Recherche de la ^aeJky«<oeAron« dans le vide \ for- 
mules relstives au cas où la ligne de la plmt viiê 



éêêO9mt0 devrait être tineée sur me surCsee 
donnée; formules relatives. su eaaoàsa longueur 
serait donnée , qui serviront à résoudre, dans. Is 
suite, un autre problème de la même nature , 

no* 108, 100, 000 et 001 

On trouve pour la bracfaystocrone proprement dite, 
l'équation d'une oyoloide située dans un plan 
vertical ; cas on le point de départ et le point 

• d'arrivée appartiennent à one nèAe vertioale , 

n* 003 

§ m. M9»9êm§mi mr «ne êurfaet damUê, page 1 17 

Equations difi'érentielles du mouvement du pen- 
dule simple qui ne se meut pss dans un plan 
fixe, n* 003 

Formules différentielles relstives sux oêdUoiùmt 
. osnsgnss du pendule simple dans le vide, n»* 204 

et 206 
Cas des petites oscillations ; cas où le pendule dé- 
crit uniformément la surfsce d'un cône droit k 
base circulaire ; la courbe décrite par la projec- 
tion horitontalo du mobile , est toujours une 
ellipse dont le centre est le point de suspension, 

no< 206 et 207 

CHAPITRE VI. BsempUê du mouvemeni d'un 
mohUe eniièrement Uhre, page 120 



La trajectoire d'un point matériel pèsent dans le 
vide, est une parabole; amplitude du jet; vitesse 
en nn point quelconque, n« 80S 

La vitesse initiale étant donnée , tronver sa direc- 
tion, pour que le projectile atteigne un but 
donné} courbe au delà de laquelle le projectile 
ne peut arriver, n« 200 

Equations dn mouvement d'un projectile dans l'air; 
construction , par points , de la trajectoire ; cal- 
col du temps; expression de la vitesse en un 
point quelconque , n»* 210 , 211 et 212 

Quand le mobile s'est élevé k une grande haoteur, 
son mouvement, en retombent, approche de 
plus en plus d'être vertieal et uniforme ; dé- 
termination de l'esymplels verticale de la bran- 
che descendante, n* 213 

L'autre branche de la trajectoire a aussi une ssymp* 
tote; direction de cette droite; et sa distance 
au point de départ du mobile, n" 214 

Equation de la trajectoire , dans le cas d'un petit 
angle de projection ; calcul de la pofiië hori- 
tontalo et du temps du irajêt, d'sprès la gran- 
deur de là vitesse initiale; différentes valeura 
de is portée. et de la vitesse qui sont données par 
l'observation; incertitude sur la grandeur du 
coefficient de la résistance; moyens de le déter- 
miner par l'expérience , n»* 216 et 216 

$ II. Mouvement d$* pianitês, page 126 

Lois de KépUr, no 217 

Equations fournies par les deux premières de ces 

loU , n« 218 

Définition de quelques termes employés en Astro- 
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nomie; dorée de l'année ndéfêlê et de Tonnée 
éprinoMtêlê ; gnindenr de la frèeêêMion annuelle 
des éqninozet , n» 219 

Exprestiont des deoz eoordonnéet polairet de la 
planète et du temps , en fonctions de VanomaHê 
êsettUrigmê, * n» 220 

Méthode pour réduire le rayon Tecteur et Téqua- 
tion do eentre en série* ordonnées suivant les 
cosinus et les sinus des multiples du «eysii mfiU' 
vmnmi, no 221 

Formules qui déterminent eo un point quelconque 
de Tellipse décrite par une planète , la grandeur 
et la direction de sa Titesse , n* 222 

Position d'une planète par rapport à un plan quel- 
conque ; sa Ûmgiiudê et sa laÈUMdê , son «csii- 
sion droiU et sa dieima£êO»i obliquité *de Té- 
cliptique; sa diminution annuelle; grandeur et 
période de la mi/aiMfij n» 223 

On conclut des trois lois de Kepler, que la force 
qui retient les planètes vers leurs orbites est 
constamment dirigée vers le centre du soleil; 
quVUe Tarie pour chaque planète , suivant la 
raison inverse du carré de la distance à ce point ; 
qu*à l'unité de distance, la force accélératrice 
est la même pour toutes les planètes : ces lois 
s'étendent aux comètes et aux mouvemens des 
satellites autour de leurs planètes respectives , 
et aux mouvemens relatifs des étoiles doubles , 

n*< 224, 226 et 226 

Equations différentielles du mouvement d'une 
planète dans un milieu résistant : on complète 
le nombre des constantes arbitraires que doivent 
renfermer leurs intégrales trouvées précédem- 
ment, pour le cas où Ton néglige la résistance , 

noi 227 et 228 

Héthode de la variaHa» dêê cmuUmtu arUtrairês, 
pour l'intégration des équations différentielles , 

noi 229 et 230 

Application de cette méthode aux équations du 
mouvement d'une planète ou d'une comète dans 
un milieu résistant ; pourquoi la résistance de 
Vitktr peut être appréciable dans le mouvement 
d'une comète et insensible dans le mouvement 
d'une planète , n»* 231, 232 et 233 



§ TH. Mouvêmtni éPmtpCÊmi tnaUriêl êouatii à une 
foroê ettUralê , page 136 

Equations du mouvement d'un point matériel at- 
tiré vers un centre fixe , par une force donnée 
en fonction de la distance à ce centre , n» 234 

Cas où la force est proportionnelle à la distance , 

n* 236 

Cas où la force est en raison inverse du cube de la 
distance, n» 236 

Cas où la force est en raison inverse du carré de la 
distance ; la trajectoire peut être alors une des 
trois sections coniques; circonstances qui dé- 1 



tarminent chacune des trois courbes , a** 237 

•t238 

Examen spécial du mouvement parabolique; en 

quoi consiste le problème astronomique de Ift 

détermination complète de l'orbite d'une comète, 

n«« 239^240 

CHAPITRE VII. Digretiian iur Vattrûetiùnwii' 
venelle, page 141 

Loi de VaUroûttûm muioerêMê, n» 241 

Force motrice résultant de l'attraction mutuelle du 
soleil et d'une planète; invariabilité du pouvoir 
attractif, n» 248 

Force accélératrice d'une planète dans son mouve- 
ment autour du soleil; correction qu'on doit 
faira à la troisième loi de Kepler ; petitesse dee 
masses des planètes par rapport à la masse du 
soleil, n* 243 

Enoncé des différentes sortes de peKurbations du 
mouvement elliptique des planètes, produites 
par leur attraction mutuelle : ces effets observés 
font connaître les masses des planètes perturba- 
trices, en prenant celle du soleil pour unité; 
invariabilité des grands axes; le mouvement de 
la lune s'accélère de siècle en siècle , n« 244 

Autre moyen de déterminer les masses des planè- 
tes accompagnées de satellites , n* 246 

Calcul des forces provenant de l'action du soleil et 
de la lune , pour soulever les eaux de la mer ; 
masse de la lune conclue du /fus lunaire com- 
paré au/lvjr solaire; diminution de la pesanteur 
à la surface de la terre, produite par l'action de 
la lune , n9» 246 et 247 

A la distance de la lune à la terre , la pesanteur 
terrestre est à très peu près égale à la force qui 
retient ce satellite dans son orbite , n« 248 

Détermination de la masse de la terre ; jMmflose 
du soleil ; sa densité; sa distance à la terre; dé- 
termination exacte du grand axe de l'orbite d'une 
planète dont la masse est connue, n» 249 et 260 

Déviation du fil à plomb produite par les attractions 
locales, n« 261 

Balance de ioreiem, propre à mesurer les forces 
très petites; expérience de Cavêmdiik; densité 
moyenne de la terre , n<M 262 et 263 

Stahiiiii de l'équilibre des men, résulUnt de ce 
que celte densité est plus grande que celle de 
l'eau ; accroissement des densités des couches 
de la terre , en allant de sa surface au centra ; 
inégalité du mouvement de la lune , due à la 
non-sphéricité de la terre ; influence des attrac- 
tions locales sur la longueur du pendule à se- 
condes, no 264 

Rédoction au niveau des men, de la longueur du 
pendule, observée à une élévation donnée, 

n« 266 
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STATIQUE . 



SECONDE PARTIE, 



CBAPITRE I«^. De réquUihn d'mm e&r^ MoUde, 

page 152 

Remutiae sur It compreisibilité et le changement 
de forme du corps que Ton ▼• considérer, n? 266 

Transformation d*dn système de forces queIconqueS| 
appliquées à un corps, solide , en trois groupes 
de forces, le premier composé de forces perpen- 
diculaires à un plan donné, le deuxième, de 
forces parallèles et comprises dans ce plan , et 
le troisième, de forces dirigées suiTsnt une 
droite perpendiculaire aux précédentes et tracée 
dans C€ même plan, n»* 267, 268 et 269 

Equations nécessaires et suffisantes pour i'équiiiljre 
d'un corps solide entièrement libre , n» 260 

Ces équations sont encore nécessaires pourTéqui- 
libre de tout autre système qui ne renferme au- 
cun obstacle fixe , n» 261 

Cas particuliers des forces parallèles et des forces 
qui sont toutes comprises dans un plan, n» 262 

Condition pour que des forces données aient une 
résultante unique; équations de cette résul> 
tante; sa grandeur et sa direction ; dans tous les 
cas, les forces données peuvent se réduire à deux, 
d'une infinité de manières différentes , n^ 263 

et 264 

Iquationa d*équilibre de deux corps solides qui 
s'appuient Tun contre Tautre , n^ 266 

Equations d^équilibre d*un corps solide retenu par 

des obstacles fixes , dans les principaux cas qui 

peuvent se présenter, n** 266 

. Transformation de TéquatAin d^équilibre relative à 

un axe fixe , n» 267 

Equilibre don corps pesant sur un plan incliné , 

n» 268 



Mesure du frûUtmêiUk l^instânt où Téquilibre ▼* 
se rompre, n» 260 

Charges des différeùs pieds d'une table boriiontale 
qui supporte un poids donné ; à quoi tient Pin- 
détermination apparente du problème , n<> 270 

CHAPITRE n. Thème desmomew, page 161 

Les forces étant représentées par des lignes droi- 
tes, leurs momens sont représentés par des aires 
planes : le théorème du w» 46, relatif au moment 
de la résultante de deux forces , est alors une 
proposition ^e Géométrie dont on donne la dé» 
monstration, no 271 

Le moment de la projection d'une force sur un 
plan est la projection du moment de cette force 
sur ce même plan, n" 279 

Ce qu'on entend par le moment d'un système do 
forces par rapport à un axe ; les momens d'un 
même système par rapport à deux axes situés 
dans le prolongement Tun de Tautre, sont égaux 
et de signe contraire ; il en est de même à l'é- 
gard des momens par rapport k un même axe, 
de deux systèmes de forces égales et contraint», 

no 273 

Expressions des momens d'un système de forces 
par rapport aux trois axes des coordonnées posi- 
tives de leurs points d'opplication ; comment on 
détermine les signes des termes de ces formules, 

no 274 

Valeurs des cosinus des angles relatifs à la direc- 
tion de la normale au plan qui contient une 
droite et un point donné, n» 276 

Formules relatives aux projections d*un système 
d'aires planes sur différens plans j identité de ces 

B 
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formules et de cellei qui répondent lui projec- 
tions des lignes droites sur d'autres droites, 

n<» 276 et 277 
* Flan et grandeor de Taire mùdma ; propriété carac- 
téristique de ce plan , n<» 278 , 279 et 280 

Propriétés des momens, déduites de celles des aires 
planes ; identité de la eompotitiom des momens 
et de la composition des forces , résultant de 
celle des projections des airef pknes e^des ptch' 
jeclions des lignes droite», W» 281 

Moment principal d'un système de forces \ nou?el 
énoncé des conditions d'équilibre de ce système ; 
conditions pour que deux systèmes de forces 
soient équivalens , n» 282 

Variation du moment principal , produite par le 
déplacement du centre des momens ; momens 
principaux «ÎRMia; comment on en déduit la 
<M>ndition nécessaire et suffisante pour l'exis" 
tence d'une résultante unique , n<» 283 et 284 

CHAPITRE m. Exemples de réqmiihre d'un 
corps flexible ^ page 168 



$ I«r. EquOUrê du poljfgons fimioukùrs , ibid. 

Dans l'état d'équilibre du polygone, il faut que 
chaque côté soit tiré, suivant ses prolongemens, 
par des forces égales et contraires \ équations 
nécessaires pour l'équilibre des forces appliquées 
au polygone, n» 286 

Construction de la figure du polygone en équilibre ; 

. calcul des isnnons de ses cdtés ; cas où ses points 

extrêmes sont supposés €xes, n<» 280 et 287 

Les extensions des côtés du polygone sont propor- 
tionnelles aux tensions qu'ils éprouTcnt , n^ 288 

Quand un des nœuds du polygone est remplacé par 
on anneau , la force appliquée eu ce point doit 
partager en deux parties égales Uangle des deux 
côtés adjacens , n» 289 

Condition relative aux directions des forces qui 
doivent avoir lieu dans tous les systèmes de 
points matériels en équilibre, et dont la précé- 
dente est un cas particulier, no 290 

< Equilibre d'un polygone chargé de poids \. pressions 
éprouvées par les points fixes auxquels il est 
atUchéy no 291 

Eemarque analogue à celle du tfi 270, sur les ten- 
sions des cordons qui supportent nn poids donné : 
^nel que soit le nombre de ces cordons, leurs 
tensions et les charges des points fixes peuvent 
se déduire de la mesure des allongemens, n** 292 



$ n. EquiUbrê d'un fU flêxibU, 



page 172 



Equations d'équilibre d'un fil pesant , d*abord au 
nombre de trois , et qui se réduisent ensuite à 
deea , n* 293 

intégrales de ces équations sous forme finie; éqna- 
lion de la ehainêiis; expression de la tension en 
nn point queloonqne, u» 294 

Calcnl de la tension au point le pins bas , et des 



charges que supportent les deux points de sus- 
pension, no 296 

Parmi toutes les courbes firo|v^fli^lf#s, la chat- 
nette est celle- qui a son centre de gravité le plus 
bas, no 296 

Cas où les forces verticales qui agissent sur les 
élémens du fil sont proportionnelles à leurs pro- 
jections horizontales ; la courbe d'équilibre est 
iloTs une parAole ^ calcul Je la tension au point 
le plus bas, et des ehai^^es des points extrêmes, 
qui peut être utile dans la construction des cAe- 
minsdsfêr, no 297 

Equations ^équilibre d'un fil sollicité par des for- 
ces quelconques , no 298 

Cas d'un fil pesant suspendu verticalement à un 
point fixe et chargé d'un poids à son extrémité 
inférieure; calcul de son allongement total, 

n* 290 

Expression de la tension dans le cas général ; la 
courbe est déterminée par deux équations diffé- 
rentielles secondes; valeur du rayon de courbure 
d'après la direction de la tangente en chaque 
point, no 300 

Application des formules précédentes au cas d'un 
fil tendu sur la surface d'un corps solide, par des 
forces appliquées à ses extrémités, et qui sont 
les seules qui le sollicitent ; la tension est la 
même dans toute sa longueur ; dans son état 
d'équilibre stable , le fil trace sur la surface In 
ligne la pins courte -d^nn point A un autre ; la 
pression exeroée en chacun des points de la sur- 
face est en raison inverse du rayon de courbure 
de cette ligne , et proportionnelle à la tension , 

no« 361 et 302 

Ces résultats sont modifiés par le frottement du fil 
contre la surface du corps solide; calcul do 
frottement d'un fil snr la gorge d'uno poulie 
fixe, no 303 

On vérifie les six équations générales de l'équili- 
bre du n® 201, dans le cas de Téquilibre d'un fil 
flexible; usage de ces équations pour déterminer 
les coordonnées des points extrêmes , quand ils 
sont libres, ou les pressions qu'ils éprouvent , 
lorsqu'ils sont fixes et donnés de position, 

noi304et306 

§m.SqmUir9d'miêverifêilaâÉiqw9, page 182 

Condition pour qu'une verge soit élastique par 
flexion; différens effets que ses parties éprou- 
vent lorsqu'on l'a écartée de sa position d'équi- 
libre ; définition de la iams élastique , no 300 

Hypothèses relatives aux forces qui résultent do 
l'extension ou contraction des filets longitudi- 
naux et de la grandeur de leur courbure ; valeur 
de la force totale de contraction d'un élément 
de la lame ; valeur du memmU d'élasUciti, no 307 

Dans la cotirès èlasti^ÊU proprement dite, la ten- 
sion est constante et n'influe pas sur la courbure 
de la lame; équation différentielle de cette 
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A«* aosataoo 

€m •« U lame oft hontonUla, encastrée par un 
beat, et chargée d*un poîdt 4awitf à aon aulre 
ezteémitë ; calcul de la flexion totale ; compara t- 
aon de l'extension et de la flexion d^unelame, 
qui peuTent être produites par on même poids , 

no 310 

Gasonlalame est un ressort Tertical posé sur nn 
plan borixontal, et chargé d'un poids à son ex- 
trémité supérieure ; examen détaillé des diffé- 
ventes formes que ce ressort pourra prendre, 

no«311et313 

€e qu'on entend par la /ères d'un ressort; calcul 
de cette force d'après i'avtanaîon on 4'aprés la 
Union du ressort, produites j>ar un poids donné, 

n«313 

Ixtension des résultats précédons an cas d'une 
verge élastique, droite ou courbe, qui n'a pas 
été tordue sur elle-même ; ce qu'on entend alors 
par le flêi «laysii; faleur du moment d'élasticité, 

no 314 

Formule qui donne la flexion d'une verge droite, au 
moyen de la forée de ce ressort ; calcul de oette 
fbrce dans différentes hypothèses sur le contour 
de la section normale ; comparaison de la force 
d'un ressort creux à celle d'un reasofi plein, 

no 315 

Talcnr de la dUKrentielle de la tension en no point 
quelconque d'une verge élastique dont tons les 
points sont sollicités par des forces quelconques; 
«M varge tirée, par «ne cxtrémitéi augmenta de 
valume an même taoïpa qu'elle Vatioiq^, a9 316 

Équations générales del'équilibred'une verge étas- 
tique, en ayant égard à la torsion , no 31 7 

le moment de la torsion est constant dans toute 
la longueur de la verge; sa valeur, d'après les 
forces qui agiuent k l'une des extrémités, no 318 

lédnctions des trois équations^ générales à une 
seule, quand le filet moyen est une courbe 
plane; équations relatives aux forces particuliè- 
res qui agissent aux deux extrémités de la verge, 

no*319 

Cas de la verge uniformément pesante ; détermina- 
tion de sa figure ; calcul de sa flexion et des char^ 
ges des points d'appui , n»* 330, 321 et 332 

Cas où la charge totale de la verge est inégalement 
répartie entre ses diSérens points ; formule de 
Lagrange, pour exprimer en série de quantités 
périodiques les valeurs d'une fonction donnée , 
dans une étendue aussi donnée des valeurs de la 
variable , no 323 

Bétermination de la figure d'une verge chargée 
d'un poids suspendue son milieu; calcul de sa 
flexion et des charges de ses points d^appui, 

no 324 

Démonstration de la formule précédemment citée 
(no 323); antres formules de la même nature, 

noi326ai320 



Usage des formides dr ae genre pour la soaunation 

des séries « a» .327 

Formule de Fourier, déduite des précédantes, 



CHAPITRE IV. Principe det vUenes pirtueUet, 

page 200 

Térification de ce principe dans le cas de deux for- 
ces appliquées à une moufiej un trêuil, une m», 
un ûvier, n»» 320 et 330 

Equation générale de l'équilibre d'on système quel- 
conque ^ points matériels, qui résulte du prin* 
cipe des vitesses virtuelles ; cette équation n'a 
lieu que pour les mouvemens infiniment petits , 
aonyatibles avec les conditions du système, et 
dont les mouvemens contraires sont également 
possibles ; elle a déjk été démontrée no 30, dans 
le cas d'un point matériel isolé , no 331 

Notions relatives aux tensions et aux contractions 
qui ont lieu entre les liens physiques dos pointa 
d'un système en équilibre j manière de représeur 
ter ces forces intérieures ; manière de représenr 
ter les variations de distance des points du sys- 
tème; équation qui a lieu entre la voriation 
totale et les variations partielles de chaque dis- 



tance , 



no<332et333 



Démonstration très générale du principe des vites- 
ses virtuelles , no« 334 et 336 

On fait voir que la proposition directe étant prou- 
vée, la proposition inverse en est une consé- 
quence immédiate j 9* 83p 

Ce principoia auui lieu dans l'équilibre des fluides, 
ainsi qu'on le fera voir par la suite ; autre dé- 
monstration de ce principe, fondée sur la consi- 
déraiion des moufles , no* 337, 338 et 830 

On peut déduire dn'principa des vitesses virtuelles 
les règles du parallélogramme des foroea et de la 
opmposition des forces parallèles ; comment on 
eii conclut les équations d'équilibre d'un corps 
solide précédemment âroavées , no 040 

Transformation de l'équation générale des vitesses 
virtuelles; règle poui en déduire tontes les 
équations d'équilibre d'un système de points 
matériels , dont les tiaisons Jiont exprimées par 
des équations entra laws coordonnées , w» 341 

et 342 

On déterminera^ en même tempa, en grandeur et 
en direction, les force/ intérieures qni résultent 
de ces lisisons ; le principe des vitesses virtuel- 
les est nécessaire pour faire connaître , relative- 
ment à deux ou plusieurs points liés par une 
même équation, les rapports de grandenr d^ ces 
forces, dont la remarque dn no 220 ne détermine 
que les directions , A<>« 34aet 344 

Application des formules précédentes i l'exemple 
. du polygone f nnicolaire , no 346 

Propriété de moMimtm ou de minimum qui a lieu 
dans réquililibre d'un système de points maté- 
riels soumis -è leurs otiraotions ou répulsions 
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nratneUet, en foneiionsdet diftancei, et à d'au- 
tres forces semblables, dirigées Ters des centres 
fibies, nûa40 

Dittinction entre réqnilijire êtéblê et Téquilibre 
ittêtaiittmé , ii° 847 



Propriété du centre de graWté dVn système de 
corps pesans dans ces deux états d*éqnilibre, 

no 348 

Exemple de la stabUîté et it la non-stabilité de ce 
système, n* 849 
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DYNAraQUE , 



SECONDE PARTIE. 



CBAPITRB l^. Principe général de la Dynami- 
que, pge214 

Enoncé de ce principe, dont Fantenr est D'Alero- 
bert, et d'après lequel on ramène toutes les ques- 
tions de Dynamique à de simples problèmes de 
SUtique, n» 350 

Autre énoncé du même principe, dontravantage est 
de conduire immédiatement k des équations en- 
tre les données et les inconnues de chaque pro- 
blème , no 361 

En Tertu de ce principe, les tensions des liens 
physiques d^un système de points matériels , et 
les pressions exercées sur des surfaces ou des 
courbes données, se déterminent dans Tétat de 
mouTement, par les mêmes règles que dans Té- 
tât d^équilibre ; les forces motrices qui agissent 
sut les mobiles se décomposant en forées perdues, 
qui produisent ces tensions ou pressions , et en 
d^autres forces qui font varier les TÏtesses des 
mobiles ; exemples de ce double effet des forces 
données, n» 362 

Extension du principe général de la Dynamique aux 
percuesûme considérées comme des forces mo- 
trices qui ont lieu pendant un temps trè» court 
et produisent des changemens brusques de vites- 
' ses ; influence que peut avoir le frottement pen- 
dant Taction de ces forces , n» 363 

Application du principe général (ra mouYement do 



denx corps pesans posés sur des plans inclinés 
et liés par un fil inextensible; tension de ce fil , 
détermination des vitesses initiales, n»" 864 

et 866 

Mouvement d^une cbatne pesante posée sur deux 
plans inclinés ; dans quel cas la cbatne demeu- 
rera en équilibre , n** 366 

Houvement rectiligne de deux points matériels sou- 
mis à leurs répulsion ou attraction mutuelles , 

no 867 

Les formules de ce mouvement s^étendent à deux 
corps solides doutions les points ont des vitesses 
parallèles h une même droite; mouvement du 
boulet et du canon pendant que le boulet est 
dans rama de la pièce ; hypothèses sur lesquelles 
la loi de la force de la poudre est fondée; calcul 
numérique de la force de la poudre, diaprés la 
vitesse du boulet à la bouche du canon ; remar- 
que de Lagrange sur ce problème, n»* 368 et 869 

Application du principe de D'Alembert au cas le plus 
simple du choc dei corps ; données physiques 
de la question, et hypothèses nécessaires è sa so- 



lution 



no 360 



Choc de deux corps mous ou dénués d*élasticité , 
définition de \b forée vive; perte de force vive 
qui a toujours lieu dans ce choc , n» 36 1 

Choc de deux corps parfaitement élastiques ; con- 
servation de la somme des forces vives ; choc 
d'une série de billes en repos par une bille en 
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aMUToment ^ las loit préoédeotot du ohoo das 
corps tphériqnet, noof oo éUstiqaeti foni con- 
firméei par rexpérianca , vfi» 862 et 86S 

Comcrvalioa au moaTaiAent da oantra de gravité 
dans le choo de deux coipt sphériqnea, n» 864 

Tbéoria imparfaita de la résistance des miiieui, 
dans laquelle cette résistance est assimilée à une 
suite de chocs du mobile contre les molécvles du 
fluide qn^il traTerse ; expression de la résistance 
s«r une surface plane et sur chaque élément d^une 
aurisce courbe^ calcul de la résistance sur une 
surface de révolution, et, en psrticulier, sur 
une s|dière , no« 366 et 866 

le coefficient da la résistance relative au mouve- 
ment des projectiles dans Tair, qui résulterait de 
cette théorie, n^est pas d^accord avec Tobserva- 
lion; valeur de ce coefilcient, que Ton a déduite 
derexpérience; en quoi consista réellement la 
résistance desfluides ; el le n^a encore été détermi- 
née, d'après les lois de la Hécanique (no 191), 
que dans le cas des petites oscillations d'un pen- 
dule, ao867 

CBAPITBB II. MhUrminotion dts mùmetu d'ir- 
«crfîe et des tuées prineipoMM, page 226 

Intégrales définies qui se présenteront dans les 
équations du mouvement des corps solides, dont 
les masses seront décomposées, pour plus de 
simplicité, en élémens infiniment petits ( n» 98) ; 
définition des maaitiM tPùuriiê et des azes.prin- 
cipaux , no 868 

Calcul du moment d'inertie d'un parallélipipède 
rectangle. Taxe étant une de ses arêtes, n» 869 

Calcul du moment d'iuertie de Tellipsolde, par rap* 
port à l'un de ses axes de figure , n» 870 

loment d'inertie d'une sphère composée de cou- 
ches concentriques de différentes densités, n» 871 

Las intégrales triples d'où dépendent , en général, 
les momens d'inertie, se réduisent k des intégra- 
les simples dans le cas d'un solide de révolution; 
application à la sphère, au cône et au cylindre, 

nos 872 et 373 

Connaissant le moment d'inertie d'un corps quel- 
conque par rapport à un axe passant par son 
centre de gravité, on en déduit le moment d'i- 
nestie du même corps par rapport à un axe pa- 
rallèle au premier , no 374 

Gonnaissantles momens d'inertie par rapport aux 
trois axes principaux qui se coupent en un point, 
on en conclut le moment d'inertie relatif k un 
axe quelconque passant par ce point , no 376 

Proptiétés des momens d'inertie principaux, ou qui 
r^ondent aux axas principaux , no 376 

Avant de démontrer L'existence des axes principaux , 
et d'en déterminer la direction, on rappelle d'a- 
bord les formules générales de la transforrostion 
des coordonnées , n* 377 

Les neufs coefficiens qui entrent dans ces formules 
sont des fonctions de trois angles indépendans 



entre eux; définition de eea trois angles; sens 
déterminé suivsnt lequel ils devront être comp- 
tés, et comment ils pourront croître dans le mou- 
vement d'un corps solide ; valeurs des neuf coef- 
ficiens en fonctions de ces trois angles ; moyen 
d'obtenir ces valeurs , no* 378 et 879 

On démontre qu'il existe toujours trois axes prin- 
cipaux rectangulaires qui se coupent, en cha- 
que point d'un corps quelconque, et l'on donne 
les formules propres k les déterminer , n* 380 

U n'y a qu'un seul système de trois axes princi- 
paux, quand les trois momens d'inertie qui s'y 
rapportent sont inégaux ; laus nombre est infini, 
lorsque deux de ses momens sont égaux ; si les 
momens d'inertie relatifs k trois axes principaux, 
qui se coupent en un point, sont égaux, toutes 
les droites passant par ce point sont des axes 
principaux, auxquels répondent des momens d'i- 
nertie égaux , no 381 

détermination des points singuliers, qui Jouissent 
de cette dernière propriété; application à l'ellip- 
soïde et au parallélipipède , no« 382 et 888 

CHAPITRE III. Du moueement d'un corps so- 
Ude autour d!un axe fisse, page 286 

^V^, MouesfMni de rotation uniforme, ^ ibid. 

* 

Définition de la viiesse anguiavre commune à tous 
les points d'on système de forme invariable, 
tournant autour d'un axe fixe , no 884 

Détermination de cette vitesse, lorsque les points 
du système ont éprouvé simultanément des per- 
cussiQns qui leur auraient imprimé, s'ils étaient 
libres, des vitesses données , no 886 

Cas où Le système* se change en on corps solide, 
frappé par un ou plusieurs autres eorps qui lui 
restent attachés après le choo, no 886 

Gomment on peut déterminer la peaeussion que 
L'axe éprouve k l'instant du choc; conditions né- 
cessaires pour que Taxe n'éprouve aucune per- 
cussion; définition du centre de foreussion, 

nos 887 et 888 

Pressiona exercées sur l'axe 'pendant la mouvement 
de rotation, et dues aux forces centrifuges de 
tous les pointa du corps ; propriété générale des 
axes principaux dans le mouvement uniforme de 
rotation ; propriété psrticuliêre des axes princi- 
paux qui passent par les centres de gravité du 
mobile, no«889et890 

$ II. Mouvement de rotation varié, page 240 

Bquation différentielle de ce mouvement; difl'éren- 
tielle de la vitesse angulaire ; on en dédoit la vi- 
tesse constante provenant d'une percussion, que 
l'on a précédemment donnée , no« 89 1 et 898 

Calcul des pressions létales exercées sur l'axe k un 
instant quelconque , no 893 

Mouvement d'un pendule composé, dans le vide ; 
réduction du pendule composé au pendule sim- 
ple, npi304et88& 
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Définition du eMffp ^nHUùManf r^oîprooitë du 
centra d'oscUlttion et du centre de f uapension \ 
méthode fondée sur cette réciprocité, pour déter- 
miner la longueur du pendule simple, correspon- 
dant à un pendule donné ; on fait Toir que pour 
un même corps, il y a une infinité d*axes autour 
desquels les petites oscillations ont la même du- 
rée, no« a96, 397, 306 

HouTement d'un pendule composé, dans un milieu 
résistant ; la longueur du pendule simple qui a 
le même mou?ement, ne dépend pas de la résis- 
tance , n« 399 

KouTcment d^un treuil et de deux corps pesans , 
suspendu au cylindre et k la roue ; application à 
la mschine à^Atkood , tif** 400 et 401 

Pendule de Bcbùiê f usage de ce pendule pour dé- 
terminer les iritesses initiales des projectiles de 
l'artillerie , no« 40Z et 403 

CSAPITRE IV. Du mawiemêni itum corpt êoliiê 
miUnur d'un paini fixe, page 949 

$ I". Fcrmulêê préUuÊmairês , Oid, 

Le mottYcment de rotation d'un système de forme 
invariable, autour d'un point fixe, a lien autour 
d'une droite Tariable d'un instant à l'autre, que 
Ton appelle axê instantané de rotation, no 404 

Détermination delà direction de cet axe, soit par rap- 
port à des droites fixes dans l'intérieur du corps, 
soit par rapport k des droites fixes dans l'espace, 

n<>^40& 

Expression de la TÎiesso angulaire d» rotation du 
corps autour de l'axe instantané ; décomposition 
de cette vitesse en trois autres, autour de trois 
axes rectangulaires, fixes ou mobiles; la compo- 
sition et la décomposition des vitesses de rota^ 
tion se font suivant les mêmes règles que celle 
des vitesses de translation , n»* 409 et 407 

Composante de la vitesse absolue d^ln point quel- 
conque du corps, par rapport à trois axes fixes 
dans son intérieur ; composantes de la force ac- 
célératrice, par rapport aux mêmes axes, n* 408 

Homens des quantités de mouvement de tous les 
points du corps à on instant quelconque, par 
rapport à trois aies passant par le point fixe ; 
cas où ces trois droites sont les axes principaux 
qui se eoupent en ce point ; signe de chacun de 
ces momens, d'après le sens de la rotation autour 
de l'axe correspondant j moment principal de ces 
mêmes quantités de mouvement, et direction de 
son axe , no 409 

Equations différentielles qui ont lien entre les trois 
angles du no 878 , d'où dépend la position du 
mobile à chaque instant , et les trois composan- 
tes de sa vitesse angulaire par rapport à ses trois 
axes principaux , no 410 

Autres formules qui pourront être utiles dans la 
suite, , no 411 

$ II. JBgne trfens éigér mtiêOê ê du mtuvttnêui do ro- 
iuHonnutourd'unpoinifiMê, page 854 



Ces équations, an nombre de trois, s'obtiennent 
très facilement, au moyen des formules dfi 
n* 408 et du principe de D'Alembert ; on les ré>> 
duit k leur forme la plus simple , en rapportant* 
les composantes de la force accélératrice d'un- 
point quelconque du mobile, à ses trois axes 
prineipaux; le problème général du mouvement 
de rotation dépond de six équations du premier 
ordre , savoir, celles qu'on vient de former, et 
celle du no 410 ; cas où la pesanteur est la seule 
force qui sgit sur les points du mobile, n»* 412 

et 413 

Quand ce mobile n'est soumis k aucone force mo- 
trice, on bien, quand il s'agit d'un corps pesant, 
et que le point fixe est son centre de gravité, on 
parvient à intégrer les six équations du mouve- 
ment de rotation , et à faire dépendre les incon- 
nues, de deux fonctions elliptiques; dans ce 
mouvement, prodoit par des percussions ini- 
tiales, les momens des quantités du mouvement 
de tous les points du corps , par rapport à des 
axes passant par le point fixe , sont constans ; 
leur moment principal et sa direction sont in- 
variables, et cotte considération flacilite l'inté- 
gration des équations du pioblème,noi 414, 

416, 416 et 417 

D«terminnlio»oomplète des oonstantes arbitraires, 
oontenues dans les intégrales de ces équations , 
en supposant, pour fixer les idées, que le mo- 
bile a été frappé , k l'origine du mouvement , 
par un autre cosps qui y est resté attaché , n« 418 

Diverses propriétés générales du mouvement de 
rotation d'nn cotps qui n'est soumis à aucune 
force motrice , no 419 

Détermination de oe mouvement , plus simple que 
la précédente, mais seulement approchée, lors- 
que l'sxe instantané de rotation s'écarte con- 
stamment très peu de l'un des trois axes princi- 
paux du mobile, et qui se coupent an point &■•; 
on retrouve la propriété des axes principaux déjà 
démontrée dans le no 889 ; on lait voir, de plus, 
que le mouvement est otablê autour des axes du 
plus grand et du plus petit moment d'inertie , 
et seulement instantané autour du premier axe 
principal) détermination des constantes arbi- 
traires dans le cas de la stabilité , no* 480 , 481 

et 488 

Le mouvement de rotation produit par des percus- 
sions initiales, devient plus simple, quand le 
mobile est un solide de révolution , et que son 
axe de figure pesse par le point fixe; les incon- 
nues se déterminent tlors sans le secours des 
fonctions elliptiques , n» 488 

Autre démonstration de la stabilité du mouvement 
autour de deux des axée prineipaux, up 484 

$ m. Solution (Tim cao parKouKor du moupomont 
do rotoHon tPun eorpo poêont , page 268 

Le mobile est un solide de révolution dont l'axe 
de figure passe par le point fixe ^ on appelle 
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éqmaUwr la feetion d« oe corps faite par ce 
point et perpendionlaire à cette droite; le mou- 
vement parallèle à Téquatenr est uniforme; Tin- 
teraeetion de Péqoatenr et du plan horitontal 
passant par le point fixe, s^appellera la ligne des 
fumuif ; définition du nmudiuetndani, et distino 
tton de son mooTement dàntcf et de son monve- 
ment fknptÊâê sur le plan horitontal , no* 425 

et 426 

Dans ce cas , les six équations do mouvement de 
rotation s'intègrent , et les înoonnoes dn pro- 
blème B^expriment exactement par des fonctions 
elliptiques î détermination des constantes arbi- 
traires, oontenoes dans les intégrales , no*427 

et 428 

Ces où le mobile se réduit à un point matériel, 
dont la distance au point û\e est constante ; on 
retrouve alors les formules du raf 205 , relatives 
an pendule simple, no 429 

Lorsque Taxe de figure a été écarté delà verticale, 
et qu*aprés avoir imprimé an mobile une vitesse 
de rotation autour de cette droite inclinée, il est 
ensuite abandonné à lui>mème, on démontre 
que le mouvement du ncsud ascendant sera di- 
rect on rétrograde, selon que le centre de gra- 
vité du corps sera litué au'desiusou au-dessous 
du plan horiiontal , passant par le point fixe ; 
quand la vitesse de rotation est nulle, le mou- 
vement dn corps se réduit à oeini d*an pendule 
composé,. n* 430 

On applique les formules du numéro précédent, 
au cas on Taxe de rotation a été, primitivement, 
très peu écarté de la verticale , et l*on déteroûne 
de cette manière les valeurs approchées des on- 
gles d^où dépend la position du mobile à un in- 
stant quelconque , no 431 

On applique les mêmes formules au cas ou lUncIi- 
naison de Téquateur demeure à peu près inva- 
tidile ; il faut pour cela que la vitesse de rota- 
tion soit très rapide ; on détermine , dans cette 
hypothèse, les petites variations de rioclinaison 
de féqusteqfc et le mou? ement de la ligne des 
nœods, qutVt très lent par rapport au mouve- 
ment de rotation, et à peu près uniforme; ce 
cas est cdui de la machine de Bokmênbergêr, 

n* 432 
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Uécompositiott de oe iponvement en deux autres , 
Tun de rvMiom autour d'un point du corps, Tou- 
tre de firanslalsefi , commun à tous ses points ; * 
cas où le second mouvement est résolutif , et où 
chaque révolution s^achève dans le même temps 
que chaque rotation ; ce cas a lieu dans le mou- 
vement des satellites , et , en particulier, dans 
le mouvement de la lune , qui tourne , en con- 
séquence , oonstomment la même face vers la 



terre 



n» 48S 



Détermination de la vitesse que prend le centre 
d'nn corps solide, sur lequel on exerce une ou 
plusieurs percussions déterminées ; réciproque- 
ment , cette vitesse fait connaître la direction et 
lUntensité de la percussion , soit que le corps 
qui a frappé celui que l'on considère y soit resté 
attaché, on qu'il s'en soit séparé après le ohoc , 

no« 434 et 435 

Comment on pourrait déterminer le mouvement 
initial de rotation autour d^un point quelconque 
du mobile, si Ton connaissait, en grandeur et 
en direction, la vitesse initiale de ce point; 
quand ce point est le centre de gravité , cette. 
connaissance est inutile , et le mouvement de 
rotation initial est le même que si le centre de 
gravité demeurait en repos, n« 486 

Détermination de Taxe instantané initial qui passe 
par le centre de gravité , et de la vitesse angu- 
laire autour de cet axe ; cas on cette droite est 
un des trois sxes principaux qui se coupent au 
centre de gravité , n» 487 

Equations différentielles du mouvement du centre 
de- gravité; comment on formerait celles du 
mouvement de rotation autour de ce point , 

n» 488 

Ces deux systèmes d'équations différentielles, sinsi 
que les deux mouvemens correspondons , sont 
indépendans Tun de Tautre , dans le cas d'un 
corps soumis à la seule action de la pesanteur; 
détermination complète du mouvement d'un 
ellipsoïde pesant, frappé dans un plan perpen- 
diculaire è l'un de ses trois axes de figure, n» 430 

La même indépendance a lieu dans le cas d'une 
sphère composée de couches concentriques et 
dont tous les points sont soumis à des attractions 
dirigées vers des centres fixes ou mobiles ; quand 
le mobile s'écarte de la forme sphérique , ces at- 
tractions influent sur son mouvement de rota- 
tion ; perturbations dn mouvement de la terre 
autour de son centre de gravité , dues à sa non- 
sphéricité , et produites psr les sctions du soleil 
et de la lune; ces forces , qui donnent lieu k la 
prieettian de* éqmnosêê et à la nutatUm de l'axe 
de la terre, n'ont cependant aucune influence 
sensible sur la direction de cet axe dans Vinté* 
rieur dn globe, ni sur la durée de sa rotation 
autour de cette droite mobile dans l'espace, 

n«« 440 et 441 

L'invariabilité du Jour sidéral et dn jour moyen est 
confirmée par les éclipses que les CluMtnê ont 
observées; calcul qui fait voir que la durée du 
jour moyen n'a pas varié d'un centième de se- 
conde en 2600 ans , no« 442 et 443 

Exsmen des différons effets qui peuvent être pro- 
duits par le frottement de la surface d'un pro- 
jectile contre l'air dans lequel il se meut , et par 
la résistance proprement dite de ce fluide , 

tto« 444, 445 et 446 
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CHAPITRE VI. Du mouvement d'un corps solide 
pesant sur un plan donné , page 276 

$ I«r. Cas où fon fCa pas égard au frottement, ibid. 

On supposera que le mobile touche le plan donné 
par un seul point de sa surface , pendant toute 
la durée du mouvement } équations différentiel- 
les du mouTement du centre de graTÎté et du 
mouvement de rotation autour de ce point , 

n"" 447 

Equation résultante du contact du mobile aTcc le 
plan donné, qui peut être fixe ou iToir un mou- 
Teroent donné ^ distinction entre le cas où le 
point de contact se déplace à la surface du mo* 
bile, et le cas où ce point est constamment Tel- 
trémité d'une pointe , comme dans le jeu de la 



toupie . 



no 448 



Cas où le plan donné est fixe et horizontal ; on in- 
dique , comme exemples, les petites oscillations 
d*un ellipsoïde homogène ou d'une sphère hété* 
rogènej on obtient deux intégrales premières 
des équations différentielles du no 447, qui suf- 
firont pour la solution rigoureuse du problème, 
au moyen des fonctions elliptiques , quand le 
mobile est un solide de révolution , n°» 449 

et 460 

Mouvement d'un solide de révolution , terminé par 
une pointe , et qui s'appuie , par son extrémité , 
sur un plan dont les oscillations sont connues , 

no 461 

Quand le mobile a une vitesse de rotation très ra- 
pide par rapport aux divers mouvemens du plan 
donné, on réduit les équations différentielles du 
problème à la forme linéaire , par la transforma- 
tiou dont Lagrange a fait usage dans le cas de la 
Ubraiion de la lune , no« 452 et 463 

Intégration de ces équations linéaires ; leurs inté- 
grales font voir que les oscillations du plan sur 
lequel le corps s'appuie , s'affaiblissent dans le 
mouvement de son axe de figure, et deviennent 
insensibles quand la rotation autour de cette 
droite est suffisamment rapide j moyen fondé sur 
ce résultat , qui a été proposé pour obtenir à la 
mer un horizon artificiel propre aux observations 
astronomiques , uoa 454 et 456 

§ II. Cas où ton a égard au frottement, page 282 

Lois du frottement d'un corps en mouvement, don- 
nées par l'expérience , no 456 

Mouvement d'un corps glissant sur un plan fixe 
horizontal, et entraîné par un poids donné, 

no« 467 et 468 

Intégrale de l'équation de ce mouvement , dans le 
cas où Ton fait abstraction de la résistance de 
l'air; détermination du coefficient du frotte- 
ment par deux moyens différens ; quand ce coef- 
ficient est connu , et que Ton incline le plan, 
on détermine immédiatement le mouvement du 
même corps sur ce plan , no* 469 et 460 

Conséquence de cette proposition , que le frotte- j 



ment est indépendant de l'étendue de la surface 
frottante et proportionnel à la pression totale \ 
en quoi cette loi du frottement consiste réelle- 
ment ; examen de ce qui arriverait si la matière 
de la surface frottante n'était pas partout la 



même, 



no 461 



Double mouvement d'un corps qui glisse sur nn 
plan horizontal , et qui tourne en même temps 
autour d'uu axe vertical , no 462 et 468 

Enoncé des différens cas que peut présenter le 
mouvement d'un corps solide qui foule sur un 
plan \ frottement de \e prem i ère et de la seconde 
espèce, no 464 

Mouvement d'une sphère qui ronle sur un plan ho- 
rizontal, no 466 

CHAPITRE Vn. Du choc dee corps de forme 
quelconque, page 290 

En quoi consiste le problème du choc des corps, 
dans le cas le plus général , no 466 

Equations fournies par le principe de D'Alem- 
bert , dans le cas de deux corps de forme quel- 
conque et entièrement libres, no* 467 et 468 

Indétermination du problème , quand on n'a pas 
égard k la compressibilité des mobiles ; équa- 
tion nécessaire ï sa solution , et qui résulte de 
cette compressibilité , quelque petite qu'elle 
soit, no 469 

Modification des formules du n* 468 , provenant 
du degré d'élasticité des mobiles ; le problème 
est complètement résolu dans les deux cas des 
corps entièrement dénués d'élasticité, et des 
corps parfaitement élastiques , no 470 

Le choc de deux corps n'altère pas les vitesses de 
leurs centres de gravité, parallèlement au plan 
tangent k leurs surfaces, mené par leur point de 
contact, non plus que les momens de leurs 
quantités de mouvement , rapportés k leur nor- 
male commune , no 471 

Quand cette normale passe par le centre de gra- 
vité de l'un des deux corps , son mouvement de 
rotation autour de ce point est la même avant et 
après le choc \ cas où cette drom passe par les 
deux centres de gravité \ cas où ces points se 
mouvaient , en outre , sur cette normale avant 
le choc , no 472 et 473 

Choc de deux corps élastiques égaux en masse ; 
choc d'un corps parfaitement élastique , contre 
un obstacle fixe; égalité de l'angle de réflexion ; 
cette égalité n'a plus lien , quand on a égard 
au frottement du mobile contre le plan fixe*, 

no* 474 et 476 

On explique comment on peut tenir compte du 
frottement d'un mobile contre un autre , pen- 
dant la durée du choc de ces ceux mobiles, no 476 

Influence du frottement et de I^ rotation dans le 
choc d'une sphère contre un plan fixe , tel que 
le choc d'un boulet contre le terrain ; examen 
des diverses circonstances qui peuvent se pré- 



senter, 



noa 477 et 478 
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Application des fonnulet générales ■ un exemple 
où la normale commune aux deux mobiles ne 
passe pas par leur centre de gravité ; calcul de 
la quantité de mouvement imprimée à chacun 
d>ux , et qui mesure Tintensité du choc, n» 470 

Modification des formules générales, dans les diffé- 
rens cas où les deux corps qui se choquent ce 
sont pas entièrement libres , no 480 

Extension de ces formules au cas d^un nombre 
quelconque de mobiles qui se choquent simul- 
tanément. Exemple relatif k une sphère en repo8| 
choquée par deux autres sphères en mouvement, 

nos 481 et 488 

CHAPITRE VIII. ExempUt du numpement d'un 
eorps flexible , page 301 

$ I«r Vibration d'une corde flexible , ibid. 

Hypothèses que Ton fait sur cette cerde ; équations 
différentielles de son mouvement , no 483 

Réduction de ces équations à la forme linéaire , 
dans le cas des vibrations très petites ; les vibra- 
tions iranevereaiee et les vibrations longiiudi' 
uaiee coexbtent dans une même corde, et sont 
indépendantes les unes des autres; ces deux 
sortes de roouvemens dépendent d^une équation 
de même forme, aux dilFérences partielles du 
second ordre , no 484 

Intégration de cette équation sous forme finie , 

no 485 

Bétermination des deux fonctions arbitraires con- 
tenues dans cette intégrale , pour toute la lon- 
gueur de la corde , et pour toutes les valeurs 
du temps, -d'après la figure initiale de la corde 
vibrant transversalement, et les vitesses initia- 
les de tous ses points , no 486 

Construction géométrique de la figuro de cette 
corde à un instant quelconque , no 487 

Lois des vibrations transversales qui résultent do 
cette construction , et qui ont été confirmées 
par Uexpértence , soit par rapport à la tension 
de la corde, soit par rapport à son poids et à sa 
longueur ; Télévation du ton est mesurée par 
le nombre des vibrations dans Tunité de 
temps , no 488 

Dieeontinuité des lignes employées dans la con- 
struction précédente $ restriction qu^on doit ap- 
porter k la discontinuité de la courbe qui repré- 
sente la figure initiale de la corde ; cette 
condition restrictive subsiste pendant toute la 
durée du mouvement, et fournit une des équa- 
tions nécessaires au problème , dans le cas d'une 
corde composée de deux parties de matières dif- 
férentes, n* 480 

Autre solution du problème des cordes vibrantes , 

'dans laquelle Tordonnée courante de la corde est 

exprimée par une série de quantités périodiques, 

no 400 

Cas particuliers où le ton d^nne corde s^élève «u- 
dessus du ton fondamental, et répond à une par- 



tie aliquote de sa longueur ; neeude de vibraiione 
qui ont lieu dans ces sortes de cas, no 401 

Lois des vibrations longitudinales d^une corde ten- 
due, „o 492 

Eapport très simple entre leur nombre et celui des 
vibrations transversales de la même corde , 

no 403 

$ II. Vibraiiene longitudûtttlee éTune verge ^kuti- 
^^* page 308 

Hypothèses que Ton fait sur cette verge; son mou- 
vement longitudinal dépend delà même équation 
aux différences partielles que celui de la corde 
tendue , et ne diffère de celui-ci que par les con- 
ditions relatives aux extrémités de la verge, 

nos 404 et 406 

Solution du problème, analogue k celle du no 400} 
lois des vibrations dans les différons cas relatifs 
aux extrémités ; élévation du ton fondamental , 
à raison des nœuds de vibrations , no 406 

Cas où la verge s'étend indéfiniment ; propagation 
des ondes sonores dans une barre homogène , 
cylindrique ou prismatique; conditions pour 
qu'une onde sonore ne se partage pas en deux 
autres; comment la vitesse constante de cette 
propagation se conclura du ton longitudinal 
d'une verge élastique de la même matière que la 
barre, n»* 407 et 408 

Cas où la barre est terminée d'un côté; réflexion 
du son k cette extrémité ; les lois de la propaga- 
tion et de la réflexion du son dans un canal cylin- 
drique rempli d^air, d'un gai quelconque, ou 
d'un liquide , sont les mêmes que dans une barre 
solide; celles des vibrations des verges élastiques 
conviennent aussi aux sons des flûtee, et des 
tuyaux dWgttee, sauf les modifications relatives 
à l'embouchure, no 400 

§ III. €hoc longitudinal des vergée ilaetiquee , 

page 313 

Comment on pourra appliquer les formules du 
n* 406 ou choc longitudinal des verges élasti- 
ques; ce phénomène consiste dans raction,à 
distance insensible, des points eitrénies des deux 
verges ; les vitesses de ces points varieront très 
rapidement, et seront inconnues pendant la du- 
rée du choc , ^ no 500 

Conditions pour que les deux verges se séparent 
après s'être rencontrées, et que le choc se tpr- 

nos 601 et 502 
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Equations communes à tous les points des deux 
verges , excepté les points extrêmes par lesquels 
elles se choquent , no 502 

Application des formules du n» 406 au choc de deux 
verges entièrement libres ; sommotion des séries 
périodiques qu'elles renferment; on vérifie 
qu'elles représentent l'état initial des deux 
verges, no« 503 et 504 

Les deux verges de même matière et de même dia- 
mètre se séparent dans leseolcas où elles ont 
une même longueur^ durée de ce choc ; échange 
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des titcsses primitiTes ; cai où Tune des deux 
▼erges est composée de plusieurs parties , dont 
une se sépare des autres après le choc , n** 605 
Cboc d^une Tcrge dont Textrémité est fixe , par une 
verge entièrement libre; réflexion de celle-t:i 
avec une vitesse égale et contraire à la vitesse 
primitÎTe, quelles que soient les longueurs des 
deux y erges ; durée du cboo , n»' -506 et 607 

§ IV. Digression sur les intigraks dss équations 
aux différences partielles , page 318 

Le nombre des fonctions arbitraires que renferme 
Tintégrale complète d'une équation aux diffé- 
rences partielles , peut être moindre que le nom- 
bre qui marque Tordre de cette équation; il peut 
changer avec la variable par rapport k laquelle 
la série est ordonnée ; tontes les fonctions arbi- 
traires peuvent disparaître, et se trouver rem- 
placées par des séries infinies do constantes 
arbitraires; dans ce cas singulier, Tintégrale 
complète est exprimée par la somme d'un nom- 
bre illimité d'intégrales particulières , n<» 608 

et 609 

Exemples très simples de ees diverses transforma- 
tions, no 610 et 611 

Les séries qui se présentent dans cet exemple , et 
rintégrale de Téquatioa donnée , peuvent s'ex- 
primer sous forme finie , au moyen d'une inté- 
grale définie, no 612 

Valeur d'une intégrale définie qu'on o souvent oc- 
casion d'employer , n» 613 

Application de ces considérations générales aux 
équations linéaires relatives k des problèmes de 
Physique et de Mécanique; leurs intégrales com- 
plètes s'expriment, généralement, par des séries 
d'exponentielles ou de sinus et cosinus , dont les 
exposans ou les arcs sont proportionnels au 
temps; par la manière dont elles sont obtenues , 
on est certain que ces expressions en séries , des 
inconnues d'un problème, en renferment la solu- 
tion la plus générale; il y a un procédé uniforme 
pour déterminer dans chaque cas les coefficiens 
de ces séries , diaprés l'état initial du système; 
après cette détermination , si Ton fait le temps 
égal à xéro dans ces séries , on obtient des séries 
particulières qui représentent les fonctions arbi- 
traires relatives à cet état initial, mais seulement 
dans l'étendue du sjstème, n9' 614, 616, 616 

et 617 

Toute solution d'un problème dans laquelle on n'a 
pas vérifié , àposteriori, l'exactitude de ces der- 
nières séries, ou démontré, à priori, la généra- 
lité de l'intégrale en série dont on a fait usage , 
doit être regardée comme insuffisante, n» 618 

§ V. Vibrations transversales tPune verge élasti- 
que, page 324 

On énonce les diverses sortes de vibrations dont 
une verge élastique est susceptible, et entre les- 
quelles l'analyse a fait connaître des rapports 
que Tespérience a confirmes , n» 610 



Équation du mouvement transversal, et conditions 
relatives aux extrémités , n» 620 

Calcol du coefficient que renferme cette équation , 
dans différentes hypothèses sur la section trans- 
versale de la verge , n* 621 

Intégrale en série de cette équation , n» 622 

Détermination des coefficiens de cette série , d'a- 
près l'état initial de la verge, par le procédé in- 
diqué dans le n^ 616 ;^ormiiles du n» 617 , rela- 
tives à l'état initial de la verge; cas où elle doit 
prendre un mouvement de translation ou de ro- 
tation , no> 623 et 624 

8n démontre, dans le cas de la verge libre par ses 
deux bouts , la réalité des racines de l'équation 
transcendante qui sert à déterminer les coeffi- 
ciens du temps sous les sinus et cosinus contenus 
dans l'intégrale en série , n» 626 

Condition pour que la verge exécute des vibrations 
isochrones; les différens tons que la verge libre 
peut faire entendre , dépendent des racines de 
l'équation précédente; toutes choses d'ailleurs 
égales , ils varient avec la figure de la section 
transversale, et leur élévation est en raison in- 
verse du carré de la longueur; détermination 
des nœuds de vibration qui leur correspondent , 

n<» 526 et 627 

Vibrations isochrones d'une verge encastrée par 
une -extrémité , et libre k l'autre bout , n» 628 

Calcul du nombre- de vibrations correspondant au 
ton fondamental et aux tons plus élevés , dans le 
cas de cette dernière verge élastique , et dans lo 
cas de la verge libre aux deux extrémités , 

no 620 

Comparaison des nombres de vibrations transver- 
sales et longitudinales d'une même verge, no 630 

CHAPITRE IX. Équations et propriétés géné- 
rales du mouvement d'un syitème de corps , 

page 332 

$ I«r. Équations générales du mouvement , ibid. 

Combinaison du principe deD'Alembert et du prin- 
cipe des vitesses virtuelles , n* 631 

Elle conduit à une formule générale, d'où l'on dé- 
duira, par un procédé uniforme, toutes les équa- 
tions drlTérentielles du mouvement d'un système 
de points matériels , dont la liaison mutuelle est 
exprimée par des équations données ; ce procédé 
fera aussi connaître les tensions des liens physi- 
ques , et les pressions sur des surfaces ou sur des 
courbes données , qui auront lieu pendant le 
mouvement, no 632 

On indique l'usage de la méthode fondée sur la va- 
riation des constantes arbitraires pour la résolu- 
tion des équations précédentes , no 633 

Cas où l'une des équations, qui expriment la liaison 
des points du système , est une suite d'une ou de 
plusieurs autres de ces équations : exemple d'un 
problème indéterminé, quand on fait abstraction 
de l'exteusibililc des liens physiques, et déter- 
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miné, qnami on y a égard, quelque petite qu^elle 

•oit, no« 634 et 636 

Formule analogue k celle du no 632 , et relative 

aux changemens brusques de Titesse , n» 636 

Considération essentielle k laquelle il faudra avoir 

égard dans les usages qu^ou fera de cette formule; 

comment on tiendra compte, dans cette formule, 

de reffel du frottement pendant la durée des 

changemens brusques ; ce serait une erreur d'y 

introduire les effets des forces moléculaires , qui 

y sont déjà compris implicitement, no« 637 

et 638 
Équations différentielles du mouvement de trans- 
lation d*un système entièrement libre , qui sont 
celles de son centre de gravité , n» 639 

Équations différentielles du mouvement de rotation 
du même système; elles conservent la même 
forme, soit que le centre du mouvement soit un 
point fixe, ou qu^il soit le centre de gravité du 
système, vfi^ 640 et 641 

Les sommes des quantités de mouvement de tous 
les points d'un système libre, suivant trois axes 
rectangulaires , et leurs momens par rapport à 
ces aies , ne varient pas dans les changemens 
brusques de vitesse; équations du mouvement 
initial de translation et de rotation du système; 
comment on peut les déduire des équations de 
ce mouvement à un instant quelconque, no« 642 

et 643 

On retrouve, d'une autre manière , les formules du 
no 409 , relatives aux vitesses de rotation ; la 
similitude de la composition de ces vitesses et^ 
de la composition des vitesses de translation, 
peut conduire à Tanalogie entre la composition 
des momens et celle des forces , no 644 

$ II. Lois générales des peiHes osciUaiUmSj 

page 342 
l>éveloppemens en séries des coordonnées des 
points du système, et des expressions des forces 
qui leur sont appliquées , no 646 

formation des équations différentielles linéaiies et 
du second ordre , d'où dépendent les valeurs ap- 
prochéesdes inconnues du problème, auxquelles 
Talenrs on s'arrête toujours dans les questions 
de ce genre ; le nombre de ces équations, égal à 
celui des inconnues indépendantes entre elles, 
peut s'élever depuis un jusqu'à trois fois le nom- 
bre des mobiles; quand les mobiles sont des 
points matériels en nombre infini , les équations 
différentielles se changent en équations aux dif- 
férences partielles , no 640 
Intégration générale de ces équations différen- 
tielles ; conséquences qui s'en déduisent ; prin^ 
eipê êe la coexistence des petUes osciUations , 

no 647 et 648 
Cas où les oscillations ont lieu dans un milieu ré- 
sistent, no 649 
Kt amples de la eoeiistence des petites oscillations; 
ai^Ucationdu principe précédent au mouvement 
d'un point pesant sur un ellipsoïde , no 660 



Autre théorème général , distinct du précédent , et 
qu'on peut appeler principe de la superposition 
des petits mouvemens f applications nombreuses 
de ce principe , no« 661 et 662 

§ III. Princes de la conservation du mouvement 
dm centre de gravité et de la conservation des 
aires ^ page 349 

Loi générale de Végalité de Faction à la réaction, 

no 663 
Principe de la conservation du mouvement du centre 
de gravité, fondé sur cette loi de la nature ; con- 
séquences diverses de ce principe, no 664 
Dans le mouvement d'un système de points qui ne 
sont soumis qu'à leurs actions mutuelles, les mo- 
mens de leurs quantités de mouvement sont 
constons, par rapport à trois axes qui se coupent, 
soit en un point fixe , soit au centre de gravité 
du système , soit en un point animé d'un mou- 
vement rectiligne et uniforme ; le même théo» 
rème a encore lieu , par rapport à un point fi^e , 
quand les mobiles sont, en outre, sollicités par 
des forces dirigées vers ce point , nos 555 ^ 550 

et 667 
Détermination du moment principal de ces quan- 
tités de mouvement, et de la direction de son 
axe, «• 668 

Dans le mouvement de rotation de la terre , ce mo- 
ment principal est indépendant du refroidisse- 
ment du globe, des explosions volcaniques, du 
souffle des vents , etc. ; conséquence qui en ré- 
sulte relativement à la durée du jour , no 669 
Autre énoncé des théorèmes précédons ; principe 
de la conservation des aires , n» 600 

Théorème du plan invariable, dans toute sa géné- 
ralité , no 601 
Usage de ce plan et d'une droite invariable dont il . 
est accompagné dans le système solaire, n^ 602 
Formules pour déterminer ce plan à un instant 
quelconque, en ayant égard au mouvement de 
translstion et au* mouvement de rotation des 
corps célestes ; les termes qui proviennent du 
mouvement de rotetion dépendent de la consti- 
tution intérieure de ces corps , et demeureront 
toujours inconnus ; on fait voir qu'en négligeant 
la partie variable de ces termes, il n'en résultera 
aucune erreur que les observations puissent ja- 
mais rendre sensible , no 603 
Formules du plan invariable , rapportées au centre 
du soleil , no 604 

§ IV. Principes des forces vives et delà moindre 
action, page 367 

Équation et énoncé du principe des forces vives, 

no 606 

Conséquences immédiates de ce principe , no 600 

Calcul des forces vives dues aux forces qui émanent 

des centres fixes , aux attractions et répulsions 

mutuelles des corps du système, et à leurs poids, 

no 601 
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Taiktion def forces ^Wat dues aux pressions con- 
tee daa turfaoaa mobîlaa, ai au frottemens; k 
regard de cea forces , le théorème du n» 666 n'a 
plus lieu; on fait Toir que les frottemens et les 
xésistances des milieux produisent toujours des 
diminutions de force niTC, qui finissent par 
anéantir le mouTement du système, quand ces 
pertes ne sont pas réparées par d'autres forces , 

no 668 et 669 

Gomment la force tîtc absolue d'un système se dé- 
duit de la force vive due aux vitesses de ses dif- 
férentes parties dans leur mouvement relatif 
autour du centre da gravité ; application de Té- 
quation générale du principe des forces vives au 
système solaire ; usage de cette équation pour 
reconnaître si Taction des comètes a une influence 
sensible sur les mouvemens des autres corps cé- 
lestes , no 670 

La proposition relative à la stabilité de Téquilibre 
qu'on a supposée dans le n» 847 , est maintenant 



démontrée, à l*aide du principe des forces vi- 
ves, n« 671 

Équation relative aux cbangemens brusques de vi- 
tesse, et analogue à Téquation du principe dea 
forces vives ; vérification de cette équation dans 
le mouvement initial d'un corps solide autour 
d'un point fixe, n» 673 

Au moyen de cette équation, on démontre qu'il j 
a toujours perte de force vive dans le choc des 
corps dénués d'élasticité, augmentation dans les 
explosions qui séparent les parties des corps , et 
invariabilité dans le choc des corps parfaitement 
élastiques, n» 673 

Énoncé général du principe de la moindre action ; 
ce principe , en cela différent des précédons , no 
fait connaître aucune intégrale de» équations 
différentielles du mouvement ; résumé des inté> 
grales qui sont fournies psr les principes de la 
conservation du mouvement du centre de gra- 
vité , de la conservation des aires et des forces 
vives, no 674 
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CSAPITRB I». Wotiûfu préliminatfei, page 966 

Objet de V Hydrostatique; comment on j consi- 
dérera les fluides , no 676 

Distinction entre les liquides, les fluides aérifor- 
mes et les vapeurs , no 676 

Propriété caractéristique des fluides, que l'on pren- 
dra pour une donnée de Texpérience, et qui ser- 
vira de base à THydrostatique , no 677 

Explication détaillée de cette propriété ; définition 
de la pression rapportée k l'unité de surface , 

no* 678 et 670 

Démonstration du principe des vitesses virtuelles 
dans l'équilibre d'un liquide , no 680 

exercée par un fluide élastique , no 681 



CHAPITRE II. Equations générales de VéquiU" 
hre des fluides , page 370 

Formation des équations générales, qui sont au 
nombre de trois , entre la pression intérieure et 
les forces données , no« 682 et 683 

Condition à laquelle ces forces doivent satisfaire, 
pour que l'équilibre soit possible; équation dif- 
férentielle de la surface libre d'un fluide, no 684 

Propriété de cette surface; définition des surfaces 



et des couches de niveau , 



n« 686 



Équilibre d'un liquide homogène soumis à des at- 
tractions dirigées vers des centres fixes , no 686 

Condition relative aux surfaces de niveau d'nn li- 
quide hétérogène ou d'un fluide élastique, no 687 



7ABLB DES HATIÈRSa. 



xit 



toîs de la densHé «i de le pression dans un fiaide 
élastique en équilibre , n» 688 

Cas où les forces qui agissent sur les points d^un 
fluide sont leurs actions mutuelles; parmi ces 
forces , on ne doit pas tenir compte de celles 
qu^on appelle proprement fpTeêê maUeulain», 
et qui produisent la pression à laquelle on a déjà 
en égard dans les équations générales de THy- 
drostatique; ces équations sont nécêsêairês et 
êtffisamieê pour Téquilibre des fluides, n» 689 

ligure constante d^un fluide qui tourne autour 
d^on axe fixe, ou équilibre des forces qui le sol- 
licitent et des forces centrifuges provenant de la 
rotation, n» 600 

figure d'un liquide pesant, contenu dans un vase 
qui tourne d'un.axe vertical^. n» 601 

I«a figoriB elliptique de révolution satisfaite Téquili- 
bre d^un liquide homogène, tournant, autour 
d^nn axe fixe et soumis à Tattraction mutuelle 
de ses points en raison inverse du carré de la dis- 
tance, pourvu que la vitesse de rotation nejdé- 
pesse pas une certaine limite;, en deçà de cette 
limite il y a toujours deux aplatissemens de l'el- 
Upsotde, qui répondent aune vitesse donnée; 
an delà, la figure elliptique est impossible ; mais 
ce n'est que quand on suppose Taplatissement 
très petit , qu'il est démontré que la figure el- 
liptique soit la seule qui convienne à féquilibre, 

no 602 

Application des formules du numéro précédent; 
eas où le rapport de la force centrifuge à Tat- 
tnction totale, qui a lieu à Téquateur, est une 
très petite fraction, comme dans le mouvement 
de rotation de la terre , n» 603 

Kfférence essentielle entre les couches de niveau 
dans nn fluide soumis à l'action mutuelle de ses 
diiférens points, et dans nn fluide dont les points 
sont sollicités par des forces dirigées vers des 
centres fixes et donnés , n« 604 

iqniUbre d'un fluide dont les points s'attirent pro- 
portionnellement à leurs distances mutuelles , 

n» 606 

CHAPITRE m. De FéquiUbre des fluideêpesans, 

page 380 

Iqnilibre d'un liquide homogène contenu dans un 
vase; k pression sur le fond du vase est indé- 
pendante de sa forme , no 606 

tquiltbre de plusieura liquides superposés; valeur 
de le pression sur le fond du vase , no 607 

Lois de l'équilibre des liquides contenus dans des 
vases oommnniquans, no 608 

Knnmération des applications principales dont ces 
lois sont susceptibles; Miphon,pr§êsehydrauU' 
^u$ , haromèirû , pompé , no 600 

Pression exercée par un liquide sur une paroi plane 
inclinée ; le centre de pression est toujours plus 
bas que le centre de gravité , no 600 

Exemples de la détermination du centre de pression, 

no 601 



Pression exercée sur un corps plongé" dans un li- 
quide; les pressions horizontales se détruisent; 
résultante das^prossions verticales , 

nos 602, 003, 604 

Perte de poids d'un corps pesé dans un fluide; dé- 
termination de la pesanteur spécifique, au moyen 
de la balance hydrostatique , no 606 

Pression exercée par un liquide sur la surface en- 
tière du vase qui le contient ; principe des eio- 
ckmês à réaction , no 606 

CHAPITRE IV. De f équilibre et du mouvement 
det corps flottans; page 387 

Conditions de l'équilibre d'un corps flottant; pro- 
blème de géométrie auquel se réduit la détermi- 
nation des positions d'équilibre d'un corps ho- 
mogène, no 607 

Solution complète de ce problème,. dans le cas 
d'un prisme triangulaire couché horizontale- 
ment, n<» 608 et 600 

Cas où la base de ce prisme est un triangle isocèle; 
cas où elle est un triangle équilatéral ,. « 

no« 610 et 611 

Équilibre d'un prisme, d'un cylindre et d'un solide 
de révolution, dans une situation verticale; usage 
écspèie-UquÊurs, no 618 

Règle du métocsnire pour s'assurer, dans un cas 
particulier de la stabilité de l'équilibre d'un 
corps flottant, no 613 

Application du principe des forces vives au mou- 
vement d'un corps flottant de forme quelconque, 
très peu écarté d'une position d'équilibre : con- 
dition générale de la stabilité de cet équilibre , 

no« 614, 016, 616 et 617 

Détermination des petites oscillations d'un corps 
flottant , symétrique par rapport à une section 
verticale; oscillations verticales du centre de 
gravité ; oscillations du corps autour d'un axe 
passant par ce point et perpendiculaire à cette 
section, nos 618 et 010 

CHAPITRE V. De la mesure det hauteurs par 
Inobservation du baromètre , page 806 

La pression barométrique est égale au poids de la 
colonne d'air supérieure; sa diminution fera 
connaître la hauteur verticale de l'élévation, 

no 680 

Masse totale de l'atmosphère comparée à celle do 
la terre; limite de la hauteur de l'atmosphère ; 
décroissement de la température à mesure «iu'on 
s'élève au-dessus de la terre , no 681 

âittHomètres usage qu'on pourrait faire do cet in- 
strument pour comparer les intensités de la pe- 
santeur à différentes latitudes , no 688 

A température égale, la densité d'un fluide élasti- 
que est proportionnelle à la pression qu'il 
éprouve , ce qui constitue la loi de Mariottê y 

no 683 

Usage de cette loi pour calculer l'élévation de l!eaa 
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dans une pompe , quand il se trouve de l- air au- 
dessous du piston , no 624 

Dilatation égale et uniforme de tous les gas par les 
▼apeurs, pour des degrés égaux de température, 
mesurés sous une pression constante par le ther- 
momètre à air j coefficient de la dilatation pour 
chaque degré ; ce coefficient, commun à tous les 
fluides élastiques , n'est pas rigoureusement 
constant , quand la température est mesurée pnr 
un thermomètre à mercnre ; équation qui donne 
la pression en fonction de la densité et de la tem- 
pérature ; calcul du rapport de la pression h la 
densité, dans Pair parfaitement sec et dans 1!air 
an maximum d'humidité , pour la température 
xéro, nu* 626 et 626 

Équation d'équilibre d'une colonne verticalte de 
Tatmosphère ; loi de la pression et de la densité; 
on vérifie que le poids total de la colonne est 
équivalent à la pression inférieure, n» 627 

Houvement d'un ballon qui s'élève dans l'air, 

n<» 628 

Formule pour la mesure des hauteurs par l'obser- 
vation du baromètre ; le coefficient constant de 
cette formule s'accorde avec la moyenne d'un 
grand nombre de hauteurs mesurées trigonomé- 
triquement, n» 629 

Modification qu'on doit faire subir à cette formule, 
d'après la remarque du n® 26S , quand on veut la 
faire servir ft calculer la hauteur d'un lieu au- 
dessus du niveau de la mer ; exemple de ce cal- 
cul, oo 630 

Formule moins exacte, mais plus simple que la 
précédente, et qui suffit aux usages ordinaires; 
comment on peut substituer k l'observation du 
baromètre^ celle du degré de l'ébullition de l'eau 
à différentes hauteurs , n» 631 

Remarques relatives à la densité et à la force élas- 
tique ou tension des vapeurs; formule qui donne 
la densité de l'air mouillé ; d'après la tension de 
la vapeur qu'il renferme, et la densité de l'air 
parfaitement sec , no 632 

Comparaison de l'atmosphère aqueuse qui se for- 
merait , si notre atmosphère n'existait pas , k là 
quantité de vapeur d'eau que notre atmosphère 
peut contenir , n» 633 

CHAPITRE VI. De la forée elasHque et de la 
chaleur des gaz , page 407 

Cas où l'on a besoin de connaître les variations de 
la pression et de la température d'un gai , pro- 



duites par celles-de la densité, sans que la-quan* 
tité de chaleur varie, no 634 

Définition de la chaleur spécifique , soit à volume 
constant, soit à pression constante; équation 
aux différences partielles d'où dépend la quan- 
tité de chaleur en fonction delà pfession et de la 
densité, no 636 

Expérience propre à déterminer l'accroissement de 
température d'un gas , correspondant à une pe- 
tite condensation sans perte de chaleur ; calcul 
numérique de cet accroissement de température^ 
q.ui peut aussi se déduira de la vitesse du son , 

DP 636 

Comment cet accroissement de température est lié 
au rapport des deux chaleurs spécifiques du gas; 
valeurs différentes de ce rapport, données par 
l'expérience j on le regarde comme indépendant 
de la température et de la pression dans l'air at- 
mosphérique, no« 637 et 638 

Intégration de l'équation du no 636 , dans l'hypo- 
thèse de ce rapport constant ; lois de la pression 
et de la température en fonctions de la densité , 
quand la quantité de chaleur est invariable, 

no 639 

Expression de la quantité de chaleur en fonction de 
la température et de la densité, dans l'hypothèse 
que la chaleur spécifique du gai est indépen- 
dante de la température mesurée par un thermo- 
mètre à air; chaleur spécifique en fonction de la 
pression ; application k l'air atmosphérique ; 
rapport des quantités de chaleur perdue, par 
un même volume d'air, sous différentes pres- 
sions ; ce rapport est confirmé par l'expérience , 

n« 640 

Application des formules précédentes à la vapeur 
d'eau ; remarque relative aux machines à vapeur 
à hautes pressions , no> 641 et 642 

Mouvement du piston dans une machine k vapeur ; 
état de la vapeur à un instant quelconque ; 
calcul de la force vive produite par la chute ou 
l'élévation du piston ; détente de la vapeur , 

no 643 

La force élastique du mélange de plusieurs gai est 
égale k la somme des forces élastiques de ces 
fluides; équation qui détermine la chaleur spé- 
cifique du mélange , d'après celles des gai mé- 
langés, en proportion donnée; le rapport des 
chaleurs spécifiques à pression constante et à 
volume constant, ne peut pas être indépendant 
de la pression dans les gai mélangés , no* 644 et 

645 
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CflAPITRE I«'. Équationê générales du num- 
vement des fluidet , .pa[^e 412 

Objet de Vhydrodynamiqt»; observation relative à 
la propriété caractéristique des fluides, sor la- 
quelle sont fondées les équations générales de 
Téquilibre des fluides ; comparaison entre cette 
propriété et la loi de Mariotiê; on admettra , 
dans ce traité , que cette propriété a lieu dans 
Tétat de mouvement, n» 046 

Expressions des composantes de la vitesse du 
fluide, en un point et à un instant quelconques j 
accroissemens infiniment petits de ces compo- 
santes pour un même point du fluide; accrois- 
sement de la densité, et, généralement, d^une 
fonction quelconque du temps et des trois coor- 
données considérées comme des fonctions du 
temps, n» 647 

Equations différentielles du mouvement des fluides 
qui se déduisent de celles de leur équilibre, par 
le principe de D^lenfbert ; équation relative à la 
surface libre d'un fluide en mouvement , n» 648 
Quatrième équation du mouvement des fluides ; sa 
décomposition en deux autres, dans le cas des 
liquides ; valeur de la pression en fonction de la 
température et de la densité, dans le cas des 
fluides élastiques , n<» 649 et 660 

Dans on liquide en mouvement dont la tempéra- 
ture varie d'un point à un autre et avec le temps, 
la distribution de la cbaleur dépend dfe la même 
équation que dans un corps solide hétérogène ; 
dans un fluide élastique, cette équation doit 
èire remplacée par une autre, dont on indique la 
formation, u** 651 

On explique pourquoi la quatrième équation du 
mouvement des fluides s'appelle équation de la 
conHmuHi; exemples de mouvemcns dans les- 
quels elle n'a pas lieu , n» 652 
Conditions relatives à la superficie des fluides, que 
Ton a coutume d'ajouter aux équations de leur 
mouTement , dans les différons problèmes d'hy- 
drodjnamique, n» 653 
Réduction des équations du mouvement des fluides 
à un moindre nombre et à une forme plus sim- 
ple, dans un cas très étendu , no 664 
Oo démontre, en général, que si la condition né- 
cessaire pour que cette réduction ait lieu , se vé- 
rifie à l'origine du mouvement , elle sera satif- 
faite pendant toute sa durée , u» 655 



Mouvement d'un liquide qui tourne, sans changer 
de figure, autour d'un axe fixe; on retrouve, 
d'après les équations générales de Thydrodyna- 
mique, l'équation de la surface qu'on avait dé- 
duite précédemment ( n** 690 ) de l'éqtiilibre des 
forces centrifuges , jointes aux forces motrices 
des points du fluide , n» 656 

CHAPITRE II. De Ja propagation du son., 

page 421 

Indication des ouvrages où l'on trouvera les prin- 
cipaux résultats qui ont été déduits, jusqu'à pré- 
sent, des équations générales du mouvement des 
fluides, Qo 657 

Équation générale aux différences partielles , d'où 
dépend lalhéorie du son , dans la supposition du 
no 654 , qui convient aux deux cas particuliers 
qu'on va considérer, n» 658 

Cas où l'air est contenu dans un tuyau cylindrique; 
le mouvement est le même que suivant la lon- 
gueur d'une verge élastique ; comment les diffé- 
rens tons d'un instrument à veut peuvent servir 
à déterminer le rapport des chaleurs spécifiques 
à volume constant et sous une pression constante, 
pour les différons gas que l'on fait vibrer dans 
cet instrument, r» 660 

Propagation dti son à l'air libre , dans le cas où le 
mouvement est semblable en tous- sens autour 
du centre de l'ébranlement; intégration, sous 
forme finie , de l'équation relative à ce mouve- 
ment; détermination des deux fonctions arbi- 
traires qu'elle renferme , no« 660 et 661 

La vitesse de cette propagation est la même que 
dans un tujaa cylindrique ; intensité du son à 
une grande distance du lieu de l'ébranlement; 
elle dépend, toutes choses d'ailleurs égales, de 
la densité de l'air en cet endroit; à quoi l'on doit 
attribuer , suivant Euler, la différence d'une syl- 
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Cet ouvrage pouvant servir à l'enseignement , j'ai dû entrer souvent 
dans des détails minutieux, et suivre, pour l'exposition des matières, 
l'ordre le plus propre à en faciliter l'intelligence. La marche que j'ai 
adoptée est celle que l'on suit maintenant dans les cours de Mécanique de 
l'École Polytechnique. On s'en formera une idée précise , en parcourant 
la table analytique des matières à la fin de ce volume. Je me suis 
aussi attaché à multiplier les exemples nécessaires pour éclaircir les 
théories générales; ceux que j'ai choisis ont été pris, surtout, dans 
l'Astronomie et la Physique, et quelques-uns dans l'Artillerie. 

Sa destination principale est de servir d'introduction à un Traité de 
Phyiique mathématique » dont la Nouvelle théorie de l'Action capillaire^ 
que j'ai publiée il y a un an , est déjà une partie; les autres parties se 
composeront des différens Mémoires que j'ai écrits, soit sur l'équilibre 
et le mouvement des corps élastiques et des fluides , soit sur les fluides 
impondérables , et que je me propose de réunir et de rendre aussi com- 
plets qu'il me sera donné de le faire. 

On trouvera , à la fin de l'ouvrage , une addition relative à l'usage du 
principe des forces vives dans le calcul des machines en mouvement. 
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que parcourt un point matériel n'est pas non plus 
une ligne privée de deux dimensions; mats ce 
corps étant infiniment petit en tous sens , et la 
largeur et Tépaisseur de Tespace que la force tend 
à lui faire décrire , étant aussi infiniment petites, 
on déterminera sa position et la direction de cette 
force , de la même manière que Ton détermine la 
position d^nn point et la direction d^une droite en 
Géométrie. 

Ainsi , d^abord , la position dans Vespace , du 
point d'application d'une force, se déterminera , en 
général, au moyen de ses trois coordonnées paral- 
lèles aux intersections de trois plans rectangu- 
laires ; ce qui , comme on sait, ne laissera aucune 
indécision, quand on aura égard , en même temps, 
au signe et à la grandeur de chaque coordonnée. 
Quelquefois aussi , nous emploierons les coordon- 
nées polaires , savoir : le rayon vecteur du point 
donné, ou sa distance à leur origine, Tangle que 
fait ce rayon avec une droite fixe menée par cette 
origine, et Tangle compris entre le plan de ces 
deux droites et un plan fixe passant par la seconde. 

5. Les forces ne peuvent se mesurer qu'en pre- 
nant pour imiii une force convenue , et en expri- 
mant par des nombres les rapports des autres 
forces à cette unité ; ce qui exige que Ton défi- 
nisse, d'une manière précise, ce qu^ l'on doit 
entendre par une force égale à une autre, et par 
une force double , triple , quadruple , . . . d'une 
autre , indépendamment de la nature particulière 
de ces diverses causes de mouvement. 

Deux forces sont égales lorsqu'étant appliquées 
en sens contraire Tune de l'autre , à un même 
point matériel ou à deux points liés par une droite 
rjui ne peut changer de longueur, elles se font 
équilibre. 

Si , après avoir reconnu que deux forces sont 
égales, on les applique dans la même direction k 
un même point, on aura une force double ; si l'on 
réunit ainsi trois forces égales , on aura une force 
triplé; si l'on en réunit quatre , on aura une force 
quadruple; et ainsi de suite. 

Lors donc que nous dirons qu'une force , appli- 
quée à un point matériel , est un certain multiple 
d'une autre force , il faudra enlendre que la pre- 
mière peut être regardée comme formée d'un cer- 
tain nombre de forces reconnues égales à la se- 
conde , et agissant dans une même direction. C'est 
de cette manière que les forces deviennent, quelle 
que soit leur nature particulière, des quantités 
mesurables que Ton peut exprimer par des nom- 
bres, comme toutes les autres sortes de quantités, 
en les rapportant à une unité de leur espèce. On 
peut aussi représenter leurs intensités par des li- 
j;nes proportionnelles & ces nombres, que l'on porte 
sur leurs directions, à partir du point où elles sont 
appliquées ; ce qui a l'avantage de simplifier l'é- 
noncé des théorèmes. 

0. Les points d'application des forces et leurs 
intensités étant ainsi déterminés , il ne nous reste 



plus qu'à nous occuper de leurs directions. 
Soit M (fig, 1«) , le point d'application d'une 
force \ représentons sa direction par la droite MD , 
de manière ^ue cette force tende à faire avancer 
le point M , de M vers D ; par le point H menons 
trob axes rectangulaires HA , IB , MC , qui seront , 
en général, parallèles aux axes des coordonnées, 
et dirigés dans le sens des coordonnées positives \ 
désignons par • , C , y , les angles aigus ou obtus 
que la direction HD fait avec ces axes , de sorte 
qu'on ait 

AMD = «, BMD = C, CllD = >î 

je dis que cette direction sera complètement dé- 
terminée quand ces trois angles seront donnés. 

En effet, en ayant seulement égard aux deux an- 
gles a. et c, il faudra que la ligne MD se trouve à la 
fois sur deux cônes droits , dont le sommet com- 
mun est au point II , et qui ont pour axes les 
droites MA et MB. 11 faudra donc que « et C soient 
tels, que ces deux cônes puissent se couper; ce 
qui aura lieu alors suivant deux arrêtes situées 
dans un même plan perpendiculaire au plan AMB , 
et qui feront, avec l'axe MC , deux angles supplé- 
mens l'un de l'autre. La droite MD pourra donc 
encore avoir deux positions différentes ;mais l'an- 
gle y étant aussi donné , on saura s'il est aigu ou 
obtus , et l'on pourra choisir entre ces deux posi- 
tions celle qui convient à la direction de la force. 

Cette construction montre, en outre, que les an- 
gles « , C , > , ne peuvent pas être pris tous les 
trois au hasard. Il existe effectivement entre les 
cosinus des angles qu'une même droite MD fait 
avec trois axes rectangulaires , une éqiution 



cos* « -f- cos* C -f- cos* y =: 1 . 



(i) 



que l'on démontre en prenant sur la droite MD , à 
partir du point M, une ligne égale à l'unité, et 
formant un parallélépipède rectangle, dont cette 
ligne soit la diagonale , et qui ait ses trois côtés 
adjacens sur les trois axes MA , MB , MC. Ces trois 
côtés seront les cosinus des angles « , C , ^^ ; et la 
somme de leurs carrés devant être égale au carré 
de la diagonale , d'après un théorème connu , il 
en résultera l'équation qu'on vient d'écrire. 

7. On adoptera , dans ce traité, la division de la 
circonférence en 380o , du degré en 60 minutes et 
de la minute en 60 secondes. La lettre ir sera con- 
stamment employée à représenter la demi-circon- 
férence , dont le rayon est égal & l'unité ; de sorte 
que l'on oura 

T = 3,1416926... 

Le quart de U circonférence répond à l'angle 
droit ou à l'angle de 324000"; il s'ensuit que la 
longueur de l'arc correspondant à un angle d*un 
nombre quelconque n de secondes , sera le qua- 
trième terme d'une proportion , dont les trots 
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preimen seront 1/3 ir , » et 324000". En désignant 
cette longueur par « , il en résultera 



n 



206264,8... * 

1« logarithme ordinaire de ce diviseur constant est 

6,3144251. 

Bans les calculs numériques, ce sont les arcs 
ainsi calculés qu^on devra employer à la place des 
angles qui ne seront pas compris sous les signes 
trigonométriques sin, cos, iang; 

Pour qu'on puisse, au moyen des angles «, C, ^, 
représenter la direction d'une force dans toutes 
les positions possibles autour de son point d^appli- 
cation , il faudra et il suffira qu'ils s'étendent de- 
puis séro jusqu'à iSO» inclusivement. Si, par 
exemple , Taxe MG est au-dessus du plan de deux 
aulres aies HA et MB , Tuogle y devra être plus 
petit ou plus grand que OO» , selon que la droite 
MD sera située au* dessus ou au-dessous de ce 
plan ; il sera zéro quand la direction VD coïncidera 
avec se, et égal & 180o quand HD coïncidera avec 
le prolongement KC de HC. Les cosinus de «, C, ^, 
pourront donc être positifs ou négatifs : mais leurs 
sinus seront toujours positifs , puisque ces angles 
ne dépasseront jamais ISO». 

£n général , si nous considérons le prolongement 
9B' de la droite quelconque MD, il est évident que 
les angles qu'il fait avec les trois axes sont supplé- 
mens de « , C , y. En faisant donc 

A9D' = «', BMD'=C', CMD'=^', 

nous aurons 

cos«'= — cosa, cos C'=r— cos C, cos y= — cos y\ 

d'où il suit que les directions de deux forces qui agis- 
sent en sens contraire sur un même point H, Tune 
suivant HD, l'autre suivant HD', se distingueront 
Tune de l'autre par les signes des cosinus des an- 
gles qui leur correspondent. 

8. Au lieu dos trois angles « , C , y , liés entre 
eux par l'équation (1), on pourra n'employer que 
deux angles indépcndans l'un de Pautre , pour dé- 
terminer la direction d'une force. 

En effet, soit HE la projection de HD sur le plan 
AHB ; appelons l l'angle que fait cette projection 
avec Taxe HA , de sorte qu'on ait 

AHE = t. 

Lorsque cet.ongle l sera donné , il fera connaître 
la position do plan CHE , et Tanglo y achèvera en- 
suite de déterminer celle de la droite HD comprise 
dans ce plan. Il faudra que l'augle ^ soit compté , 
à partir de HA , dans un sens convenu , et qu'il 
paisse s'étendre depuis léro jusqu'à 360o ; l'an- 
gle y ne s'étendra toojour's que depuis téro jus- 
qu'à 180o. 

La projection sur le plan AMB de la diagonaledu 
parallélépipède précédemment indiqué ( n» ) sera 



le cosinus de l'angle DHE, ou égale à sin. y. Si 
l'on projette do nouveau cette projection snr l'axe 
HA , cette seconde projection se déduira de la pre- 
mière, en la multipliant par cos ^; elle coïncidera, 
d'ailleurs , avec la projection de la diagonale du 
parallélépipède sur ce même axe HA , et sera , 
conséquemment, égale à cos a,\ par conséquent, 
on aura 

cos « = sin ^ cos l. 
On trouvera de même 

cos c = sin y sin ^ ; 

et ces deux formules serviront à transformer les 
équations où l'on aura fait usage des angles « ^ ^ , 
yy en d'autres où l'on n'emploiera plus que y et ^. 
On vérifie immédiatement qu'elles satisfont à l'é- 
quation (1). 

0. Il existe une autre équation qui comprend , 
comme cas particulier, cette équation (1), et qui 
nous sera souvent utile. 

Pour la former , soient x, y, z, les coordonnées 
d^un point quelconque H (fig. 2] rapportées aux 
trois axes rectangulaires Ox, Oy, Os. Appelons r 
son rayon vecteur OH ^ et « , C , ^ , les angles ai- 
gus ou obtus que fait ce rayon avec les trois axes , 
de sorte qu'on ait , par exemple , 

sOH = y. 

Si l'on abaisse du point H une perpendiculaire HH 
sur l'axe Oz ^ la droite ON sera l'ordonnée %, 
et dans le triangle rectangle HOR , on aura 

;B=r cos y; 

on trouvera de même 

y z=ir cos C , x = r cos ». 

Soit H' un autre point , et désignons par x\ }f, %\ 
r', «', C', y\ ses coordonnées , son rayon vecteur et 
les angles relatifs à cette droite; nous aurons aussi 

*' = r'cos«', y'=r'cosC', «' £= r' cos-^'. 

Appelons u la distance HM' ; on aura , comme on 
sait, 

«* = (*'—*)• + (y' — y> + («' — s)* ; 

et si l'on représente par ■ l'ongle HOH', on aura 
en même temps 

iis =: rs -f- r '• — 2rr' cos i, 

dans le trian;:;le dont r, t\ u, sont les trois côtés. 
A cause de 

ar* -|- y« -f- r.» = r» , ^*« -^- y'» -J- «'« = r'> , 

la première valeur de u* est la même chose que 

«a = r« -f-W» — 2(jr^'-|-yy' -J-jsjs' )j 

en la comparant à la seconde , on en conclura 
rr' cos I =r XX ' + yy ' -|. «« ' • 
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e( si Ton subslitue dans cette équation les valeurs 
précédentes de x , y, z, x\ y\ a,\ il en résultera 

cos i=cos « cos «'-|-cos C cos C'-|-cos y cos y* ; (2) 

ce quMI s^agissait de trouver. 

Lorsque les deux droites OM et 09' coïncident , 
les angles a.' , €\ y\ sont les mêmes que «, C, y^ et 
cette formule se réduit à Téquation (1). Quand ces 
deux droites sont perpendiculaires Tune à Tautre, 
on a • = 90°, et par conséquent 

cos a. cos « ' -l" ^^^ ^ ^^* ^ ' ~h c^^ y ^^^ ^ ' = 0. 

En mettant dans les valeurs de x, y, », celles de 
cos a. et cos Cy qu^on a trouvées dans le numéro 
précédent , on aura 

« = r fin y cos j", y = r sîn ^^ sîn f^ jB=zr cos y\ 

formules dans lesquelles les trois variables r, y^ l, 
sont les trois coordonnées polaires du point M, 
telles qu'acnés ont été définies dans le o» 4, et qui 
serviront, par conséquent, à transformer les coor- 
données rectangulaires en coordonnées polaires. 

10. La considération des projections dont on s^est 
servi dans le no 8, sera souvent employée dans cet 
ouvrage; il convient donc dVxposer ici leurs pre- 
miers principes. 

La projection d^une droite sur une autre droite 
est la partie de celle-ci qui est comprise entre les 
pieds des perpendiculaires abaissées des deux ex- 
trémités de la droite projetée. Ainsi, les diffé- 
rences «' — Xj y' — y, «' — z, des coordonnées 
extrêmes sont les projections de la droite MU' sur 
les axes des x, y, j; et d'après la première valeur 
de 11* , la somme des carrés des projections d'une 
même droite sur les trois axes rectangulaires est 
égale au carré de cette droite. Si la droite projetée 
et celle sur laquelle on la projette sont dans un 
même plan , la projection est égale et parallèle à la 
base d'un triangle rectangle , dont la droite pro- 
jetée est rbypoténuse j en sorte que si Ton désigne 
par / la longueur de cette droite , ])ar x celle de sa 
projection , et par t* l'angle de ces deux droites , 
on a 

X = / cos f' 

La projection d'une surface plane sur un autre 
plan , est la partie de ce plan terminée par la pro- 
jection du contour de la surface projetée , c'est-à- 
dire , par la courbe que forment les pieds des per- 
pendiculaires abaissées de tous les points de ce 
contour. Or, l'équation précédente subsiste encore, 
si Ton y met & la place de / l'aire de la snrface pro- 
jetée, et au lieu de x l'aire de sa projection; 
i étant alors l'inclinaison d'un plan sur l'autre, 
pour laquelle on peut aussi prendre l'angle com- 
pris entre les perpendiculaires h ces deux plans. 

En efl'et, décomposons l'air de la surface projetée 
en élémcns d'une largeur infiniment petite et per- 
pendiculaires k l'intersection de son plan et de ce- 
lui sur lequel ou la projette ; la projection de 



chaque élément sera égale à cet élément multi- 
plié par le cosinus de leur inclinaison mutuelle ; 
par conséquent , cette inclinaison étant la même et 
égale & i pour tous les élémens , la somme de leurs 
projections , ou x , sera égale à leur somme , ou à 
l'aire totale / multipliée par cos t ; ce qu'il s'agis- 
sait de prouver. On conclut de là que le carré de 
l'aire d'une surface plane est égal à la somme des 
carrés de ses projections sur trois plans rectangu- 
laires, en prenant pour l'inclinaison sur chaque 
plan l'angle que fait la normale à la surface don- 
née avec les perpendiculaires à ce plan , et ayant 
égard à l'équation (1). 

11. Lorsque dans une question, on considérera 
un système de forces parallèles , on pourra suppo- 
ser que l'un des trois axes rectangulaires HA , 
MB, MC , (fig. Ue ), leur est aussi parallèle. Alors 
deux des trois angles «, C, y, les deux derniers , par 
exemple , seront droits pour toutes ces forces ; et 
l'équation (1) se réduira à 

cos* » = 1 ; 

d'où Ton tire « = ou « = l80o. 

De cette manière , la direction de chaque force 
serait fixée, en disant qu'elle fait avec l'axe MA un 
angle nul ou un angle de l80o; mais dans ce cas 
particulier, il sera plus simple de déterminer cette 
direction par le signe de la force, en regardant 
comme positives les forces qui agissent dans un 
sens , et comme négatives celles qui agissent dans 
le sens opposé. 

Au reste , le cas des forces parallèles sera le seul 
où nous considérerons des forces positives et des 
forces négatives ; dans tous les autres cas , les quan- 
tités qui représenteront les grandeurs des forces , 
dans le calcul , seront positives , et la variation de 
signe ne tombera que sur les cosinus des angles que 
leurs directions font avec des axes fixes. 

12. Ce qui précède renferme les définitions pré- 
liminaires , et des détails suffisanssur la détermina- 
tion des grandeurs et des directions des forces: 
mais, dans cet ouvrage, j'emploierai exclusive- 
ment la méthode des infiniment petits f c'est pour- 
quoi il est nécessaire de rappeler, dans cette intro- 
duction , les principes de l'Analyse infinitésimale , 
et parmi les formules qui s^en déduisent le plus 
immédiatement, celles dont nous pourrons avoir 
besoin par la suite. 

Un infiniment petit est une grandeur moindre que 
toute grandeur donnée de la même nature. 

On est conduit nécessairement à l'idée des infi- 
niment petits , lorsque l'on considère les variations 
successives d^une grandeur soumise à la loi de con- 
tinuité. Ainsi , le temps croît par des degrés moin- 
dres qu'aucun intervalle qu'on puisse assigner, 
quelque petit qu'il soit. Les espaces parcourus par I es 
dilTérens points d'un corps , croissent aussi par des 
infiniment petits; car chaque point ne peut aller 
d'tîiie position à une autre , sans traverser toutes 
les positions intermédiaires ; et l'on ne saurait aS" 
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signer ■ncune distance , aussi petite que Ton vou- 
dra , entre deux positions successiTCS. Les infini- 
ment petits ont donc une existence réelle, et ne 
sont pas seulement un moyen d^investigation ima- 
giné par les géomètres. 

Un infiniment petit pent être double, triple, 
quadruple, d*un autre: les quantités infini- 
ment petites ont entre elles des rapports quelcon- 
ques , dont la détermination est un objet essentiel 
de TAnalyse infinitésimale. 

Si a et 6 sont des infiniment petits , et que le 
rapport de 6 à a soit aussi infiniment petit , b est ce 
qu^on appelle un infiniment petit du second ordre. 
Par exemple , la corde d^un arc de cercle étant sup- 
posée infiniment petite, le sinus verse du même 
arc est un infiniment petit du second ordre , puis- 
que le rapport du sinus verse & la corde est toujours 
le même que celui de la corde au diamètre , et de- 
vient , par conséquent , infiniment petit en même 
temps que le second rapport. 

De même, 6 étant déjà un infiniment petit du 
second ordre , si Ton suppose que le rapport de c à 
h soit infiniment petit du premier ordre ^ on appel- 
lera c un infiniment petit du troisième ordre j et 
ainsi de suite. 

U suit de là qu^un produit composé d^un nombre 
• de facteurs infiniment petits du premier ordre, 
devra être rangé dans la classe des infiniment petits 
de Tordre ». 

L'aire d*une surface infiniment petite dans ton- 
tes ses dimensions est au moins un infiniment petit 
du second ordre \ car elle est moindre que le carré 
de la droite la plus longue qu'on puisse mener d'un 
point à un autre de son contour, laquelle droite est 
infiniment petite, par hypothèse. On verra de même 
qu'un volume dont toutes les dimensions sont in- 
finiment petites , est au moins un infiniment petit 
du troisième ordre , puisqu'il est moindre que le 
cube de la plus longue droite menée d'un point à 
un autre de sa superficie. 

Cela posé , le principe fondamental de TAnalyse 
infinitésimale cousiste en ce que deux quantités 
finies, qui ne diffèrent l'une de l'autre que d'un 
infiniment petit, doivent être regardées comme 
égaies, puisqu'on ne saurait assigner entre elles 
aucune inégalité , aussi petite que l'on voudra. 

Il en sera de même à l'égard de deux quantités 
infiniment petites du premier ordre, dont la diffé- 
rence est infiniment petite du second ordre , et , 
généralement, à l'égard de deux infinement petits 
d'un ordre quelconque, qui ne diffèrent l'un de 
l'antre que d'un infiniment petit d'un ordre supé- 
rieur : on les considérera comme des quantités ri- 
goureusement égales , et leur rapport , comme égal 
à l'unité. 

F(tf+4^i-H^. ) — F(a-f ^ 



On énonce encore ces principes d'une autre ma- 
nière, en disant qu^il est permis de négliger dons 
un calcul , sans crainte d'altérer aucunement les 
résultats , soit les infiniment petits ajoutes à des 
quantités finies , soit les quantités infiniment pe- 
tites d'un ordre quelconque , ajoutées à des quan- 
tités d'un ordre inférieur. 

13. La diffireniieUê ds d'une variable indépen- 
dante s, est l'accroissement infiniment petit qu'on 
attribne à cette variable ^ la différentielle dy d'une 
fonction y âe x , est l'accroissement correspondant 
de cette fonction, réduit au même ordre de gran- 
deur que celui de la variable indépendante, par la 
suppression des infiniment petits d'un ordre supé- 
rieur ; d'où il résulte que cette différentielle dy est 
toujours de la forme Xdx ; X étant une autre fonc- 
tion de jr. Pour quelques valeurs particulières dex, 
il peut arriver que le coefficient différentiel X de- 
vienne infini , ce qui rendra la différentielle Xd» 
indéterminée ; mais cette circonstance ne se pré- 
sentera pas dans la Mécauique. 

Soientyi; une fonction donnée de s ^ o une con- 
stante arbitraire, et F» -|- c l'intégrale complète ou 
tndèpme dtfxdx. Soient encore a et 6 deux con- 
stantes données. En déterminant la constante c de 
manière que cette intégrale soit nulle ou com- 
mence quand s = a , et faisant ensuite x = &^ le 
résultat F& — Fa sera ce qu'on appelle l'intégrale 
dipme, prise depuis jp = a jusqu'à » = 6. Je la dé- 



signerai par 



y' /«<fc , 



suivant la notation très 



commode que Fourrier a proposée et j'écrirai , eu 
conséquence , 



Fô— Fa= /^ fsdx. 



Si l'on donne successivement à x une infinité de 
valeun, croissantes depuis a jusqu'à h par des dif- 
férences infiniment petites , et que l'on prenne ces 
différences égales ou inégales , pour les valeurs de 
dx, il est facile de faire voir que la somme détentes 
les valeun de la différentielle fxdx sera égale à 
l'intégrale définie F& — Fo. 

En effet, en négligeant les infiniment petits d'un 
ordre supérieur au premier, on a , d'après la défi- 
nition de la différentielle , 

F(jp -I- d») — F* =fsds. 

Si donc on représente par l^i , ^ « , 1* s ^n . un 

nombre infini de quantités infiniment petites , telles 
que l'on ait. 

^1 + ^i + 'i . , . , +tn=b — a ; 

et que l'on prenne successivement , pour x et dx , 
les couples de valeurs aetJ'i.a -f-^iet/s,a + 
ti + lt eilz, . . .h-^fmtilm. il en résultera 



F4 — F(è— IW j =/{6 — h) 
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équations dont la somme est 

+/(*-^«)^-i 

ce qui renferme te théorème qo^il s^a^issait de dé- 
montrer. 

Lorsque la fonction yx deviendra infinie entre les 
deux limites aet 6 , cette démonstration n^aura plus 
lieu, et le théorème sera en défaut. Dans ce cas 
d^ exception , que nous ne rencontrerons pas dans la 
suite, rintégrale définie n'a plus aucun rapport avec 
la somme des valeurs de la différentielle, et elle 
peut même être négative , lorsque toutes ces va- 
leurs sont positives , ou positive , quand elles sont 
toutes négatives. Pour faire reparaître le théorème, ' 
il faut alors empêcher que fx ne devienne infinie 
entre xz=zaei s = b,en faisant passer la variable 
X de Tune à Fautre de ces limites, par une série de 
valeurs imaginaires (1). 

Le théorème précédent s^étend sans difficulté aux 
intégrales multiples. Ainsi, par exemple, %\f{s,y) 
est une fonction donnée de deux variables indépen- 
dantes X et y\ que Ton donne successivement & ces 
variables des séries de valeurs croissantes par des 
différences infiniment petites ; et que Ton prenne 
en même temps pour dSj les différences entre les 
valeurs consécutives de x , et pour dy, celles des 
valeurs consécutives de y, la somme de toutes les 

valeurs àef{x, y) dxdy, sera l'intégrale/ //(a?, y) 

dxdy^ prise entre des limites convenables. 

14. Lorsque la fonction ^4? renfermera une quan- 
tité « considérée comme une constante dans Tinté- 

gration , la valeur de Tintrégrale / fxdxiera elle- 
même une fonction de «. Il 7 a des questions dans 
lesquelles cette intégrale n^étant pas connue sous 
forme finie, on aura besoin, néanmoins, de déter- 
miner sa différentielle par rapport k «. Or, cette 
opération présentera deux cas différens , selon que 
les limites a et 6 seront indépendantes des «, ou 
qu^elles en dépendront d'une manière quelconque. 
Dans le premier cas , il suffira de difi'érentier fs 
par rapport à a sous le signe /j en sorte que Ton 
aura 



d. 



S ^'^ 



d* 



-/ 



dfs 



ds. 



En effet, d*après le théorème du numéro précédent, 
le premier membre de celte équation est le coeffi- 
cient différentiel par rapport à » de la somme des 
valeurs de fxdx, comprises depuis » = a jusqu'à 
* = 6; tandis que son second membre est la somme 
des valeurs , entre les mêmes limites , du coefficient 

(&) Voyez, snr ce point, le Journal de F École 
Polytechnique, 1 8*^ cahier , page 5ao. 



somme 



différentiel defxds relatif à « ; et il est évident que 
ces deux sommes sont identiques. 
Dans le second cas, lorsque a, se change en«-)-dk, 

d6 
la limite 5 devient 5 -f- — cU, et pour cette raison, la 

da 

des valeurs defxdr , ou l'intégrale / fxdx 

se trouve augmentée de la valeur de yirdx qui re- 

db 
pond kx=sb etdbp = — <2«^ c'est-à-dire , defh. 

d» 
db 

— c2ft; en même temps la limite a se change en a -f- 
d» 

da 

— d»,cG qui diminue cette intégrale de la valeur 
da 

da 
defx, correspondante k x=z aei dx=: — <i«, oa 

da 
da 
de /a. — da; donc , à cause de la variation simul- 
da 

tanée des deux limites a et b, produite par celle 
de «^ Vintégrale se trouvera augmentée de la diffé- 
rentielle 

et son coefficient différentiel par rapport à «^ de 
ce coefficient df^da. Par conséquent, en Tajontant 
au second membre de Téquation précédente , on 
aura 



tffxds 



da 



J ^ da 






pour la valeur complète du coefficient différentiel 
/ fxdx. 

Quand a n'entrera pas dans fx , que cette quan- 
tité sera Tune des deux limites b ou a, et que ces 
deux liqiites ne dépendront pas Tune de l'autre , 
cette expression se réduira à 



i.r^fxdx 



db 



= fb, ou 



if fxdx 



da 



= -/«i 



ce qui est , d'aillenrs, évident en soi-même. 

Des remarques semblables s'appliqueront aux in- 
tégrales multiples , dont les coefficiens différentiels 
par rapport à une quantité qu'on a d'abord regar- 
dée comme constante, s'obtiendront aussi en diffé- 
rentiant sous les signes d'intégration , et en ajou- 
tant au résultat des termes dépendans des variations 
des limites , quand elles dépendront de cette quan- 
tité devenue variable. 

16. Le calcul intégral fournit des règles pour dé. 
terminer exactement ou par approximation , les va- 
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Imxn nmnériqiies des intëgraleg définies , simplet 
011 multiples ; en sorte qo^nn problème est censé 
résola , lorsqo^on est parrenii à esprimer les incon- 
ones par des intégrales de cette nature. On dit alors 
qne le problème est réduit aut quadratitrê$ j parce 
que, d'une part, une intégrale multiple n*est autre 
chose qu^une intégrale simple plusieurs fois répé- 
tée, et que, d''un autre côté , une intégrale / fads 

peut toujours être représentée par le carré égal à 
Taire d'une courbe plane, dans laquelle x eifx 
sont les coordonnées d'un point quelconque , et a 
et è les abscisses des points extrêmes. 

Parmi les différentes formules dont on fait usage 
pour calculer les valeurs approchées de cette inté- 



grale / f*ds, nous citerons la suit ante , qui sup' 

dfs 
pose que les fonctions fx et — ne deviennent 

point infinies entre les limites a et 6. 

Conservons toutes les notations précédentes , et 
faisons de plus 






^=/".,etc. 



Supposons que les différences / 1 , lt,^s, etc. , ne 
sont pas infiniment petites , mais seulement très 
petites ; prenons-les égales , et représentons par 1 
leur grandeur commune. Hou» aurons, d'après le 
théorème de Taylor, 



f(a+U) 



'.fa + tfa + 1/Zl*fa + etc. , 

:f{a+l) +tf{a + l)+ 1/2 l*f (a + O + etc, 

F(o + 240 + tfia + 2t)+ Ifi i» f (a +Zl) + etc., 



F(a + ni) = F (o+ «i — 1) + 1/ (o + ni — *) 

+ 1/^^/' {a + ni^ i) + etc. 



Donc, en supposant nlz=z 6 — a, et faisant la 
somme de ces équations , on aura 

n-^Ja = nf{a+il) + l/Zh yf {a + %f) 

+l/ai« 2/" (o+a)+etc. ; 

t étant un nombre entier ou zéro, et les caractérisa 
tiques 2 indiquant des sommes qui s'étendent aux 
n valeurs de t comprises depuis t = o jusqu'à t =r 
» — 1. En prenant successivement /d? et f'Xjf^x 
eif'x, etc., au lien de fx eifx, on aura de même 

fl ^fa = «/' {a+iS)+ll2 ^ 2/" (a+il)-hetc., 
fb-faz^rif" {a + ii) + etc., etc. 

Cela posé, si l'on veut négliger les puissances de i' 
supérieures au carré dans la valeur de fb — fa, on 
pourra prendre , d'après les dernières équations, 

1/21* 2/(a+<^)=l/^l(/i-./fl)~l/4^ if'b^fa), 
Ifi» 2/"(a-^.tl)=l/6^ (fb — /^û), 

pour les valeurs de ses deux derniers termes. Sa 
valeur entière deviendra donc 

fb^fa=znf{a + il) + \/Zl{fh^fa) 

- l/l2^t^è-/'a), 

on , ce qui est la même chose , 

J*fxd^=zl [1/2 fa +/(a + l^)+/{a+21)... 

• • • +f{a+nl-^l)+^/Zfl]^y{2i^ [fh-f'a). 

Cette formule sera d'antant plu» exacte, que la 
1 
différence 1^ ou — (6 — a), sera plus petite , et que 

n 

les valeurs defx varieront moins rapidement entre 
le» limites a et b. Le plus souvent on pourra négli- 



ger le terme dépendant de ^ ; la formule ne renfer 
mera alors que des valeurs dey^; qui pourront être 
dpnnées en nombres, sans que la forme de 6ette 
fonction soit connue. 

10. Dans la théorie des infiniment petits , on con- 
sidère les courbes comme des polygones d'un nom- 
bre infini de côtés infiniment petits. Cela suppose 
que la corde d'un arc infiniment petit est égale & 
cet arc , ou que le rapport d^ leurs longueurs peut 
être pris pour l'unité ; c'est effectivement ce que 
Ton peut démontrer de la manière suivante. 

Soit Mmm!W (fig. 3) un arc de courbe infiniment 
petit; tirons les cordes Hm, mm^, m'H', et prolon- 
geons la troisième , jusqu'à ce qu'elle rencontre le 
prolongement MT de la première, en un point K. 
L'arc mm' est plus grand que la corde mm', et moin- 
dre que la ligne brisée mRm' ; il suffira donc de 
prouver que cette ligne et cette corde, infiniment 
petites , ne diffèrent que d'un infiniment petit d'un 
ordre supérieur, et que l'on peut prendre le rapport 
de l'une à l'autre pour l'unité : cela sera vrai , à 
fortiori, à l'égard de l'arc mmf et de sa corde. 

Or, s'il n'y a dans l'étendue de l'arc Mmm'll' 
aucun point singulier où la direction de la courbe 
change brusquement , les cordes qui vont d'un de 
ses points à un autre comprendront des angles infi- 
niment peu différens de deux droits. L'angle TKM', 
supplément de 'KKM' , sera donc infiniment petit; 
je le désignerai par l', et en faisant, en outre, 

ffi]L = a, m'K = ô , mm' = e^ 

on aura , dans le triangle mKm', l'équation 

c« = a* -}- &> + 2ab cos l, 
que l'on peut changer en celle-ci : 

0* = (a + *)» — 4ab sin» 1/2 l', 

2 
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en obsenrant que 

cos / = 1 — 2 sin« 1/d ^ 
IVous aurons donc 



c* 



(a + 6). 






4a» 



(a + by 



sin* Ifl X, 



pour le carré du rapport de la corde mm' k la ligne 
brisée mKm'. On a d^ailleurs 

4ab _ /a — 6\ ' 

ce qui prouve que le coefficient de sin« 1/2 Ine 
peut pas devenir infini, puisquUl est toujours 
moindre que Funité. En négligeant Tinfiniment 
petit du second ordre , on aura donc Tunité pour 
le rapport de eka+b-^ce quHl s'agissait de dé- 
montrer. 

17. Une courbe étant considérée comme un poly- 
gone infinitésimal , les tangentes seront les pro- 
longemens de ses côtés infiniment petits; au 
point H , où le côté est Mm , la tagente sera la 
droite indéfinie T'SmT. 

6i Ton désigne par x, y. M, les trois coordonnées 
rectangulaires du point M, celles du point m seront 
X ^ ds,y -f- dy , % -i- ds. En appelant ds Télé- 
ment de la courbe , c^ est-à-dire , son côté Mm , les 
différentielles dx , dy , ds, seront ses projections 
sur les axes des s,y, s\ par conséquent , si Ton 
représente ptir «, C, y^ les trois angles que fait la 
direction de la droite MT avec des parallèles à ces 
axes, menées par lej[>oint M, on aura 



ds 

cos « = -T"» cos C = 
09 ' 



ày 



dt 



^, co.» = — , 



{») 



et en même temps 

En prenant , sur la courbe que Ton considère , 
un point fixe C , et supposant que $ soit Tare CM 
compté de cette origine , cet arc pourra être la 
Tariable indépendante dont œ , y, %, seront des 
fonctions données par les équations de la courbe. 
Dans ce cas, d$ sera positif j mais dx, dy, ds, et 
par suite cos «, cos C, cos ^, pourront être positifs 
ou négatifs. Les angles «, C, y, se rapporteront 
toujours au prolongement mT du côté Mm, ou à la 
partie MmT de la tangente ; les angles relatifs à 
Tautre partie MT' seront les supplcmens dt «, C, y, 
(no 7). 

La direction de la tangente au point M étant dé- 
terminée par les équations (1) , on en peut con- 
clure l'équation du plan normales ce même point j 
mais on obtient directement cette équation par la 
considération suivante. 

Soit h le rayon d'une spbère qui a son centre au 
point M ; son équation sera 

(*'-*)■ +(y' -»)• + (''-')•=»•; 



s^, y\ s\ désignant les coordonnées courantes. 
L'équation de la sphère du même rayon , qui a son 
centre au point m ^ se déduira de celle-là , en y 
mettant x -|- dx, y -)- dy, % •\' dx,k la place de 
X, y, x\ en retranchant ces équations l'une de 
l'autre, et négligeant les infiniment petits du se- 
cond ordre, il vient 

(* ' — *) ir -I- (y ' — y) dy + (s ' — x) £i, = ; ■ 

équation qui appartiendra à l'intersection des 
deux surfaces sphériques. Comme elle est Téqua- 
tion d'un plan dont a^ , tf, s\ sont les coordonnées 
courantes , ce sera celle du plan de cette courbe , 
et , par conséquent , Téquation demandée du plan 
normal , puisque les deux sphères se coupent sui- 
vant un cercle perpendiculaire à la droite TT' qui 
passe par leurs centres M et m. 

En la divisant par ds, et ayant égard aux for- 
mules (1) , cette équation devient 

(«'— j?) cos tt -|- (y '—y) cos C -|-( «'— «) cos > = 0. 

Si donc 

a(r'- x) + ô(y'-y)-J-cfif'-ji) = 

représente l'équation d^un plan mené par le point 
dont les coordonnées sont x, y, z, et perpendicu- 
laire à la droite dont la direction est déterminée 
par les angles «, C, y , il faudra qu'elle s'accorde 
avec la précédente ; ce qui exigera qu^on ait 

a = A cos », b=zh cos C , c = A cos y , 

h étant un facteur indéterminé. En vertu de l'équa- 
tion (1) du n» 0, on en conclura d'ailleurs 

aa -}. 6> .^ c» = Jk* j 

ce qui fait connaître la valeur de h, abstraction 
faite du signe. On aura ensuite 



u b c 

cos « = — - , cos c = », cos y = —'\ (2] 

A h 



h 



ce qui coïncide avec les formules connues d'après 
lesquelles on détermine la direction de la perpen- 
diculaire à un plan donné. Le signe de h reste 
indéterminé, parce que les angles «, C, y, peuvent 
se rapporter à l'une ou à l'autre des parties de 
cette droite qui sont situées des deux côtés du plan. 
18. On appelle angle de contingence l'angle infi- 
niment petit compris entre deux tangentes censé* 
cutives. Ainsi Mm et mm! (fig. 4} , étant deux côtés 
consécutifs de la courbe , cet angle , an point M , 
est le supplément de Mmm', ou l'angle Tml, sous 
lequel la tangente MmT est coupée par la tangente 
suivante mmU. Je le représenterai par X, en suppo- 
sant que les angles », C, y, se rapportent tonjoors 
à la direction de MT, et désignant par «', C, y'j ce 
qu'ils deviennent relativement à la direction de 
mt, on aura, en vertu de Téquation (2) du n^ 0, 

sin* ^r=l— (cos « cos «'-f-cos C cos C-\'C0SyCOSy'y, 
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O'aprcs le thëorcmc de Taylor, ou aura aussi 

cos • ' = cos • + d. cos • + 1/2 * . cos • + etc., 
coiC s=co5C + d, cos C + l/2d» . cos C + etc., 
eosy'=zcosy + d.cosy + \fèd» . cosy + eic. 

Or, si Ton substitue ces Talenrs dans celles de 
sin> 1, et qu'on ait égard à Téquatioa 

cos» a + cos* C + cos» > = 1, 



et k sa différentielle 



cos y d. cos« -{"COS C d, cos C-|* cos y d. cos y = 0, 

on voit que les quantités finies et les infiaiment 
petits du premier ordre se détruisent ; en sorte 
qu'en négligeant les infiniment petits des ordres 
supérieurs au second, il vient 



sin* 1^ = — . (cos « i^a . cos « -|- cos C i» . cos C -|- cos 7. ci» .cosy). 



En différentiant Téquation précédente, on a, d'ail- 
leurs, 

cos « d*. cos « -f- cos C (ft. cos C -{• cos y d* , cos y 
+ {d, cos •)» + (rf. cos q« + [d. cos >)« = ; 

ce qui change la Taleur de sin» 1 en celle-ci : 

sin* i = {d. cos «)• + (d. cos C)» + (rf. cos y)* , 

laquelle sera aussi la valeur de /* , à cause que 
Tare infiniment petit ^ est égal à son sinus. 



Les différentielles de cos <*, cos C, cos y^ se dé- 
duiront des formules (l) du numéro précédent. En 
ne spécifiant pas la variable indépendante, on aura 

ds* d* s — dxdsd^ s 

5; 5 



d. cos a = 



..-^ 



et comme on a 

ds» = ds* -}' ^y + ^* T 
dsd* ê =dsd^ X + dyd^ y + dëdi^ js, 

il en résultera 
ds 



on aura de même 



d. cos-^» == ~. {dyd* s — dxd* y) + 2T i^^* ' — ^^* *) i 



d. cos C = — {dxd* y — rfyi» s) + — î- {dzd^ y — dyd» t) , 

ds dv 

d. cos y ^-^ (dxd» z ^ dad* s) + ^ {dyd» s — dsd^y); 



dsi 



w, en faisant la somme des carrés de ces trois valeurs, on trouve, après quelques réductions, que 
Texpression de sin» i ou de ^ , peut se mettre sous la forme 

i* = -^ [ {dsd» y — rfyrf» s)» + {dzd^ s — dxd» jb)» 

+ (rfyrf» js — dad* y)* ]. 

en représentant par p celle de mO , la projection 
de psur Mm sera l/Z dsj en sorte que Ton aura 

\/2 ds=zf cos MmO ; 

et puisque cet angle HmO est la moitié du supplé- 
ment de t ou égal à 1/2 «- — 1/2 1", il en résultera 

1/2 de = p sin 1/3 l=lftft, 

en prenant Tare 1/21 à la place de son sinus. 

Cela étant , si le rayon de courbure p était connu 
d'une autre manière, on aurait 



Le cercle osculateur est celui qui a deux côtés 
consécutifs communs avec la courbe. Au point H, 
ce cercle est donc celui qui passe par les trois 
pointa H, m, m', dont le centre se trouve à l'in- 
tersection des deux perpendiculaires élevées 
sur les milieux de Mm et mm' dans le plan de ces 
deux élémens consécutifs , et qui a pour rayon la 
droite mO. Si ces deux élémens sont supposés 
égaux , cette droite divisera l'angle Mmm' en deux 
parties égales : nous ferons cette hypothèse sans 
craindre d'altérer la valeur de mO ; car il est aisé 
de voir que le rapport numérique des deux côtés 
infiniment petits Mm et mm' n'influe que d'une 
quantité infiniment petite sur la grandeur de ce 
nijon qui est, par conséquent, la même, soit qu'on 
prenne ces deux côtés consécutifs égaux, ou qu'ils 
soient inégaux. 

La longueur des côtés Mm et mm' étant de, et 



* = 



ds 



pour la valeur de l'angle de contingence ; et réci . 
proquement , d'après la valeur précédente de ^ , 
celle p sera 



P = 



dei 



[ [dxd* y — dyd»g]* + {dzd* s — dxd^ a)» + {dyd* s — dk<i» y)« ] »/« 
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aussi eo deui parties , et dons on ordre différent , 
de sorte qu^on ait 



*» y> *i 
*. *^ yt 



>^» i«*i 'j 



r , X , ^. 



Gela fait , je remplacerai dons la première équa- 
tion (3) , chacune des quantités de la ligne supé- 
rieure par la quantité correspondante de la ligne 
inférieure ; par cette permutation , h ne changera 
pas, et Ton obtiendra la troisième équation (3). Je 
mettrai de nouveau, dans celle-ci , les quantités 
de la ligne inférieure à la place de celles qui leur 
correspondent dans la ligne supérieure; ce qui 
donnera la seconde équation (3) ; et en opérant de 
même sur cette équation , on retrouvera la pre- 
mière équation (3), d*où Ton est parti. 

Chacune de ces opérations revient à un change- 
ment d^axes des coordonnées dans lequel on fait 
d^abord tourner les axes des a et des y dans leur 
plan , de manière que l'axe des x positives vienne 
tomber sur Taxe des y positives , puis celui-ci sur 
Taxe des g négatives ; et où Ton fait tourner en- 
suite cet axe des y positives, ainsi déplacé, et 
l'axe des z positives, de manière que le premier 
vienne tomber sur Taxe des s positives; puis celui- 
ci sur Taxe primitif des x positives ; en sorte que. 
finalement , chaque axe des coordonnées positives 
«it pris la place d*un autre axe des coordonnées 
positives. G^est pour cela que les équations rela- 
tives aux trois axes des coordonnées se déduisent 
Tune de l'autre par de simples permutations de 
lettres , et sans aucun changement de signe ; ce qui 
n'aurait pas lieu si Ton ne permutait pas simultané- 
ment les trois coordonnées et les quantités qui s*y 
rapportent de la manière qn^on vient d'indiquer. 

23. Voici encore une observation générale , par 
laquelle je terminerai cette introduction. 

Les équations que nous aurons à considérer ren- 
fermeront des nombres abstraits, tels que le 
nombre ir , les logarithmes , les lignes trigonomé- 
triques , etc. , elles contiendront , en outre , d'au- 
tres quantités de diverses natures, qui y seront 
aussi représentées par des nombres exprimant leurs 
rapports à des unités choisies arbitrairement, 
pourvu que chaque unité soit la même pour toutes 
les quantités d'une même espèce. Or , en changeant 
la grandeur d'une ou de plusieurs unités, les 
nombres qui expriment les quantités correspon- 
dantes , varieront en raison inverse de cette gran- 
deur; et, malgré ce changement tout-à-fait arbi- 
traire, les équations qui les renferment devront 
encore subsister. Il faudra , pour cela , que leur 
forme remplisse certaines conditions , faciles à vé- 
rifier dans chaque cas particulier, et qu'on appelle, 
dans Tacception la plus étendue, les conditions de 
Vhamù^ènéUé des quantités. Toute équation qui 
n'y satisfera pas sera, par cela seul, inexacte, et 
devra être rejetée. 



Ainsi , en indiquant par F une fonction donnée , 
supposons qu'on ait 

F {f, f,... /, r,.,. m, m',... t, <',...) = 0; (a) 

f,P,.,. désignant des forces, l, t ,... des lignes,... 
m,m',.,. des masses , t, ^ ,,», des temps. Si l'on re- 
présente par %, n', n", n'", des nombres abstraits, 
et que Ton diminue à lu fois Tunité de force dans 
le rapport de un à n, l'unité linéaire dans te rap- 
port de un à n', l'unité de masse dans le rapport 
de un à n" , l'unité de temps dans le rapport de un 
à n"'j les nonibresy^/* ,... l, V,.,. m, m',,., t, <',... 
deviendront nf, nf,.,. n'I, i^'lj... n''m,n'm',.,. 
n"'t, n'" lf,.>., et l'équation (a) devra encore avoir 
lieu , c'est-à-dire , qu'on devra encore avoir 

ï(«/i«/»- ^% tJP,.,,n"m,n''m',,.. n'%n"'/',..)=0, 

quels que soient n, n!, W\ n"'. Si l'équation (a) ren- 
fermait des surfaces s, a\.,. et des Tolumes v, v',... 
leurs dimensions devraient être rapportées à la 
même unité que les lignes l, t,.,., et ces quan- 
tités $, *'... e, «',... deviendraient conséquem- 
ment n'> *', n'» **,... n'» r, n'' ^,... par le chan- 
gement de cette unité. 

L'équation du n» 18, qui donne la valeur de p, 
satisfait évidemment à cette condition ; car elle ne 
renferme que des lignes finies ou infiniment petites 
p, ds, dx,dy, d%, d* x, d* y, d* «; et quand on 
change l'unité linéaire et qu'on multiplie , comme 
on vient de le dire , chacune de ces lignes par un 
même nombre n', ce nombre disparait et l'équation 
n'est pas changée. Gelle du même numéro , d'où 
dépend la valeur de l* , satisfait également à la 
condition de l'homogénéité, en observant que X* est 
un nombre abstrait qui ne change pas , non plus 
que cette valeur, avec la grandeur de l'unité li- 
néaire. 

Il sera impossible que l'équation (a) ne renferme 
qu'une seule quantité d'une même espèce; lors- 
qu'elle en contiendra deux, par exemple deux 
forces/ et /'^ et qu'on la résoudra par rapport à 
l'une d'elles , ce qui donnera 

/ = F (/, /,r,... m, m',... «, if, ...), 

il faudra , pour l'homogénéité des quantités , que/ 
soit facteur à tous les termes de la nouvelle fonc- 
tion F, ou f autrement dit, il faudra qu'on ait 

N étant un facteur qui ne conticndra*aucune quan- 
tité de la nature de/et/*' et ne variera plus avec 
l'unité de force. 

Quelquefois le principe de l'homogénéité des 
quantités paraîtra n'avoir pas lieu, parce qu'on 
aura pris pour unité de force l'une des forces que 
l'on considère dans la question , ou bien pour unité 
linéaire la distance de deux des points matériels 
dont on s'occupe , ou bien pour unité de masse 



inmoDucTioii. 
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celle de l'un des coips du problème, etc. Mais 
•lors, si Ton change arbitrairement ces unités, 
et que la force , la ligne , la masse , le temps , qu^on 
oTait d^abord pris pour unités , soient maintenant 
exprimés par ^ , x , /* , 6 , les autres quantités de 
ces différentes natures qui entrent dans Téqua- 
tion (a) détiendront 



/ r 



m m 



i If 






il faudra donc qu^on ait 
F 



V ^ P AA fA fé h h J 

équation qu*on pourra écrire ainsi 

Fii (^/l A... N ',^... /*,•«, w',... I, *, <',...) = , 

et qui devra maintenant satisfaire & la condition de 
Tbomogénéité : Fi indique ici une fonction qui se 
déduira , dans chaque cas , de la fonction donnée F« 
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DE LA COMPOSITION ET DE L EQUILIBRE DES FORGES APPLIQUEES 

A UN MEME POINT. 



24. Lorsqu*an point matériel est sonmis à Tac- 
tion simultanée de plusieurs forces qui ne se font 
pas équilibre , il se meut suivant une direction dé- 
terminée, et Ton peut attribuer le mouTeroentquMl 
pren^, à une force unique agissant suivant cette di- 
rection. Cette force est ce (|u^oii appelle la risid- 
tante des forces qui ont mis le mobile en mouve- 
ment , et celles-ci sont nommées les eompoaantea 
de la première. Appliquée en sens contraire de sa 
direction , la résultante fait équilibre aux compo- 
santes, puisqu'elle tend à imprimer au mobile un 
mouvement égisl et contraire à celui qu'il recevrait 
de Taction simultanée des composantes, et qu'il 
n'y a pas de raison, par conséquent, pour qu'il se 
meuve plutôt d'un côté que de l'autre. 

Si toutes les composantes sont dirigées suivant 
une même droite, et agissent dans le même sens, 
il suit de la notion que nous avons donnée de la 
mesure des forces (no 6], que la résultante sera 
égale à leur somme. Si le mobile est sollicité par 
deuxforcesdtrectement contraires, on décomposera 
la plus grande en deux autres , dont l'une , égale à 
la plus petite , sera détruite par celle-ci , et dont 
l'autre, égale à l'excès de la plus grande sur la plus 
petite , sera la résultante. On conclut de ces deux 
propositions que s'il y a un nombre quelconque de 
composantes , dirigées , en partie suivant une droite, 
et en partie suivant son prolongement , la résultante 
sera égale à la somme de celles qui agissent dans 
un même sens , moins la iomme de celles qui agis» 



sent en sens contraire , et qu'elle agira dans le sens 
de la plus grande somme. Quand les deux sommes 
seront égoles , la résultante sera nulle , et les forces 
données se feront équilibre. 

25. Il y a un autre cas dans lequel on détermine 
aussi très aisément la grandeur et la direction de 
Itt résultante. 

Soient HA, MB, SIC (fig. 6), les directions de 
trois forces égales appliquées au point M ; suppo- 
sons ces forces comprises dans un même plan , et 
les trois angles AfflB, BMC , CMA , égaux entre eux , 
ou chacun à ISO»; le point M demeurera en équili- 
bre j car il n'y aurait pas de raison pour qu'il sortit 
du plan des trois forces , ni pour qu'il se mit en 
mouvement plutôt dans l'un que dans l'autre de 
ces trois angles. Chacune des trois forces sera donc 
égale et contraire à la résultante des deux autres. 
Or, si l'on prend sur les directions HA et HB de 
deux d'entre elles des lignes égales HG etMH, pour 
représenter leurs intensités, et qu''on achève le 
losange GHHK, la diagonale HK tombera sur le 
prolongement MD de HG ; l'angle HGK sera de 60o, 
comme chacun des deux autres angles du même 
triangle , qui sera équilatéral ; on aura donc MK = 
MG ; par conséquent la diagonale MK du losange 
construit sur les deux forces HG et MH représente , 
en grandeur et en direction , la résultante de ces 
deux forces. 

Cette proposition est comprise dans une autre 
que nous allons d'abord démontrer dans le cas de 
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deux forces égales , dont les directions font ua 
angle quelconque , eti|ue nous étendrons ensuite 
à des foiees inégales. 

29. La résultante de deux forces égales coupe tou- 
jours en deux parties égales l'angle compris entre 
leurs directions ; car il n'y aurait pas de raison pour 
qu'elle se rapprochât davantage do l'une de ces 
deux forces , ni pour que sa direction s'écartât de 
leur plan plut6t d*un côté que de l'autre : sa direc- 
tion est donc connue , et nous n'aurons que sa 
grandear à déterminer. 

Soient , ponr y parvenir, MA et MB (fig. 6) les 
directions des composantes dont la valeur commune 
sera représentée par P. Soient aussi 2x l'angle 
AME j et MD la direction de la résultante , de sorte 
qu'on ait AliD=B]ID =s. Son intensité ne peut 
dépendre que des quantités F et « ; en la désignant 
donc par E , n4ns aurons 

R=/(P,«). 

Dans cette équation , R et P sont les seules quan- 
tités dont l'expression numérique varie avec l'unité 
de force ; d'après le principe de l'homogénéité des 
quantités (n» 23), il faut donc que la fonction 
/(P , jr) soit de la forme Vps» Ainsi l'on a 

R = P^« î 

el la question se réduit à déterminer la forme de la 
fonction M* 

Pour cela , je dlène ailbitrairement par le point 
m les quatre lignes MA', MA", MB', MB" ; je sup- 
pose les quaUe angles A'MA, A'^HA, B'MB, B"MB, 
égaux entre eux , et je représente chacun d'eux par 
s. Je décompose la force P dirigée suivant MA, en 
deux forces égales dirigées suivant HA' et MA", 
c'est-i-dire que je regarde la force P comme la ré- 
Boitante de deux forces égales dont la valeur est 
inconnue et qui agissent suivant MA' et MA" ; en 
désignant cette valeur par Q, j'aurai ^ 

P = Q»xi 

cnr il doit exister entre les quantités P, Q, '^ la 
même relation qu'entre les quantités R , P, »* Je 
décompose de même la force P dirigée suivant MB, 
en deux forces Q, dirigées suivant MB' et MB"; de 
cette manière , les deux forces P se trouvent rem- 
placées par les quatre forces Q; par conséquent, la 
résultante de celles-ci devra coïncider, en grandeur 
et en direction , avec la force R , résultante des 
deux forces P. 

Or, en appelant Q' la résultante des deux forces 
Q, dirigées suivant MA' et MB', et observant que 
A'MD = FMD =: s — X, cette force Q' sera dirigée 
suivant MD, et l'on aura 

Q' = Q» (« - .). 

De même , la résultante des deux autres forces Q 
sera encore dirigée suivant MD, puisque cette droite 
roupe aussi Tangle A"MB" en deux parties égales } 



et à cause de A"MD == VMD ss s 4* s, on aura 

Q« = Qç(s + s); 

Q" désignant cette seconde résultante. Les deux 
forces Q' et Q" étant dirigées suivant la même 
droite MD, leur résultante , qui est aussi celle des 
quatre forces Q, sera donc égale à leur somme; par 
conséquent, on doit avoir 

R = Q' -(. Q". 
Mais on a déjà 

R = P^j; == QpM^x \ 

et en substituant cette valeur de R et celles de Q' 
et Q" dans f équation précédente , et supprimant le 
facteur Q commun à tous les termes , il vient 

ejres = ♦ (a: -J- s) + • (« — s). (1) 

(Test cette équation qui nous reste à résoudre pour 
en déduire l'expression de ^j?. 
27. On voit d'abord qu'on y satisfait en prenant 

ps z=z 2 cos ax i 

a étant une constante arbitraire, de sorte qu^on ait, 
en même temps , 

^ =2 2 cos a s , 
^ (4P -(- s) = 2 cos a (dP 4* s) , 

^ (jr — s) == 2 cos a (jr — s) ; 

et effectivement , si l'on substitue ces valeurs dans 
l'équation (l), on obtient l'équation connue 

2 cos ojr cos a» == cos a (s -)- s) -(- cos a (s — s). 

Or je dis que cette expression de la fonction M 
est la seule qui satifasse à l'équation (l), et que de 
plus , dans la question qui nous occupe, la constante 
a est l'unité , en sorte que l'on a 

9s = 2 cos «. (2) 

Gela est évident quand s r=:0; car alors les di- 
rections des deux forces P coïncident et la résul- 
tante R est égale à 2P, ce qui suppose fx = 2. Ad- 
mettons qu'il y ait une autre valeur « de jr^ pour 
laquelle on ait aussi ^ = 2 cos «; je dis que Té- 
quation (2) subsistera également pour toutes les 
valeurs 2«, 3«,4«,...., 1/2 «, 1/4 «, iy8«, ...., 
de s , et généralement pour 



2" 



w 



m et » étant des nombres entiers quelconques. 

En effet , si l'équation (2) se vérifie pour les trois 
angles SjM^x-^M,de manière qu'on ait 

f«=2ooss, 9s=2cosJS, ^ (s— j)=d cos (s— s], 

elle aura encore lieu pour un quatrième angle «-{-'; 
car, en vertu de l'équation (1)» on aura alors 

e (« -t- ') ?= 4 cos « cos s — 2 cos (s — s) ; 

équation qui se réduit à 

^ (jT -|- s) = 2 cos (s 4* m). 
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Ainsi Téquation (2) ayant lieu pour 9=zOeis = *, 
il s'ensuit qu^elle subsiste pour s = 2»; ayant 
lieu pour s =: « et s = 2a , elle subsistera pour 
s = 3a ; et, encontinantde même, on verra qu^elle 
aura lieu pour s = m». 
Je fais maintenant nta^C ; on aura donc 

9 C = 2 cos C; 

et de là on conclura que Téquation (2) aura encore 
lieu pour x = 1/2 C ; car en faisant s = jb = 1/2 C, 
Téquation (1) deviendra 

(l 1/2 C)» = 2 cos C + 2 î 

d^où Ton tire 

9 1/2 C = 2 oos 1/2 C. 

En faisant ensuite d; =r 2 = 1/4 C, on aura , d'après 
Téquation (1) et cette dernière , 

(f 1/4 Cy = 2 cos 1/2 C + 2, f 1/4 C=2 cos 1/4 C; 

et, en continuant ainsi, Téquation (2) sera démon- 

C 

trée'pour « = — , c'est-à-dire, pour toutes les 

2« 
valeurs de x comprises dans la formule (3). 

Or, les nombres m et n étant aussi grands qu^on 
voudra, et pouvant même deveuîr infinis, on peut 
faire croître ces valeurs de x par degrés infiniment * 
petits. La formule (3) comprend donc toutes les 
valeurs possibles de Tangle s, et Téquation (2) 
est complètement démontrée , si toutefois elle est 
vraie pour une valeur particulière jp =: a , diffé- 
rente de zéro. Hais, d'après le théorème du n» 25 , 
la résultante R est égale à P, dans le cas de «=60o; 
on a donc alors 

9x := 1 = 2 cos BQo ; 

donc l'équation (2) a lieu pour x=60o, et consé- 
quemment pour toutes les valeurs de r. 
28. Au moyen de cette équation, on aura 

R = 2P cos X. 

Si donc la résultante R et les deux composantes P 
sont représentées , comme dans le no 26 , par des 
droites prises sur leurs directions respectives, à 
partir de leur point d*appUcation , la force R sera 
le double de la projection de P sur sa direction , 
ou égale à la diagonale du losange construit sur 
les deux forces P. 

Soient maintenant deux forces inégales P et Q , 
appliquées au point H (fig. 7 ) suivant les direc- 
tions HA et HR ; représentons leurs intensités par 
les lignes HG et HH, prises sur leurs directions, et 
achevons le parallélogramme HGRH : il y aura 
deux cas à considérer , le premier où l'angle AHB 
sera droit , le second où il sera aigu ou obtus. 

Dans le premier cas , tirons les deux diagonales 
MK et GH qui se coupent au point L j par les points 
G et H , menons les parallèles GN et HO à ML, qui 
rencontrent en N et la parallèle à GH, menée par 
le point H. Le point L est le milieu de HK et de 



GH; et comme, dans un rectangle, les deux dia- 
gonales sont égales, il s'ensuit qu'on a 

GL r= LH = LH = LK. 

Les deux parallélogrammes GLHN etHLHO sont 
donc des losanges ; par conséquent, d'après la pro- 
position précédente, la force HG pourra être re- 
gardée comme la résultante des deux forces HII 
et HL , et la force HH comme la résultante de HO 
et HL. Donc , en substituant aux deux forces don- 
nées leurs composantes , nous aurons , au lieu de 
HH et HG, les deux forces XN et HO, qui se détrui- 
sent, puisqu'elles sont égales et contraires, et les 
deux forces HL, qui s'ajoutent et donnent une ré- 
sultante représentée en grandeur et en direction 
par la diagonale HK. 

Dans le second cas , menons par les points G et 
H (fig. 8), les perpendiculaires GE «t Hf à la dia- 
gonale HK, et les parallèles GN et HO à cette 
même droite ; par le point H , menons aussi la 
perpendiculaire NHO à cette droite HK. Les deux 
parallélogrammes GEHN et HTHO seront des rec- 
tangles qui auront leurs côtés HN et HO égaux, 
comme étant les hauteurs des deux triangles égaux 
GHK et HHK. D'après le premier cas, on pourra 
remplacer les forces HG et HH par leurs compo- 
santes rectangulaires HE et HN, HF et HO ; au lieu 
des deux forces données, on aura donc les deux 
forces HN et HO, qui se détruiront , comme étant 
égales et contraires, et les deux forces HE et HF 
de même direction , qui /ajouteront et donneront| 
à cause de H£ = FK , une résultante représentée 
en grandeur, et en direction par la diagonale HK» 
Concluons donc que la résultante de deux 
forces quelconques, oppliquées en un même point 
et représentées par des lignes prises sur leurs di- 
rections à partir de ce point, est représentée, en 
grandeur et en direction , par la diagonale du 
parallélogramme construit sur les deux forces 
données. . 

29. Voici les conséquences qui se déduisent le 
plus immédiatement de ce théorème. 

On voit d'abord que toutes les questions qu'on 
peut proposer sur la composition de deux forces 
en une seule et sur la décomposition d'une force 
en deux autres, sont ramenées à la résolution d'un 
triangle. En effet , les grandeurs de la résultante 
et des deux composantes sont représentées par les 
trois côtés HK, HG, GK, du triangle HGK ; et les 
trois angles de ce triangle sont ceux que fait la 
résultante avec chacune des composantes et le 
supplément de l'angle compris entre les deux com- 
posantes. Il s'ensuit donc que trois de ces six 
choses, les trois forces et les. trois angles compris 
entre leurs directions, étant données, on trouvera 
les trois autres en résolvant le triangle HGK ; ce 
qui suppose une force au moins au nombre des 
données. Par exemple, soient P et Q les valeurs des 
deux composantes, et m l'angle compris entre 
leurs directions; on demande leur résultante R 
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et Tangle % qu*eUe fait avec la force P. On aura 
d^abord TéquatioD 

E> = P« -f. Q« -f> 2PQ cos m , 

pour déterminer la valeur de R; et celle de » se 
dédntm de cette proportion : 

8ins:8iniii::Q:R. 

Si rëqutlibre a lieu entre trois forces P , Q , S , 
appliquées en un même point M (fig. 9) , suivant 
les directions MA, HB , HC, il faut que chacune de 
ces forces soit égale et directement opposée & la 
résnitadte des deux autres ; et comme cette résul- 
tante est comprise dans le plan de ces deux forces, 
il s'ensuit d^abord que les trois forces données 
doivent aussi être dans un même plan. Soit HD le 
prolongement de HC; la résultante deP et Q sera 
dirigée suivant HD, et si on la représente par R^ on 
aura R = S. D^ailleurs, en comparant la force R à 
chacune de ses composantes^ on a, d'après ce qu'on 
vient de dire, 

R : Q : : sin AMB : sin AHD , 
R : P : : sin AHB : sin BHD ; 

à cause de 

sin AID = sin AMC , sin BHD = sin BMC , 

il en résultera donc 

S : Q : P : : sin AHB : sin AHC : sin BHC; 

ce qui montre que quand trois forces sont en équi- 
libre autour d'un mène point, la grandeur de 
chacune d'elles peut être représentée par le sinus 
de l'angle compris entre les directions des deux 
autres. 

Du point 0, pris sur la direction de la résultante 
R ou sur son prolongement, j'abaisse des perpen- 
dicolaires OE et OF sur les directions des compo- 
santes P et Q ; on aura 

OE == HO sin AHD , OF = HO sin BHD. 

Si donc on multiplie par HO les deux derniers 
termes de la proportion 

P : Q : : sin BHD : sin AHD , 
il en résultera 

P : Q^ : : OF : OE ; 

en sorte que les composantes sont en raison in- 
verse des perpendiculaires abaissées sur leurs 
directions , d'un point quelconque appartenant à 
la direction de la résultante. Réciproquement , si 
les composantes P et Q sont en raison inverse des 
perpendiculaires OE et OF, abaissées sur leurs 
directions , d'un point pris dans leur plan , ce 
point appartiendra à la direction de la résultante; 
car^ en divisant par HO les deux derniers termes 
delà dernière proportion, on obtient la précédente, 
qui détermine cette direction. 

30. La résultante de deux forces étant connue , 



il est aisé d'en déduire celle d'un nombre quel- 
conque de forces appliquées à un même point et 
situées ou non situées dans un même plan. On 
prendra d'abord la résultante de deux de ces 
forces; ensuite, on composera cette résultante 
avec une troisième force , ce qui donnera une se- 
conde résultante , que l'on composera de même 
avec une quatrième force ; et l'on continuera de 
Aème jusqu'à ce qu'on ait épuisé toutes les for- 
ces données. Dans cette construction , il est aisé 
de voir que si les grandeurs de toutes les forces 
sont représentées par les côtés d'une poKion de 
polygone , parallèles à leurs directions et tracées 
dans le sens de leurs actions , la résultante sera 
représentée , en grandeur et en direction , par la 
droite qui joindra les deux extrémités de cette 
ligne brisée et fermera le polygone. L'ordre dans 
lequel les côtés parallèles aux forces se succéderont, 
sera indifférent. Quand le polygone se fermera de 
lui-même, la résultante sera nulle, et les forces 
données se feront équilibre. 

Il suit do là que quand les forces données sont 
au nombre de trois , non situées dans un même 
plan, leur résultante est, en grandeur et en direc- 
tion, la diagonale du parallélépipède dont ces trois 
forces sont les côtés adjacens. 

31. On peut effectuer d'une manière plus sim- 
ple cette réduction d'un nombre quelconque de 
forces à une seule, en considérant d'abord le cas 
particulier de trois forces rectangulaires , auquel 
on ramène ensuite le cas général. 

Soient X , T , Z , les trois composantes, R leur 
résultante, a,, h,, c les angles qu'elle fait avec 
X, Y, Z. D'après ce qu'on vient de voir, R est la 
diagonale du parallélépipède dont X , T , Z sont 
les trois côtés adjacens; or, ce parallélépipède 
étant rectangle, il s'ensuit qu'on aura 

R> = X* + T> 4- Z> . (o) 

Il en résulte aussi que si l'on joint l'extrémité do 
la diagonale R à celles des trois côtés X, T, Z, on 
formera trois triangles rectangles , dont R sera 
l'hypoténuse commune; d'où l'on conclura 

X = R cos a, Y = R cos ô, Z = R cos c ; {h) 

équations qui s'accordent avec la précédente , à 
cause que les trois angles a, 6, c, sont liés entre 
eux par cette équation (n» 6) 

cos* a -f> cos* b -(- cos> c = 1. 

Lorsque les composantes X, Y, Z, seront don- 
nées, l'équation (a) fera connaître la valeur de la 
résultante , et les équations (6) en détermineront 
la direction au moyen des trois angles a, b, o; si, 
au contraire, la force R est donnée, et qu'il s'agisse 
de la décomposer en trois forces rectangulaires 
X, Y, Z, qui fassent avec elle des angles donnés 
Qj b, c, les valeurs des forces demandées seront 
immédiatement déterminées par les l'équations (6). 

Si l'une des composantes, la force Z par exem- 
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pie, est nalle, E n'est plus la rësnltevte que des 
deux forces X et T; elle est comprise dans leur 
plan , et sa direction dépend seulement des deux 
angles a et b. Ces angles et la Taleur de A sont 
alors déterminés par les équations 

Ri=:X>4.T«, X = R cos a, T=Rco8i. 

82. Supposons actuellement que M (fig. 1^\ 
soit le point d^application d^un nombre quelconque 
de forces données.' Représentons ces forces par 
P, P', F', etc. ; et, pour fixer les idées , supposons 
que la droite HD soit la direction de la force P. 
Les directions des autres forces sont inutiles à in- 
diquer dans la figure. Soient « , C , y , les angles 
que fait la direction HD avec les trois axes rec- 
tangulaires MA, HB, MC, menés arbitrairement 
par le point M. Désignons do même par m! , C, y', 
les angles que fait la force P' avec ces mêmes axes; 
par m/\ C", y", ceux qui répondent à la force 
V ; etc. Tons ces angles sont donnés et doivent 
s'étendre depuis zéro jusqu^à I80o [n9 7) , afin que 
les forces P, F, P", etc. , puissent avoir toutes les 
positions possibles autour du point H. 

Décomposons chacune de ces forces en trois 
autres dirigées suivant les axes HA , HB , HC. Les 
composantes de la force P, seront P cos « , P cos C, 
P cos y; celles de la force P' seront P' cos •', 
P' cos C\ P' cos y' , etc. ; et ces composantes agi- 
ront suivant les axes ou suivant leurs prolonge- 
mens, selon qu'elles seront positives ou négatives. 
Par exemple, la direction HD tombant, ainsi que 
l'axe HC, au-dessus du plan AHB des deux autres 
axes , la composante P cos y de la force P tend à 
élever le point H, c'est-à-dire qu'elle agit sui- 
vant HC \ et , dans ce cas , P cos y est une quan- 
tité positive , puisqu'on a ^ < QO^. Au contraire , 
si cette direction HD tombait au-dessous du plan 
AHB , on aurait y > 90o ; la composante P cos y 
serait négative , et, en même temps , elle tendrait à 
abaisser le point H , c^est-à>dire qu'elle agirait sui- 
vant le prolongement de HC. En ayant donc égard 
aux signes des composantes , on voit , d'après ce 
qu'on a dit dans le n» 24 , que toutes les forces di- 
rigées suivant un même axe et son prolongement , 
se réduisent à une seule, égale à leur somme. 

De cette manière, les forces données P,P', P", etc., 
seront remplacées par trois forces rectangulaires ; 
et en désignant celles-ci par X, Y, Z, on aura 



X 

Y 
Z 



= P cos • -}- P' cos •' + V" cos •" + etc., \ 
= P cos C + P' cos a + P" cos C" + etc., } (c] 

=Pcos> + P'cosy + P"cosy + ctc- I 

Les valeurs de X, Y, Z, pourront être positives ou 
négatives, et leurs signes feront connaître le sens 
de leur action. Si la force X est positive, c^st 
qu'elle agit suivant l'axe HA ou dans le sens des 
composantes P cos « , P' cos •', etc., qui sont posi- 
tives; si elle est négative, il enfant conclure 
qu'elle agit suivant le prolongement de HA ou dans 



le sens des composantes négatives; et de même 
pour les forces Y et Z, 

Cela posé , soit R la résultante des forces données 
P, P', P'', etc., ou des trois forces X, Y, Z; soient 
aussi a, b, e, les angles que sa direction inconnue 
fait avec les axes HA, HB, HC. Les valeurs de R, 
a, ^f 0, seront données par les équations (a) et (b), 
dans lesquelles on mettra les formules (c) à la place 
de X, Y, Z. Les angles a^ b, c, pourront être aigus 
ou obtus ; à cause que la force R doit toujours être 
une quantité positive , les signes de leurs cosinus 
seront les mêmes que ceux des quantités X, Y , Z, 
en vertu des équations (b). De cette manière, 
la force R sera complètement déterminée en gran- 
deur et en direction. 

33. La grandeur de la résultante R ne saurait 
dépendre de la direction arbitraire des axes HA , 
HB,,HC ; elle dépend seulement de la grandeur des 
forces données et des angles compris entre leurs 
directions; et, en effet, on en peut trouver une 
expression qui ne contienne que ces quantités. 

Pour cela, désignons par PHP', PHP'', FHP", etc., 
les angles compris entre les directions des forces P 
et P*, P et P", V et V\ etc. D'après l'équation (2) 
du n° 9, nous aurons 

cos PHP' =cos « C09 «'-('C^'' ^ ^^^ C-(-cos y cos y\ 
cos PHP"=cos « cos *"-l-cos C cos C"4~cos y cos y"j 

cosP'HP''=cos*' cos*"4~^o*^' cos€"'^'Cowy' cos^", 
etc. 

Nous aurons aussi 

cos* • -f* cos> C -|* oos> ^ = 1 , 
cos» •' + cos» C + cos» ^' = 1 , 
cos» •" + cos» C" + cos» ^^ = 1 , 
etc.; 

et, cela étant, si l'on ajoute les carrés des for- 
mules (c), et qu'on ait égard à Téquation (a), il 
vient. 

R» = P» -(. pf» -(. P"» + etc. 

+ 2VV cos PHP' + 2PP" cos PHP" 
+ 2P'P" cos P'HP" + etc. , 

pour le carré de la valeur R dont il s'agit. 

34. On déduit aussi des équations {b) et (c) une 
propriété de la résultante , qui nous sera utile dans 
un des numéros suivans. 

Dans une direction quelconque , je mène par le 
point H une droite , dont j'appelle Pautre extré- 
mité. Soient g, hj ik, les angles AHO, BHO, CHO, 
que cette droite fait avec les trois axes HA, HB, 
HC. Désignons par RHO, PHO, FHO, etc., les an- 
gles compris entre cette même droite HO et les di- 
rections des forces R, P, P' P'S etc; on aura, 
comme tout à l'heure 



cos RHO : 

cos PHO: 

cos PMO'. 
etc. 



: cos g cos a -(- cos h cos b -)- cos k cos c, 
: cos g cos « -f* cos h cos C -(-cos k cos y, 
cos g cos •' -(- cos fccosC-(-cos h cos y, 
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D'après la première de ces formules et les équa- 
tiens (b\ , on aura 

H cos RHO =B X cos ^ -f T cos h + Z cos A ; 

et, en yertu des formules suivantes , si Ton ajoute 
les équations (c) après les avoir multipliées , la 
première par cos g, la deuxième par cos h, la troi- 
sième par cos k, il en résultera 

R co» RIO = P cos PMO + P' cos FBO + etc. ; 

ce qui montre déjà que la composante de la résul- 
tante R, suivant une dirction quelconque MO, est 
égale à la somme des composantes de P, P', P" etc., 
suivant cette même direction. 

Cela posé, je projette la droite MO sur les di- 
rerUons des forces R, P, P', P", etc. ; j'appelc r, 
P* p'* P''^ ctC'j >e» projections , de sorte qu'on ait 

r = MO cos RMO , 

p = 90 cos PMO , /= MO cos FMO , etc. , 

en considérant chacune des quantités r, p, p', 
p'\ etc., comme positive ou comme négative, sa- 
lon que la projection qu'elle représente, tombe sur 
la direction même de la force ou sur son prolon- 
gement. Si donc on multiplie par MO l'équation 
précédente, on aura 

Rr = I»p + prp' + vy + etc. ; (d) 

ce qui renferme la propriété de la résultante qu'il 
s'agissait de démontrer. 

35. Pour que les forces P, P', P", ctc.,| soient en 
équilibré, il suffit que leur résultante R soit nulle, 
et cette condition est nécessaire si leur point d'ap- 
plication X est entièrement libre ; mais l'équation 
R = , ou 

X«+T«+ Z«=r 0, 
ne peut avoir lieu, à moins qu'on ait séparément 

Xr= 0, Y = 0, Z = 0, 
c*eat-i-dire , en vertu des équations (c), 

Pca8«4.p'cos«' + pwcos«" + etc. = 0, . 
P«»C + P'cosC + P"cosC"+etc. = 0, > (e) 
P co§>+P'cosy + P"cosy" + etc. = 0, ' 

Telles sont donc les équations tTéquiUbre d'un 
point matériel qu'on suppose entièrement libre. 
Sans cet état, chacune des forces qui le sollicitent 
doit être égale et directement contraire à la résul- 
tante de toutes les autres ; c'est en effet , ce qu'il 
Cil aisé de vérifier. 

Soit R' la résultante des forces P', P", etc. Appe- 
lons cf, V, e, les angles qu'elle fait avec les axes 
MA , HR , MC , et faisons , pour abréger , 

X' = p/ ces a! + P" ces •" + etc. , 
y = P' cos C + P" cos C" + etc. , 
Z' = P'cos9.'+P"cos>" + etc.} 
nous aurons, d'après le no 32, 

X'==R'cosa', Y' = R'cos*', Z'^R'nosc', 



et par conséquent, en vertu des équations d'é- 
quilibre , 

P cos « = -— R' cos a' , 
P cos C = -. R' cos V , 
P eus 7^ = — R' cos c'. 

En ajoutant ces équations , après avoir élevé leurs 
deux membres au carré , on a 

P« = R» , 
à cause de {w* 6) 

cos» « + cos* C + cos» ^ = 1 , 
cos* ai -j- cos* If + cos* c* = 1 j 

on aura donc P = ± R'; mais comme ces forces 
doivent être toutes deux des quantités positives , 
il faut prendre P = R'. Les équations précédentes 
deviennent alors 



cos 



i=— cos o^, cos C= — cos ô', oos 7»=— cos «f ; 



par conséquent , les augles «, (, y^ sont supplé- 
mens de a!j V, c', et répondent à une force dont 
la direction est le prolongement de la force R' (no?). 
Il s'ensuit donc que la force P est égale et direc- 
tement opposée à la résultante R' de tontes les 
autres forces P', P", etc.; ce qu'il s'agissait de 
vérifier. 

36. Si le point M , auquel sont appliquées les 
forces P, P', P", etc., est assujetti à rester sur une 
surface donnée , il ne sera plus nécessaire , pour 
l'équilibre , que leur résultante soit nulle; il suffira 
qu'elle soit normale à la surface , puisqu'alors elle 
ne pourra faire glisser le point M dans aucun sens 
sur cette surface ; et , de plus , cette condition sera 
nécessaire ; car si elle n'était pas remplie , la ré- 
sultante se décomposerait en deux forces, l'une 
normale à la surface et qui serait détruite , l'autre 
tangente et que rien n'empêcherait de faire glisser 
le mobile. On n'aurait donc qu'à chercher dans 
chaque cas , la direction de la résultante des 
forces P, P', P", etc., et à examiner si elle est per- 
pendiculaire à la surface donnée, pour savoir si 
l'équilibre existera; mais il vaut mieux, comme 
nous venons de le faire pour un point libre , expri- 
mer les conditions de l'équilibre par des équations 
entre les données de la question. 

Or, la composante normale de chacune des forces 
qui agissent sur le point M, est détruite par la résis- 
tance de la surface; par conséquent , cette résis- 
tance équivaut à une force égale et contraire à la 
totalité des forces détruites. On conçoit donc que 
l'on peut faire abstraction de la surface donnée , 
et considérer le point matériel comme entièrement 
libre, pourvu que l'on joigne aux forces données P, 
P', P'', etc., une nouvelle force de grandeur in* 
connue et perpendiculaire à cette surface. 

Soient donc N cette force , et a, /u, r, les angles 
que sa direction fait avec les axes MA , MR , MC ; 
chacune des équations d'équilibre qu'on vient de 
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trouver sera ougmentée d^un nouTeao ternie, de 
sorte qu^aa lieu des équations {$), on aura 

N cosx+Pcosa+P'co8*'+P"cos •"+etc.=0,î 
N cos /*+P cos C+Fcos C'+F'cos C"+«tc.=0, V/) 
N cos F+P cos >.+P'co9 y'+V"cosy"+eic.=.o) 

Je désigne par Xj y, % , les trois coordonnées 
de H rapportées à des axes parrallèles à HA , HB , 
MC, et par L =0 l'équation de la surface donnée; 
la direction de la force K étant, par hypothèse, 
celle de la normale au point H , on aura , diaprés 
les équations (5) du n» 21 , 

dh dL dl 

cos X = V — , cos /* = V — , cos r = V — , 
dx dy ds 

en faisant , pour abréger , 

Le signe de V sera inconnu , parce qu'on ne sait 
pas d^avance suivant quelle partie de la normale 
doit être dirigée la force N j mois V disparaît lors- 
qu'on élimine N entre les équations {f) j et si Ton 
a égard aux formules (c) , on trouve 

dl dl dl dl 

Y X- = 0, Z X- = 0, {s) 

ds dy dx di 

pour les deux équations nécessaires et suffisantes 
de l'équilibre d'un point matériel assujetti à de- 
meurer sur une surface donnée. 

37. Si la position de ce point sur cette surface 
n^est pas connue , les équations (jy), jointes à l'é- 
quation donnée L = , serviront à déterminer les 
coordonnées des différens points de cette surface , 
où le mobile pourra demeurer en équilibre. Lorsque 
sa position sera donnée , on aura seulement à vé- 
rifier si les coordonnées ir ^ Vj *> <lcs points d'ap> 
plication des forces données satisfont aux équa- 
tions (jy). Hais , dans ce cas , on aura des équations 
plus simples en faisant coïncider l'un des axes HA, 
HB , HC, le premier , par exemple , avec l'une des 
deux parties de la normale ; d'où il résultera 

cos A = ± 1 , cos f( = , cos • r= ; 

ce qui change les équations (f) en celles-ci : 

±11+ P cos • + P' cos •' -I- P" cos «" + etc. = 0, 
P cos C + P' cos C + P" cos C" + etc. = 0, 
P cos y + P' cos >.' + P" cos y" + etc. = 0. 

Ces deux dernières équations font voir , ce qui est 
d'ailleurs évident, que dans le plan tangent à la 
surface donnée, les composantes des forces appli- 
quées au mobile doivent se faire équilibre, comme 
si cette surface n'existait pas. 

La résistance If, que la surface oppose aux 
forces P, P', P", etc., est égale et contraire à la 
fregtion qu'elle en éprouve. En vertu des équa- 
tions f/), cette pression, dans Pétat d'équilibre, 



est la résultante mémo de ces forces. Dans la pra- 
tique, il en faudra calculer la grandeur au moyen 
de l'équation (a) , pour savoir si la surface est ca- 
pable de la supporter. Si le mobile est seulement 
posé sur cette surface, qui sera celle d'un corps 
solide, il faudra, de plus, que le sens de cette pres- 
sion soit tel qu'elle appuie le mobile sur cette 
surface ; condition qui ne peut être exprimée par 
une équation, et qu'on devra vérifier dans chaque 
cas , en déterminant la direction de cette force 
d'après les équations (d). Cette vérification se fera 
plus simplement au moyen de la première des 
trois équations précédentes. 

En effet, supposons, pour fixer les idées, que la 
partie de la normale avec laquelle ona fait coïncider 
l'axe HA, soit la partie située dans la concavité de 
la surface. On saura si les angles donnés « , «', 
a", etc. , sont aigus ou obtus ; et le signe de la 
somme X des composantes dirigées suivant cette 
droite sera connu. La quantité N devant être po- 
sitive, il faudra, dans l'équation dont il f^agit, 
c*est-à-dire, 

± N + X = 0, 

prendre le signe — ou le signe -{- devant If , selon 
que la somme X sera positive ou négative. Dans 
le premier cas, on aura cos x=— 1, et la pression 
contraire à If sera dirigée suivant HA ; dans le 
second cas, on aura cos x=: 1, et la pression agira 
suivant le prolongement de cette partie détermi- 
née de la normale. 

38. Lorsque le point matériel H sur lequel 
agissent les forces P, P', P^', etc., sero assujetti à 
rester sur deux surfaces données ou sur leur 
courbe d'intersection , il suffira , pour l'équilibre, 
que la résultante de toutes ces forces puisse se 
décomposer en deux forces perpendiculaires aux 
surfaces données, et qui seront détruites par leurs 
résistances. En joignant donc aux forces P, P', 
P", etc., deux forces normales à ces surfaces, mais 
inconnues en grandeur, on pourra faire abstrac- 
tion des surfaces , et considérer le mobile comme 
entièrememt libre. 

If et N' étant donc ces nouvelles forces ; x, /«, r, 
les angles qui déterminent la direction de N par 
rapport aux axes HA, HB , HG , et x', /«'^ r', ceux 
qui déterminent de même la direction de N'; les 
équations (a) deviendront 

m cos x-l-N' cos x'-|-P cos «-("P'cos a'-(~<i^c.=0, j 
N cosft+K'cosft'+P cos C-j-P'cos C'+ctc.=0,((A) 
W cos F +N' cos f'+P cosy-|-P'co8y-|-etc.=0.\ 

D'ailleurs, en représentant par s, y, x, les coor- 
données du point H, rapportées à des aies parallèles 
à HA , HB , HC , et par L= et L' =0 , les équa- 
tions des deux surfaces données, les valeurs de 
cos X, cos /A, cos F, seront les mêmes que précé- 
demment, et celles de cos x', cos /«', cos f', s'eo 
déduiront en y changeant L en L'. Si l'on substitue 
ces valeurs dans les trois équations {h) , et qu*on 



STATIQUE , PREIliRE PAI^TIS. 



23 



élîmîne ensaito If et N' entre elles, on aura Féqua- 
tion d^équUibre à laquelle devront satisfaire les 
forces données P, F, P'', etc. ; ou bien, si la po- 
sitioo du mobile n*est pas donnée sur Tinterseo- 
tion des deux surfaces, cette équation dMquilibre, 
et les équations L = et L'=0, détermineront 
ses trois coordonnées s, tf, s. 

Quand la position du mobile est donnée sur la 
courbe où il doit rester, on obtient immédiatement 
Téquation d^'équilibre des forces P, P', P", etc., 
en prenant les axes HB et MC, auxquels répondent 
les angles /*, C, C, etc., r, ^, y', etc., dans le plan 
des normales aux deux surfaces données. Le troi- 
sième axe HA tombe alors sur la tangente à leur 
courbe d^intersection ; il est donc perpendiculaire 
aux forces normales N et W\ en sorte que Ton 
a x=90o, a' =000, et, en Tertu de la première 
équation (A), 

P cos • -f P' cos •' -f> P' cos m," + etc. = , 

pour réquation demandée. 

Cette équation exprime que la somme des com- 
posantes de P, P', P", etc., tangentes à Tintersec- 
Uon des deux surfaces données, est égale à xéroj 
ce qui est, en effet, la condition pour que le point 
M ne puisse pas glisser sur cette courbe. Après 
s^étre assuré qu^elle est remplie, on déterminera 
les valeurs des forces H et N', et le sens dans lequel 
elles agissent, au moyen des deux dernières équa- 
tions (A). Si Ton prend ensuite des forces égoles 
et contraires à N et N', et qu^on les réduise à une 
seule par la règle du parallélogramme des forces, 
celle>ci sera la résultante des forces P, P', P", etc., 
et fera connaître la pression exercée sur la courbe 
donnée, à laquelle elle sera perpendiculaire. 

39. Par ce qui précède, on voit que quand le 
mobile est astreint à demeurer sur une courbe 
donnée, il n'y a qu^une équation d'équilibre ; qu'il 
y en a deux lorsqu'il peut se mouvoir sur une 
surface donnée , et trois lorsqu'il est entièrement 
libre ; en sorte que le nombre de ces équations 
augmente, comme cela doit être effectivement, à 
mesure que les mouvemens possibles du mobile 
sont moins limités. Ces diverses équations peuvent 
être renfermées dans une seule formule, qui de- 
viendra, par la suite, l'équation générale de l'équi- 
libre, applicable à un système quelconque de 
points matériels. 

Pour obtenir cette formule, supposons que le 
mobile soit transporté d'un point H, qu'il occupe 
dans sa position d'équilibre , en un autre point 
infiniment voisin de H, et tel que ce déplacement 
soit compatible avec la condition à laquelle le 
mobile est assujetti, s'il n'est pas entièrement 
libre. Désignons par r, p, p', pf', etc., les projec- 
tions de la droite infiniment petite MO sur les di- 
rections des forces R, P, P', P"; etc., dans la 
première position du mobile j et considérons cha- 
cune de ces projections comme une quantité 



positive ou négative, selon qu'elle tombe sur la 
direction même de la force à laquelle elle répond, 
ou sur son prolongement. Si l'on suppose que la 
force & soit la résultante des forces P, P', P", etc., 
le produit Rr sera toujours nul dans le cas de 
l'équilibre : il sera nul pour un point matériel 
entièrement lilire, parce qu'alors la résultante R 
devra être égale à zéro \ il le sera encore pour un 
point assujetti à demeurer sur une surface ou sur 
une courbe donnée, parce que, d'une part, la force 
R devra être dirigée sntvant la normale, et que, 
d'un autre cèté, la droite infiniment petite MO ap- 
partiendra au plan tangent ou à la tangente, ce qui 
rendra nulle sa projection r sur la direction R. 
D'après l'équation (d), qu'on a démontrée précédem- 
ment , et qui a également lieu quand la droite 10 
est infiniment petite, on aura donc 

P/' + PV + PV'+«tc.=0, (i) 

toutes les fois que les forces P, P', P", etc., se fe- 
ront équilibre. Réciproquement, l'équilibre exis- 
tera quand cette équation aura lieu pour tous les 
déplacemens possibles d'un point matériel entiè- 
rement libre , ou astreint à rester sur une surface 
ou sur une courbe donnée. 

On appelle vitêssê virtuelle d'un point matériel 
en équilibre, toute droite infiniment petite , telle 
que MO, qu'on peut lui faire décrire, en observant 
les conditions auxquelles il peut être assujetti; et 
le principe d*équiiibre contenu dans l'équation 
qu'on vient d'écrire, sur lequel nous reviendrons 
par la suite, se nomme le principe des vUeues 
virtuelles. En l'appliquant successivement à un 
point matériel entièrement libre, assujetti à rester 
sur une surface, astreint k demeurer sur une 
courbe, on retrouvera sans difficulté les équations 
d'équilibre que nous avons précédemment obte- 
nues. Chacune des équations («} se déduira de la 
formule (t) , en prenant pour MO le déplacement 
de M sur l'un des axes MA, MB, MC \ on obtiendra 
les équations d'équilibre qui ont lieu dans le cas 
d*un point assujetti à rester sur une surface don- 
née, en considérant ses déplacemens suivant deux 
axes tracés dans le plan tangent ; et la formule (t) 
fournit immédiatement l'équation d'équilibre d'un 
point astreint à rester sur une courbe donnée, en 
prenant pour MO l'élément de cette courbe, et 
pour p, p', p'^j etc., les projections de cet élément 
sur les directions des forces P, F', P'', etc. Les 
angles que ces directions font avec la tangente à 
la courbe, étant «, «', «", etc., on aura alors 

p=MO cos «, p'r=MO cos *', p"=rMO cos «"j etc.j 

en supprimant le facteur MO commun à tous les 
termes de l'équation (i) , il en résultera 

P cos » -(- P' cos 0,' + P" cos «' + etc. = . 

comme précédemment. 
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40. On considérera ici un Upiêr comme une ligne 
droite ou courbe ECF (fig. 10) inextensible, et de 
Forme invariable, qui ne peut que tourner, dans un 
plan , autour d*un de ses points C suppose fixe, que 
Ton appelle le point d'appui du levier. Ordinaire- 
ment il n'y a que deux forces qui soient appliquées 
à cette machine, et dont Tune a pour objet de tenir 
Tantre en équilibre ; la première s^appelle la puis- 
tance, et la seconde la résistance» Hais, pour plus 
de généralité, nous supposerons qu'un nombre 
quelconque de forces , dirigées dans le plan du le- 
vier , agissent en différens points de cette ligne; et 
il s'agira de trouver les conditions de leur équilibre. 

Je ne me propose pas , dans cet ouvrage, d^appli- 
qner aux diverses machines les lois de l'équilibre 
qui y seront exposées. Pour ce qui regarde les ma- 
chines simples , je renverrai auxi Traités élémen- 
taires de Statique ; mais la loi de l'équilibre dans le 
levier étant Un principe de la Mécanique , il est né- 
cessaire de nous en occuper j et Ton va montrer 
comment ce principe est lié à celui de la composi- 
tion des forces qui agissent sur un point isolé. 

41. Lorsque plusieurs forces sont appliquées à 
un corps qu'on suppose de forme invariable, on 
peut transporter le point d'application de chacune 
de ces forces en un autre point du corps pris sur sa 
direction ou sur son prolongement. Si une force 
donnée P agit, par exemple, à TextrémitéE du le- 
vier, suivant la droite AE , et que M soit un autre 
point appartenant à cette direction , qu'on suppose 
lié au levier d'une manière invariable, il est permis 
de remplacer la force P par une autre force de même 
intensité, agissant au point M suivant la droite 
MA. En effet, on peut d'abord oppliquer au point M 
deux forces égales entre elles , ogissant en sens 
contraires, l'une suivant HA , Tautre suivant son 
prolongement HA'; si , de plus , on suppose que 
chacune de ces forces soit égale à P, celle qui agit 
suivant MA' détruira la force P appliquée au point 
E suivant £A , puisque cet deux forces égales agis- 
sent en sens contraires aux extrémités de la droite 
ME, de longueur invariable, par hypothèse; il ne 



restera donc plus que la force P agissant au point 
M dans la direction MA , et par lo quelle la force 
donnée P, qui agissait au point E , se trouvera rem- 
placée. 

Les forces agissent souvent sur les corps qu'elles 
mettent en mouvement ou qu^elles tendent à mou- 
voir, soit en les tirant par le moyen d'un fil qui leur 
est attaché, soit en les poussant par le moyen d'une 
barre appuyée contre leur surface. Ce fil ou cette 
barre s'étend ou se contracte plus ou moins ; c'est 
quand ils ont cessé de s'alonger ou de se raccour- 
cir qu'on les considère comme des lignes invaria- 
bles qui représentent la direction de chaque force, 
dont l'action est la même alors que si elle s'exerçait 
immédiatement aux points de la surface du mobile 
où ces lignes viennent aboutir. Un levier n'est pas 
non plus , comme on le suppose ici , une ligne de 
forme invariable ; c'est une barre qui fléchit on 
tant soit peu, et s'étend ou se contracte anssi d'une 
petite quantité , en raison des forces qui j sont ap- 
pliquées. La forme qu'il doit prendre serait très dif- 
ficile à déterminer d'avance ; mais c'est quand il y 
est parvenu qu'on le considère comme invariable, 
et c'est à cette figure, très peu différente de sa 
forme naturelle, que se rapporteront les conditioos 
d'équilibre qu'il s'agit de trouver. 

49. Supposons qu'une seconde force Q agisse à 
l'autre extrémité F du levier, suivant la droite FB , 
et que les deux directions EA et FB soient compri- 
ses dans le plan où le levier peut tourner; ces denx 
droites , ou leurs prolongemens , viendront se cou- 
per en un certain point M, que l'on pourra prendre, 
d'après ce qu'on vient de prouver, pour le point 
d'application commun à P et Q. Gela étant, par la 
règle du parallélogramme des forces, on déterminera 
la résultante de ces deux forces, de laquelle M sera 
anssi le point d'application. Or, pour qu'elle soit 
détruite et que le levier demeure en équilibre, il 
sera nécessaire que sa direction vienne passer par 
le point d'appui C; et cela suffira, puisqu'on y 
transpoKant cette résultante, elle sera détruite 
par la résistance de ce point fixe. D'après ce qu^oii 
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a Ta dans U n« ft9, si l'on. abaisse du point C des 
perpendiculaires CG et CH sur les directions des 
forces P et Q , on aura donc , dans le cas de Téqui- 
libre, 

P : Q : : CH : CG ; 

et, réciproquement, Téquilibre existera quand 
cette proportion aura lieu. Par conséquent, en ap- 
pelant peiq les perpendiculaires CG et CH, Téqua- 
tion d'équilibre sera 

Pj» = Qg. 

On appelle mcmeni (ftnie farcê par rapport à %m 
poimt, le produit de cette force par la perpendicu- 
laire abaissée de ce point sur sa direction. Ainsi, 
la condition d'équilibre dans le levier consiste en 
ce que les momeos de la puissance et de la résis- 
tance , pris par rapport au point d'appui , sont 
égaux; ces deux forces tendant d'ailleurs à faire 
tourner le levier en sens opposés. 

Si Ton suppose les droites CG et CH liées inva- 
riablement au levier, tn pourra prendre G et H pour 
les points d'application des forces P et Q , et rem- 
placer le levier de figure quelconque £CF par le 
levier coudé G€H (fig. 11). les perpendiculaires 
GG et CH s'appellent les brtu de tavitr^ de la puis* 
sance et de la résistance. La condition de l'équili- 
bre ne dépend pas de la grandeur de l'angle GGH; 
et c'est aussi ce que l'on peut voir à priori. 

En effet, si du point C et d'un rayon CH on dé- 
crit l'arc de cercle HH', qu'on le suppose lié inva- 
riablement au levier, et qu'on applique au point 
H' deux fwces égales h Q, agissant en sens con- 
traires, suivant les parties H'E' et H'B^' de la tan- 
gente en ce point , il est évident que la force Q , 
dirigée suivant H'B'', sera détruite par la force Q 
dirigée suivant HB ; car ces deux forces tendent à 
faire tourner le système en des sens opposés, et il 
n'y aurait pas de raison pour qu'il obéit plntôt à 
Tune qu'à l'autre. La seconde de ces deux forces 
se trouvera donc remplacée par la force Q dirigée 
suivant HT, et l'asile GCHsera changé dans l'an- 
gle GCH', plus grand ou plus petit, sans que l'équi- 
libre soit troublé. 

Par ce changement, l'angle des deux bras du le- 
vier pourra devenir 18(K> ou zéro ; alors le levier 
sera droit ; la puissance ej^ la résistance seront des 
forces parallèles dirigées dans le même sens ou en 
sens contraires \ et , pour l'équilibre , il faudra tou- 
jours que leurs intensités soient eu raison inverse 
des longueurs de leurs bras de levier. 

43. Si Ton appelle R la résultante des deux for- 
ces P et Q concouranias au point M (fig. 10), et m 
l'angle AMB comprit entre leurs directions, on 
aora (n<» t&) 

R* = P« -f Q> 4- 2 P Q cos m ; 

et la valeur de R fera connaître la ekarye que le 
point d'appui C aura à supporter dans Tétat d'équi- 
libre. Appliquée en ce point , la force R aura pour 



direction la droite CD , prolongement de MC. La 
figure 10 suppose le point C situé entre les points 
d'application E et F de la puissance et de la résis- 
tance. Le contraire a lieu dans la figure 12; mais 
les raisonnemens qu'on vient de faire s'appliquent 
à ces deux cas : ils diffèrent l'un de l'autre en ce 
que , dans le premier cas , les forces P et Q agissent 
de deux côtés différons du levier, et l'angle AMB est 
aigu , au lieu que , dans le second cas , elles agis- 
sent d'un même côté, et l'angle AHB est obtus. 

Les trois points E, F, C, restant les mêmes, fi 
le point de concours M des trois forces P, Q , R , 
s'éloigne à l'infini, ces forces deviendront parallè- 
les. Dans le cas de la figure 10 , l'angle m devient 
alors infiniment petit; on a cos m = 1 , et consé- 
quemment 

K = p + Q. 

Dans le second cas , c'est le supplément de l'angle 
m qui devient infiniment petit; on a donc cos m:=z 
— l,et- 

R = Q-P, 

en supposant P < Q. Par conséquent, la résultante 
de deux forées parallèles est égale à leur somme ou 
à leur différence , selon que ces forces agissent 
dans le même sens ou en sens opposés ; et quand 
leurs directions sont contraires, la résultante agit 
dans le sens de la plus grande. Dans ces deux cas, 
les composantes P et Q sont en raison inverse de 
leurs distances CG et CH à la résultante. 

Cela étant, si l'on mène une perpendiculaire 
commune aux trois forces parallèles , et qu'on ap- 
pelle a la partie GH de cette droite (fig. 13 et 14] 
comprise entre les deux composantes P et Q, et s; 
la distance CH de la résultante R à la composante 
Q qu'on suppose la plus grande , on aura 

en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur, 
selon que P et Q agiront d^ns le même sens (fig. 13) 
ou en sens contraires (fig. 14). On en déduit 

V : q ±v II »: a, 



et , par conséquent , 



aP 



Q±P' 



ce qui fera connaître la position de la résultante, 
dont la valeur sera en même temps Q ± P. 

44. Lorsque les forces P et Q ogissent en sens 
contraires , et qu'elles différent très peu l'une de 
l'autre, leur résultante, toujours dirigée dans le 
sens de la plus grande , se trouvera située à une 
très grande distance des forces données. Mais quand 
elles seront rigoureusement égales , cette distance 
deviendra infinie ; ce qui signifie que deux forcet 
égales, parallèles et agissant en sens opposés, ne 
peuvent être remplacées par une seule force ; et , 
en effet , il n'y aurait aucune raison pour que cette 
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force naiqae agit plutôt dans un tena que dans 
Taulre. 

Deui semblables forces agissant aux extrémités 
d^tn droite GH (fig. 15), feront tourner cette ligne 
autour de son milieu K ; effet qui , évidemment , ne 
saurait être produit par Taction d^une seule force. 
On peut les remplacer d^une infinité de manières 
différentes par deux autres forces qui tombent dans 
le même cas ; car on ne changera rien à leur action 
en appliquant , par exemple , aux points G et H 
suivant les prolongemens G£ et HF de la droite 
GH , des forces égales et de grandeur quelcon- 
que \ or, la résultante des forces dirigées suivant 
GA etGE, et celle des forces dirigées suivant HB 
et HF, seront encoredes forces égales, parallèles et 
dirigées en sens opposés , suivant des droites GG et 
HD, et ces résultantes remplaceront les forces pri- 
mitives qui agissaient suivant GA et HB. Si Vo>: ap- 
pelle P la grandeur commune de ces deux forces , 
et a leur distance mutuelle , Tune et Tautre de ces 
denx quantités changeront par Topération que nous 
indiquons ; mais leur produit a P demeurera con- 
stant, ainsi qu^on le prouvera toute Theure. 

4ff. Au reste, ce cas particulier est le seul dans 
lequel un système d^un nombre quelconque de 
forces P, P', P'', etc., comprises dans un même 
plan et agissant sur des points matériels liés 
entre eux d*une manière invariable , ne puisse pas 
se réduire à une seule force. En effet , soit que les 
deux forces P et P' concourent en un point , ou 
qu^elles soient parallèles, on les réduira à une seule 
force Q, par la règle du parallélogramme des for- 
ces, ou par celle du numéro précédent. On ré- 
duira de même à une seule force Q', cette première 
résultante Q et P''; puis à une seule force Q", la 
seconde résultante Q' et P' 'j et ainsi de suite , jus- 
qu'à ce qu'on ait réduit toutes les forces données à 
deux seulement, qui se réduiront elles-mêmes à 
une seule force R, à moins qu'elles ne tombent 
dans le cas d'exception dont il s'agit. 

Dans le cas général^ cette force R est la résul- 
tante des forces données P, P', P", etc. ; et si Ton 
joint aux composantes une force R' égale et con- 
traire àR, il y aura équilibre dans loaystème. La 
grandeur de R et sa position dans le plan des forces 
données ne dépendra nulloroent de l'ordre dans le- 
quel on aura pris cea forces dans les réductions suc- 
cessives qu'on vieat d'indiquer ; car, en changeant 
cet ordre , si l'on parvenait à une force S différente 
de R en grandeur ou en direction, il faudrait que 
Tune de ces deux forces prise en sens contraire fit 
équilibre â l'autre j ce qui serait impossible. 

Pour l'équilibre^des forces P,.P', P", etc., quand 
elles seront appliquées à un levier situé dans leur 
plan , il faudra d'abord qu'elles se réduisent à une 
seule force ; car ai-elles se réduisaient à deux forces; 
parallèles S et S' non réductibles à une seule, et 
que S' fût la plus rapprochée du point d'appui , on 
pourrait décomposer S' en deux forces Q et Q', pa- 
rallèles et agissant dans le même sens , dont la 



première serait directement opposée à S et la se- 
conde passerait par le point d'appui: ces deux 
composantes seraient l'une et l'autre moindres que 
S' ou S , la force Q' serait détruite , et il ne resterait 
qu'une force S — Q, qui ferait tourner le levier dans 
le sens de S. Les forces données étant réduites à 
une force unique R , il faudra , en outre , pour l'é- 
quilibre du levier, que cette force vienne passer par 
son point d'appui. Cette condition s'exprimera par 
une équation,. au moyen du théorème que nous 
allons démontrer. 

46. Considérons d'abord deux forces seulement 
et leur résultante. Le moment de cette résultante, 
par rapport à un point situé dans le plan des trois 
forces , sera égal à la somme ou à la différence des 
momens des deux composantes par rapport au même 
point : a la différence , quand le centre des momens 
est situé dans Tangle des composantes , ou , dans 
son opposé, au sommet; h la somme, quand ce 
point est hors de ces deux angles. 

En effet , soient P et P' ces deux forces , MA et 
MA' (fig. 16 et 17) leurs dimctions, Q leur résul- 
tante agissant suivant MB, C le centre des momens, 
p, p'j q, les perpendiculaires Ca, Ca', C^^ abaissées 
du point C sur la direction de P, P*, Q. Décompo- 
sons chacune de ces trois forces en deux autres, 
dirigées suivant la droite MC et suivant la perpendi- 
culaire KMK' à cette droite; et considérons les 
composantes perpendiculaires. On a évidemment 

9 
cos BMK = sin BMC = — , 

c 
en désignant par c la longueur de la droite MC ; 
donc la composante de Q suivant MR sera égale à 

-~. De même , les composantes de P et P' perpen- 

pp py 

diculaires à MC seront — et — . Elles agissent en 

c c 
sens contraire, quand la ligne MC traverse Fangle 
AMA' (fig. 16) , et dans le même sens , quand elle 
tombe hors de cet angle. Or, la'fiomme de ces com- 
posantes, dans le second cas , et l'excès de la plus 
grande sur la plus petite , dans le premier, doit re- 
produire la composante de Q, puisque Q est la ré- 
sultante de P et P' ; en supposant la composante 
de P plus grande que celle de P-, et supprimant le 
diviseur commun e^ on aura donc 

Qg = Pf ± P^i 

ce qu'il s'agissait de prouver. 

Si l'on imagine que le point € soit fixe et que 
les perpendiculaires Ca, Ca', Cb, forment un sys- 
tème invariable , les forces P, P', Q, qui peuvent 
être censées agir aux extrémités a, a!, h, de ces 
droites y ne pourront produire qu'un mouvement 
de rotation autour du centre des momens. Or, l'in- 
spection de la figure 17, à laquelle répond le figue 
supérieur dans l'équation précédente , montre que 
quand le point C tombe hors de l'angle AMA', et de 
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son opposé au somniel, les trois forces P, P', Q, 
tendent à faire tourner leurs points d^application 
dans le même sens autour du point G } au contraire, 
lorsque ce point tombe dans Tun de ces deux an- 
gles, la figure 10, qui répond au signe inférieur, 
fait Yoir que les forces P et P' tendent h faire tour- 
ner les points a et a' en sens opposés ; et Ton voit 
aussi que , dass ce cas , la résultante Q tend à faire 
tourner son point d^application dans le même sens 
que la composante qui a le plus grand moment. 
Diaprés ctite remarque , le théorème qu'on Tient 
de démoiitrer revient à dire que le moment de la 
résultante de deux forces est égal à la somme ou à 
la diilérence des momens de ces deux forces , selon 
que les composantes tendent k faire tourner leurs 
points d^application dans le même sens ou en sens 
opposés autour du centre des momens , et que la 
résultante tend k faire tourner dans le sens de la 
composante qui a le plus grand moment. 

Ce théorème ayant lieu pour des forces dont les 
directions font un angle quelconque, doit encore 
subsister lorsquVlies deviennent parallèles ; c'est 
effectivement une conséquence facile à déduire de 
de la composition des forces de ce genre (no 43). 

47. L'avantage de ce dernier énoncé est de 
pouvoir facilement s^étendre à un nombre quel- 
conque de forces P, P', P", etc., dirigées dans un 
même plan. En regardant le centre des momens 
comme un point fixe, autour duquel les forces 
tendent à faire tourner le système de leurs points 
d*application , liés entre eux d'une manière inva- 
riable , le moment de la résultante est égale à la 
somme des momens des forces qui tendent à faire 
tourner dans le même sens qu'elle, moins la somme 
des momens des forces qui tendent à faire tourner 
en sens contraire. 

Pour fixer les idées , supposons que les trois pre- 
mières forces P, P', P", tendent à faire tourner dans 
nn même sens , et toutes les autres dans un sens 
opposé. Reprenons laverie de réductions du n» 46. 
Soient Q la résultante de P et P', et Q' celle 
de Q et P", ou de P, P', P". Soient aussi ji, p', p", 
ç, if, les perpendiculaires abaissées du centre des 
momens sur les directions de P, P', P", Q, Q' j nous 
aurons , d'après ce qu'on vient de voir, 

Qj = p;. + Fj/, w = Qî + py. 



et , par conséquent , 

Q'î' = I^) + P'p' + P'y 

De même si l'on désigne par Q^ la résultante de 
toutes les autres forces P'", P'^ , etc. ; par g^ la per- 
pendiculaire abaissée du centre des momens sur sa 
direction j par p"'> />'*> etc., les perpendiculaires 
abaissées du même poiut sur les directions P'", 
pi* , etc., on aura aussi 

Q,g, = Fy + P"pit + etc. 

Or, la résultante R de toutes les forces données 
sera celle des deux forces Q' et Qp si, donc, on re- 
présente par r la perpendiculaire abaissée du 
centre des momens sur la direction de R , et si l'on 
considère que ces forces Q' et Q, tendent à faire 
tourneren sens opposés , on aura 

selon que Q'g' sera plus grand ou moindre que Q^g,. 
Dans le premier cas , la force R tendra à faire tour- 
ner.dans le même sens que la force Q-, et, consé- 
queroment-, dans le même sens que les trois 
forces P, P', P". Nous supposerons que ce soit ce 
premier cas qui ait lieu, et en substituant pour 
QV ®^ Qi9j leurs valeurs , nous aurons alors 

Rr=:Pp + Py + P'y— P"y"— Pn|»«î-.etc; (1) 

équation qui renferme le théorème qu^on voulait 
démontrer. 

En supposant que le centre des momens soit le 
point d'appui du levier auquel les forces P, P', 
P'', etc., sont oppliquées, il faudra, pour l'équi- 
libre de ce levier, qu'on ait 

Pf + Py -I- py — P'V" — Pit|,if — etc.=0, (2) 

puisque dans ce cas, ces forces doivent avoir une ré- 
sultante qui doit passer par le point d'appui (no 46), 
et pour laquelle on a donc r=:0. 

48. On peut rendre l'équation (I) plus générale, 
en supposant que par des décompositions et re- 
compositions des forces P, P', P'', etc., on les ait 
transformées en d'autres forces S, S', S", etc., dont 
l'ensemble soit équivalent aux forces données. En 
désignant par #j sf-, ê'\ etc., les perpendiculaires 
abaissées du centre des momens sur les directions 
de S, S', S", etc., on trouvera, par le même raison- 
nement que dans le numéro précédent, 



S, + S' y -H S" *" -I- etc. = Pp -f P» p^ + V^f — F^'p'" -^ PwpiT — etc. \ (3) 



équation dans laquelle on devra prendre avec le 
signe -f*) les momens des forces S, S', S", etc., qui 
tendent à faire tourner dans le même sens que P, 
P', P"; et avec le signe — , les momens de celles 
qui tendent à faire tourner dans le même sens 
que F", P«», etc. 

Le cas particulier où les forces P, P', P", etc., 
sont irréductibles à une seule , est compris dans 
cette dernière équation. Soient alors S et S^ deux 
forces égales, parallèles et non directement oppo- 
téesf et appelons \ leur distance mutuelle. Si le 



centre des momens est situé entre leurs directions, 
on aura « -(~ '' = ^/ ^^^ tendront à faire tourner 
dans le même sens autour de ce point ; on don- 
nera donc le même signe à leurs momens , et il eo 
résultera 

S# -(- SV = S^ 

Si, au contaire, le centre des momens n^est pas com- 
pris entre S et S', et qu'on suppose s > ê\ ou aura 
§^^tf=zh; ces doux forces tendront à faire tourner en 
sens opposé j on devra donner le9igne*f> au moment 
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tïe S et lo signe — au moment de S^; et il en résnltera 

Par conséquent , l'équation (3) deriendra toujours 
SA = Pp + py + pyr_p*r^,_p,^^^ _^^ 

Son second membre se composant de quantités 
qui sont toutes données, il en résulte que si les 
valeurs de S et A Tiennent à changer , leur produit 
demeurera constant, ainsi qu'on l'avait déjà dit 
plus haut. 

On conclut aussi de cette dernière équation que , 
quand son second memhre est nul , les forces don- 
nées ne peuvent pas tomber dans le cas d'eicep- 
tion où elles sont irréductibles à une seule j il s'en- 
suit donc que l'équation (2) exprime à la fois que 
les forces P, P', P", etc., ont une résulUnte unique, 
et que cette résultante passe par le centre des mo- 
mens; par conséquent , elle est l'équation néces- 
saire et suffisante pour l'équilibre du léyier dont 
ce centre est le point d'appui. La résultante R que 
l'on obtiendra par la série des réductions du n» 45, 
exprimera la charge qu'il aura à supporter ; quand 
çUe sera nulle, les forces P, P', P", etc., se feront 
équilibre dans leur plan sans le secours de ce 
point fixe. 

49. La condition de l'équilibre dans le levier 
peut aussi s'exprimer por une équation analogue à 
la formule (s) du n» 39. 

Soient, par exemple, M, M', M" (fig. 18), les 
points d'application des trois forces P, P', F', qui 
agissent sur le levier ECF, suivant des directions 
lÀ, M'A', M" A", comprises dans son plan. Faisons 
tourner infiniment peu ce levier autour de son 
point d'appui C , de sorte que M , M', M", viennent 
tnm, mf,m". D'après la définition du n» 39, les 
arcs infiniment petits Mm, MW, M"in", que l'on 
peut prendre pour des lignes droites , seront les 
vitesses virtuelles des points d'application M , M', 
M", des trois forces que l'on considère. J'abaisse 
de m, m', m", des perpendiculaires ma, m'a'^ m!'a", 
sur les droites MA, M'A', M"A", ou sur leurs pro- 
loogemens) Ma sera la projection de Mm sur la di- 
rection même de la force P qui tend à faire tour- 
ner le levier dans le sens de la rotation qui a ou 
lieu 5 M'o' et M"a" seront les projections de M'm' et 
M"m" sur les prolongemens des deux autres forces 
P* et P" qui tendent k te faire tourner dans le sens 
opposé. Pour cette raison , je considère la pre- 
mière de ces projections comme une quantité po- 
sitive, et les deux autres comme des quantités 
négatives. Je représenterai ces trois quantités 
par «, V, 4sr". 

Cela posé, en vertu du principe des vitesses vir- 
tuelles, la somme des forces données multipliées 
respectivement par les projections ainsi définies 
des vitesses virtuelles de leurs poinU d'application, 1 



est nulle dans le cas de l'équilibre, et réciproque- 
ment l'équilibre a lieu quand cette somme est 
zéro; en sorte que l'équation d'équilibre du le- 
vier est 

p« + FV + P' V = ; (4) 

et, en effet , il est aisé de vérifier qu'elle coïncide 
avec celle que l'on a déduite de la considération des 
momens. 

Pour cela , désignons par^, f/, ^\ les perpen- 
diculaires CG, CG', GG", abaissées du point G 
sur les directions des forces P, P', P"; par c, é, é\ 
les distances CM , CM», CM", de leurs points d'appli- 
cation au point C j et par y, y\ y^\ les vitesses vir- 
tuelles Mm, M'm^, M"m". L'arc infiniment petit Mm 
se confondant avec sa tangente , les triangles Mma 
et CMG ont leurs côtés perpendiculaires l'un à 
l'autre, et sont semblables ; on a donc 

Ma : Mm •: CG : CM; 
et à cause de 

Ma = .», Mm = y, CG=|i, CM = c, 
on en déduit 



On aura de même 



«» = — 




«" = —. 




en observant que «* et V sont , par hypothèse , des 
quantités négatives. De plus, la forme du levier 
étant supposée invariable , les trois arcs Mm, M'm'^ 
M"m", décrits en même temps, répondent à un 
même angle ; et en les divisant par leurs rayons res- 
pectifs CM , CM', CM", on aura trois rapports égaux. 
En désignant par 6 la grandeur commune de ces 
rapports, on aura donc 



f 



o c* c'r 



/' 



et , par conséquent, 

• = pe, •' = — p'a, v = — !,"«. 

Or, si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (4), 
et qu'on supprime ensuite le facteur commun à 
t<ius ses termes , eUe deviendra 

Pp — Fp' — P"p" = 0; 

ce qui est effectivement Téquation d'équilibre du 
levier que nous considérons. Réciproquement , si 
l'on multiplie cette dernière équation par •, elle se 
changera dans l'équation (4). 

Le raisonnement serait évidemment le même , 
quels que fussent le nombre des forces données P, 
P', P", etc, et le sens dans lequel elles tendent 
i faire tourner le levier. 



CHAPITRE m. 



DB LA COMPOSITION ET DE LEQUILIBRB DBS FORCES PARALLELES. 



50. La composition des forces parallèles se 
déduit, ainsi qu^on Ta tu précëdemment (n« 43), 
de la règle du parallélogramme des forces, en con~ 
sidérant les forces données comme des forces dont 
le point de concours est à Tinfini ; mais en s*ap- 
puyaut toujours sur cette règle, on peut aussi 
obtenir la résultante de deux forces parallèles par 
un autre moyen qo*il est bon de connaître. 

Soient P et Q les deux composantes, agissant 
aux points E et F de la droite inflexible EF, suivant 
les directions parallèles £A et FB, dans le même 
sens (fig. 19), ou en sens opposés (fig. 20). On ne 
changera rien à ce système de forces, en appli- 
quant aux extrémités de cette droite des forces 
égales, dirigées en sens contraire Tune de Tautre, 
suiTant ses prolongemens £C et FD , et dont la 
grandeur commune sera représentée par S. Je 
prends la résultante des forces P et S appliquées au 
point £, qui sera une force P' agissant suivant 
une droite EA' comprise dans Tangle AECj de 
même la résultante des forces Q et S, qui agissent 
an point F, sera une force Q' dirigée suivant une 
droite FB', comprise dans l'angle BFD ; et si Ton 
excepte le cas du no 44, où les forces données 
P et Q sont égales et agissent en sens opposés, les 
deux droites EA' et FB' ne seront pas parallèles. 
Par conséquent, en supposant leur point dUnter- 
eection K lié invariablement à la droite EF, il sera 
permis de le prendre pour le point d^application 
commun aux deux forces P' et Q' (n» 41). Parce 
point R, je mène les droites E'F' et RH', parallèles 
à la droite EF et k la direction des forces P et Q , 
pais je décompose chacune des forces P' et Q' 
suivant ces parallèles : il est évident qu^on retrou* 
vera de cette manière les composantes S et P, di- 
rigées suivant RE' et RH, et les composantes S et 
Q, dirigées suivant RF' et RU (fig. 10), ou suivant 
RF' et RH' (fig. 20). Nous aurons donc les quatre 
mêmes forces qu^auparavant , mais appliquées 
tontes quatre à un même point R. En supprimant 
les deux forces S, il restera les deux forces P et Q, 
dirigées suivant la même droite RH, dans le cas 
de la figure 10, ou suivant cette droite RH et son 
prolongement RH', dans le cas de la figure 20, qui 
suppose que Q est la plus grande des deux forces 
données. Donc, la résultonte de ces deux forces 



leur sera parallèle ; et en la désignant par R, nous 
aurons 

» = Q±P, 

selon qu^elles seront dirigées dans le même sens 
ou en sens opposés. 

Pour déterminer le point , où sa direction vien- 
dra couper la droite EF ou son prolongement , je 
supposerai que E' et F' soient les intersections des 
lignes A£ et BF avec la droite E'F'; les deux qua- 
drilatères EE'RO et FF'RO seront des parallélogram- 
mes; et si Ton prend leurs diagonales RE et RF 
pour représenter les résultantes P' et Q', on aura 

S : P :: Eo : RO, 
s : Q : : FO : RO ^ 

pour les rapports des composantes. On conclut 
de là 

P : Q : : FO : EO j 

ce qui fera connaître la position du point qtt*on 
pourra prendre pour le point d^application de la 
résultante R. 

On en déduit aussi 

P : Q ± P : : FO : EF , 
Q : Q ± P : : EO : EF , 

les signes supérieurs se rapportant à la figure 10, 
et les signes inférieurs à la figure 20 ; en ayant 
égard à la valeur précédente de R , on aura donc, 
dans les deux cas, 

P : Q : R : : FO : EO : EF ; 

ce qui montre que chacune des trois forces P, Q, 
R, est proportionnelle à la distance comprise 
entre les points d^application des denx autres. 

Cette proportion , et , par suite , la position du 
point 0, sont indépendantes de Tangle sous lequel 
les directions des forces données sont coupées par 
la ligne EF , qui peut être une droite quelconque 
aboutissant par ses extrémités à ces deux direc- 
tions. 

61. On résoudra maintenant, sans aucune diffi- 
culté, toutes les questions qui peuvent se présen- 
ter sur la composition des deux forces parallèles en 
une seule et sur la décomposition d\me force en 
deux autres qui lui soient parallèles. Nous n'en- 
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trerons dans ■ucun détail à ce sujet ; et nous ne 
reviendrons pas non plus sur le cas particulier 
des forces égales et non directement opposées, que 
nous avons exclu de la démonstration précédente 
et qui a été suffisamment examiné dans le n» 44. 

Je vais actuellement considérer un nombre quel- 
conque de forces parallèles , dont une partie agit 
dans un sens et Tautre partie dans le sens opposé, 
qui sont situées ou non situées dans un même plan, 
et appliquées k des points liés entre eux d^une ma- 
nière invariable , par exemple , à différens points 
d*un corps solide. 

En composant deux de ces forces en une seule, 
puis celle-ci et une troisième encore en une seule, 
et ainsi de suite, on parviendra à déterminer la 
grandeur et la position dans Tespace de la résul- 
tante de toutes les forces données, à moins que les 
deux dernières forces qu^on aura à considérer ne 
tombent dans le cas d^exception du no 44. Cette ré- 
sultante sera évidemment parallèle à la direction 
commune des composantes ; de plus, elle sera 
égale à la somme de celles qui agissent dans un 
même sens, moins la somme de celles qui agissent 
en sens contraire, et elle agira dans le sens de la 
plus grande somme. Si donc on regarde les unes 
comme des quantités positives, et les autres comme 
des quantités négatives (no 11) , qu*on les repré- 
sente toutes par P, P', P", etc., et leur résultante 
par &, on aura toujours 

B = P + F -1- P" + etc. 

62. Si les forces données viennent à tourner au- 
tour de leurs points d*application sans cesser d^étre 
parallèles , leur résultante tournera aussi autour 
d'un des points de sa direction; car son point d'ap- 
plication, qu'on trouve en composant successive- 
ment les forces données, comme on vient de l'indi- 
quer, ne dépend en aucune manière de la direction 
commune de ses forces, et reste, conséquemment 
le même quand cette direction vient à changer. 

Ainsi , par exemple, supposons que les forces 
données soient au nombre de trois, P, P', P", di- 
rigées suivant les droites MA, M'A', M"A" (fig. 21). 
Soit d'abord NB la direction de la résultante de P 
et P', qui sera égale à P -|- P' ; soit ensuite H'H' la 
direction de la résultante de P-f-P' et P"; cette 
dernière force P" étant supposée, dans la figure, 
agissante en sens contraire de P et P' , et plus 
grande qneP-|-P'. Concevons maintenant que les 
trois forces P , P', P", tournent autour des points 
H, M', Wj en conservant leur parallélisme et le 
sens relatif de leurs actions. Soient Ha, Wa'j M"a"^ 
leurs nouvelles directions. Dans ce nouvel état, 
la résultante des forces P et P' rencontrera la 
droite HIH' au même point N qu'auparavant, puis- 
que la position de ce point ne dépend que du rap- 
port des composantes, et nullement de Tangle que 
la droite HH' fait avec leurs directions (no 50) ; 
elle sera présentement dirigée suivant la droite 
Hb parallèle à Ha et tt!a!, et encore égale à P -f P\ 



Par la même raison, la résultante de P-(-P' et P" 
rencontrera le prolongement de la droite HH' au 
même point N' qu'auparavant, et sera dirigée sui- 
vant une droite N'6' parallèle & 116; par conséquent, 
les trois forces P, P', P", tournant autour de leurs 
points d'application H, M', M'', leur résultante 
tournera aussi autour d'un même point N'. 

63.; Nous appellerons centré des forcée parallèles 
le point dans lequel viennent se couper toutes les 
directions successives de la résultante, quand ses 
composantes tournent autour de leurs points d'ap- 
plication, qu'on suppose invariables. 

On verra par la suite combien le centre des 
forces parallèles est important à considérer , sur- 
tout dans les questions relatives à l'équilibre et au 
mouvement des corps pesons. On peut déjà obser- 
ver que si un corps solide est sollicité par des 
forces parallèles quelconques , que l'on détermine 
le centre de ces forces, et qu'on le suppose fixe, 
l'équilibre aura lieu dans toutes les positions que 
le corps pourra prendre autour de ce point, pourvu 
que les forces données restent toujours parallèles 
et appliquées aux mêmes points de ce corps ; car 
alors leur résultante passera constanunent par le 
point fixe , ce qui suffit pour qu'elle soit détruite. 

les coordonnées du centre des forces parallèles, 
rapportées à trois axes rectangulaires, dépendent, 
comme on va le voir, des produits de ces forces 
multipliées par les coordonnées de leurs points 
d^application. A cause que ces produits se présen- 
tent dans un grand nombre de cas, on leur a donné 
un nom particulier; on appelle moment ffunê 
force par rapport à un plan, le produit de cette 
force et de sa distance à ce plan. Ainsi, P 
étant l'intensité d^une force appliquée en un 
point dont les coordonnées sont s, y, z, les pro- 
duits Vzj Vy, VSj seront ses momens par rapport 
aux plans des s et y, des x et s, des y et z. Les 
momens de cette espèce n'ont rien de commun , 
en général, avec les momens par rapport à un point 
qu'on a définis dans le no 42. Ceux-ci dépendent 
de la direction de la force, et sont indépendans de 
son point d^opplication ; les momens par rapport 
à un plan dépendent , au contraire, de la position 
du point d'application de la force , et sont indé- 
pendans de sa direction. On ne fait usage des 
derniers que dans le cas des forces parallèles ; en 
sorte qu'ils peuvent être des quantités positives 
ou négatives , à raison du signe de la force et des 
coordonnées du point où elle est appliquée. 

64. Soient M, M', M", etc. (fig. 22) , les poinU 
d'application des forces parallèles P, P', P", etc. , 
dont il sera inutile d'indiquer les directions. Me- 
nous arbitrairement trois axes rectangulaires O^r, 
Oy, Oz, qui seront ceux des coordonnées ; dési- 
gnons par X, y, z, les coordonnées de M ; par s*, y', 
z^, celles de M', par «", y", js"^ celles de M", etc. ; 
et supposons que toutes ces coordonnées et ces 
forces sont des quantités données qui peuvent 
être positives ou négatives. Soient encore Q, Q', 
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Q'', etc. , les projections des poinUH, M', M", etc., 
sur le plan des jr et y ; en sorte qu^on ait 

MQ = a , M'Q' = s', M"Q" = s", etc. 

Enfin, représentons par jr^ , <fi , Xi , les trois 
«^ordonnées du centre des forces parallèles dont 
il s^agit de trouver les valeurs. 

La résultante P+P' des deux forces P et P' 
rencontrera en un point N la droite HH' ou son 
prolongement, selon que ces deux forces seront 
de même signe ou de signe contraire ; mais dans 
les deux cas on aura 

P' : P + P' :: HN : hlw. 

Soit K la projection de II sur le plan des x et y. 
Par le point M, menons la parallèle MGH à la droite 
QKQ', qui rencontre les droites NK et H'Q' aux 
points G et H, de sorte qu^on ait 

HQ = GR =2 HQ'i 

on aura aussi 

HN : 11' :: ng : vh ; 

et de cette proportion jointe à la précédente, on 
conclura 

(P + P') HG = P». l'H. 

A cette équation, j'*ajoute Téquation identique 

( P + F ) GR = P. IQ + P*. HQ'; 

ee qui donne 

( P + F ) NR = P« + P' V. 

La résultante des deux forces P -|- P' et P'' ren- 
contrera en un point N' la droite NI'' ou son pro- 
longement, selon que ces deux forces auront le 
même signe ou des signes contraires ; et si R' est 
la projection de Pf sur le plan des s et y, on trou- 
vera, comme dans le cas précédent, 

(P + pf + p»/) p|»K'= (P -I- P') NR + P"*"; 

par conséquent, on aura 

( p + p» + pn ) Iî'R'=: P45 -I- F s' + P"*". 

On continuera de même jusqu'k ce qu^on ait 
épuisé toutes les forces données P, P', P", etc. ; 
et si R est leur résultante totale, on aura finalement 

Rsi = Ps + P'js' + P"js" + etc. 

La figure 22 suppose que tous les points 1', 1', 
1" , etc. , N , N' , etc. , sont situés d^un même câté 
du plan des x et y , ou que leurs ordonnées paral- 
lèles k l'axe des x sont toutes de même signe ; mais 
il est aisé de voir que si Téquation précédente est 
▼raie dans ce cas , elle le sera encore lorsque ces 
coordonnées seront en partie positives et en partie 
négatives. En effet, transportons le plan des s et y, 
parallèlement à lui-même , à une distance quel- 
conque h de sa position primitive. Par rapport à ce 
nouveau plan, soient Z, Z', Z", etc., les coordon- 
nées de ffl, 1', H", etc., et Zi, celle du centre des 



forces parallèles, de sorte qu'on ait 

Z,=s,^A, Z=js— ik, Z'=s'— A,Z"=s"— k,etc.; 

si Ton retranche de Téquation précédente Téqua- 
tion identique 

Rfcr=PA +P'A + F"A + etc., 

il en résultera 

RZ, = PZ + P'Z' + P"Z" + etc.} 

équation dans laquelle les ordonnées Z, Z', Z", etc., 
peuvent être positives ou négatives. 

On voit donc que, dans tous les cas, le moment 
delà résultante d^un nombre quelconque de forces 
parallèles par rapporta un plan choisi arbitraire- 
ment, est égal à la somme des momens de ces 
forces par rapport au même plan. 

65. En prenant successivement les momens par 
rapport aux trois plans des coordonnées, on aura, 
diaprés les notations précédentes, 

Rjr» = Px + PV + V»s" + etc., ) 
Ryi == Py + Py + PV' + etc. , (1) 
Rs, = Ps + P's' + P"," + etc. ; ' 

et à cause de 

R = P + P' + P" + etc., (a) 

les trois coordonnées du centre des forces paral- 
lèles seront complètement déterminées. En menant 
par ce point une droite parallèle aux forces don- 
nées, dans le sens indiqué par le signe de R, on 
aura la direction de la résultante. Ces quatre équa- 
tions renfermeront , de la manière la plus géné- 
rale, la théorie des forces parallèles. 

La somme des momens des forces P, P', P", etc., 
est égale à zéro, par ropport k tout pion passant 
par le centre des forces parallèles ; car, en prenant 
ce plan pour celui des s et y, il faudra qu^on ait 
«j = 0^ et , conséquemment, 

Pi +Pz' + P"s" + etc. = 0. 

Dans le cas particulier où P, P', P", etc. , se ré- 
duisent k deux forces égales , agissent en sens op- 
posé, leur somme R est égale k zéro; ce qui rend 
infinies les valeurs de Si , y% , s,. Le centre 
des forces parallèles est donc alors situé à lUnfini, 
ou plutôt ce centre n'existe pas , non plus que la 
résultante. 

60. Lorsque tous les points d'application 1, 1', 
1", etc., des forces données sont situés daifS un 
même plan, il est évident, par la nature du centre 
des forces parallèles (n» 62), que ce point, s'il 
existe, devra aussi se trouver dans ce plan ; c^est 
aussi ce que Ton peut conclure des équations 

En désignant par a, h, c, trois constantes don- 
nées, on aura, dans ce cas, 

js = ax -(- ^ + ^9 

s'=: ox'+ 4y'+ «» 
s"= ax"+ fty"+ c, 

etc. 
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Je substitue ces Taleon de », ^, é\ etc., dans la 
troisième équation (1) î il tient 

R», = ( Px + P'ar' + PV + etc.) a 
+ (Py + Py + P"y" + etc.) h 
+ ( P + P' 4. P" + etc.) c. 

En tertu des deux autres équations (1) et de Té- 
quation (2) , on peut remplacer par R^i , Ryi , 
R, les coefficiens de a, h, c; et en supprimant en- 
suite le facteur commun R, on a 

ce qui montre que le centre des forces parallèles 
appartient au plan des points M, U', M", etc. 

Lorsque tous ces points sont sur une même 
ligne droite, ce centre s^y trouve également ; et il 
suffit de la première des équations (l) pour détermi- 
ner sa position, en prenant cette droite pour l'axe 
des «. Si, de plus, les forces P, P', P", etc., sont 
perpendiculaires à cette droite, les moniens que 
nous considérons actuellement se confondent avec 
les momens par rapport à un point , qui est ici To- 
rigine des abscises x, et la première équation (I) 
coïncide avec Téquation (l) du n» 47. Il est aisé de 
voir, en effet, que parmi les forces données P, P', 
P", etc., celles qui tendent à faire tourner autour 
du point dans le même sens que la résultante R, 
sont toutes les forces qui ont le même signe que 
leurs distances 9^ %^, s^\ etc., à ce point, et que 
celles qui tendent à faire tourner dans le sens 
opposé, sont les forces qui ont un signe contraire à 
celui de ces mêmes distances ; par conséquent, les 
momens des premières s^ajoutent, et ceux des 
dernières se retranchent, conformément à Ténoncé 
dn numéro cité. 

67. Les équations d^équilibre des forces parallè» 
I9S P, P', P", etc., se déduisent aisément de la 
théorie qu'on vient d^exposer. 

S'il n'existe aucun point fixe dons le système, il 
faut, pour l'équilibre, qu'en séparant l'une de ces 
forces, par exemple la force P, toutes les autres 
aient une résultante qui soit égulc et directement 
opposée à P. Soit doncR' la résultante des forces 
P', P", etc. \ puisque les forces P et R' sont égales 
et dirigées en sens contraires, elles doivent être 
égales et de signes différens , ou , autrement dit, 
on doit avoir P -)- R'= 0. Sais R' est la somme des 
composantes P', P'', etc. \ il en résulte donc, pour 
la première équation d'équilibre, 

P + P' + pw + etc. = 0. (o) 

Pour exprimer , en outre, que les forces P et R' 
sont directement opposées, soient «, C, ^, les trois 
coordonnées du centre des forces parallèles P' 
P", etc., de manière qu'on ait 

R'. = P'«' + P"*" + etc. , 
R'C = py + P"y" + etc. , 
RV = P^s' + P"a" + etc. 

Ce centre étant le point d'application de leur ré> 



sultante R', il sera nécessaire qa^il se trouve sur 
la direction de la force P, pour que R' soit direc- 
tement opposée à cette force, ou, ce qui revient au 
même, ce centre et le point d'application H de la 
force P doivent être sur une même parallèle à la 
direction commune des forces données. Si donc on 
prend, pour plus de simplicité, le plan des s fXy 
lierpendiculaire à cette direction, il faudra que ces 
deux points soient situés sur une même perpendi* 
culairc à ce plan; ils'anront alors la même projec- 
tion sur ce plan; par conséquent, leurs coordonnées 
seront les mêmes parallèlement aux axes des x et 
y^ de sorte que l'on aura 

• = a? , C = y. 

Je substitue donc jt et y à la place de • et C dans 
les deux premières équations précédentes, et, a 
cause de R'= — P, il vient 

Px + P'«' + P"«" + etc. := 0, 



Py + PV + P"y ' + ctc 



:=:;(« 



équations qui signifient que la somme des momens 
de toutes les forces P, P', P", est nulle, etc., par 
rapport aux pions des x et z, et des y et %, pa- 
rallèles à leur direction. 

Ainsi , l'équilibre de ces forces exige que les 
équations (a) et (6) aient lieu en même temps. Ré-> 
ciproquement, quand ces trois équations sont sa- 
tisfaites, l'équilibre existe; car si l'on considère la 
résultante R' de toutes ces forces moins une, on 
aura, en vertu de ces équations, 

R' = — P , R'. = — P* , R'C = — Py , 

et, par conséquent, 

« = X, C = y; 

en sorte que cette résultante sera égale et directe- 
ment opposée à la force P , qu'on avait omise. Il 
n'est pas nécessaire, pour, cela, que les deux plans 
par rapport auxquels la somme des momens des 
forces données est zéro, soient perpendiculaires 
l'un à l'autre; il suffit qu'ils soient parallèles à la 
direction de ces forces ; et l'on peut aussi s'assu- 
rer facilement que si cette condition est remplie 
par rapport à deux plans parallèles à cette direc- 
tion, elle le sera également par rapport à tous les 
autres. 

Concluons donc que pour l'équilibre d'un sys- 
tème de forces parallèles, appliquées à un corps 
solide entièrement libre, il est nécessaire et il 
suffit: 

lo Que la somme de ces forces soit égale à séro ; 

2° Que la somme de leurs momens soit nulle 
par rapport à deux plans quelconques parallèles à 
leur direction commune. Quand toutes les forces 
seront comprises dans un même plan, cette se- 
conde condition sera déjà remplie par rapport à ce 
plan, et il suffira qu'elle le soit, en outre, par rap- 
port à un autre plan. 

6S. Si l'un des points de ce corps solide est sup- 
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posé fixe, il snflirty poor réqnîUbre des forces 
parallèles, que la somme de leura momeos soit 
nulle par rapport à deux pions passant par ce point 
et parallèles h leur direction, et il ne sera plus 
nécessaire que leur résultante soit égale à séro; 
cor alors les distances de cette résultante à ces 
deux plans seront nulles : elle coïncidera donc 
aTec leur intersection , et sera détruite par la ré- 
sistance du point fixe. 

Lorsque ce point sera le centre des forées pa- 
rallèles, la somme des momens sera séro par rap- 
port i tons les plans passant par ce point ; ptr 
conséquent, les forces données se feront équilibre, 
quelle que soit leur direction commune ; ce que 
nous sations déjà (n» 63). 

Si le corps solide est retenu par un axe fixe, au- 



tour duquel il ait seulement la liberté de toonier, 
il suffira, pour Téquilibre des forces parallèles ap- 
pliquées en ses différens points , que la somme de 
leurs momens soit égale à séro , par rapport au 
plan mené par cet asc poralièlement à leur direc- 
tion; car leur résultante tombant alora dans ce 
plan, elle y rencontrera Taxe fixe, et sera détruite 
par sa résistance. Lorsque Toxe fixe est lui-même 
parallèle aux forces données, le pion dont il s^agit 
est indéterminé; la condition d'équilibre s^éta- 
nouit par conséquent ; ce qui doit être , puisque 
des forces qui sont toutes parallèles à un axe fixe 
ne peuvent foire tourner un corps solide autour de 
cette droite, de sorte que, dans ce cas, Téquilibre 
a lieu indépendamment de leurs intensités et de 
leurs distances & cet oxe. 



CHAPITRE IV. 



CONSIDERATIONS GENERALES SUR LES CORPS PSSANS ET SUR LES CENTRES 

DE GRAVITE. 



60. On appelle indifféremment pesamieur ou 
^ravùé, la force qui précipite les corps vers la 
surface de la terre aussitôt quMls ne sont plus sou- 
tenus. Son action s^exerce sur tous les points ma- 
tériels, dans des directions perpendiculaires à 
cette surface, ou suivant des lignes verticales. Les 
directions prolongées de la pesanteur en différens 
lieux de la terre , convergent donc vers son centre, 
k cause de sa forme à pcn près sphdrique ; mais en 
ayant égard à la grandenr du royon terrestre , re- 
lativement aux dimensions des corps que Ton 
considère ordinairement, on peut supposer, sans 
errenr sensible, la pesanteur parallèle à elle-même 
dans toute Tétendue d^un même corps. 

L^observation a prouvé que Tintensité de cette 
force Tarie à la surfuce de la terre avec la latitude, 
et que sur une même verticale elle varie aussi avec 
Télévatiou au-dcssns de cette surface } mais il faut 
qne les changemens de hauteur et de latitude 
soient très considérables pour que ces variations 
deviennent sensibles, et elles ne le sont nullement 
dans retendue d^un corps de dimensions ordinaires. 
€0. On conclut de là qne la résultante des forces 
parallèles en nombre infini, qui agissent sur tous 



les points d*un corps pesant , est indépendante de 
sa forme ; cette résultante est ce qu^on appelle le 
poids du corps. Dans les corps homogènes, le poids 
est évidemment proportionnel au volume; mais 
une expérience journalière nous montre que les 
corps de nature différente n^ont pas le même poids 
sous le même volume; ce qui peut provenir de ce 
que Pattnction de la terre , qui est la cause prin- 
cipale de la pesanteur, comme on le verra par la 
suite, dépend de la nature des points matériels sur 
lesquels elle agit , ou bien , de ce que les corps 
hétérogènes renferment, sous des volumes égaux, 
des quantités différentes de points matériels éga- 
lement pesans. Nous expliquerons , dans un autre 
chapitre , comment on a conclu , du mouvement 
observé des corps pesans , que cVst le second de 
ces deux cas qui a lieu dans la nature. 

Il en résulte que le poids d'un corps quelconque 
est en raison composée de sa masse et de Tintensité 
de la pesanteur dans le lieu où il est situé. Ainsi, 
en appelant P ce poids, M la masse, et ^ le mesure 
de la gravité, on a 



P =gV. 



K 
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Cette quantité g., indépendante de la nature par- 
ticnlièrc de chaque corps, est, comme on Toit, le 
poids de celui dont on prend arbitrairement la 
masse pour unité. On verra par la suite comment 
sa ▼aleur a été déterminée en diffcrens points de 
la terre, diaprés le mouvement des corps >80umis à 
la seule action de la gravité. 
Nous pouvons aussi écrire 

en désignant par « le poids du corps sous Punité 
do volume, et son volume par V. Le poids « est ce 
qu^on appelle la pesanteur spécifique du corps cpie 
Ton considère; dénomination impropre, puisque 
la pesanteur est commune à tous les corps d'es- 
pèces différentes, et qu'on devrait remplacer par 
celle de poids spécifique. 

Enfin, si Ton représente par D la masse, sous 
Tuntté de volume, du corps que Ton considère, D 
sera ce qu'on nomme la densité de ce corps, et 
Ton- aura 

M = BV, P = ^dV. 

Telles sont les équations qui ont lieu entre les 
cinq quantités P, g. M, D, V, dont chacune doit 
être exprima" ^numériquement , en la rapportant à , 
une unité^ son espèce. 

61. te gramme, ou Tunité de poids, est celui 
d'un centimètre cube d'eau distillée et prise à son 
maximum de densité , qui répond à environ 4° du 
thermomètre eentigrade. Ce poids varie avec le 
lieu qu'il occupe ; mais comme les poids des autres 
corps, qu'il sert à peser, varient exactement dans 
le même rapport, il s'ensuit que le poids d'un corps 
quelconque, exprimé en grammes, est partout le 
même , et qu'on n'a pas besoin de dire en quel 
endroit il a été déterminé. D'après les expériences 
de M. HallstrÔm, le poids du centimètre cube d'eau 
distillée, -à la température zéro, est 

gram. ,9998918. 

On prend ooinra«nëment pour unité de densité, 
celle de l'eau distillée à cette dernière température. 
Les densités d'un grand nombre de substances ont 
été déterminées par Texpérience, et exprimées en 
nombres au moyen de cette unité. Ainsi, par exem- 
ple, la densité du mercure & cette même tempéra- 
ture est 

13,6976, 

et elle augmente ou diminue de 




pour chaque degré de diminution ou d'augmen- 
tation de la température. La densité de Tair, prise 
aussi à la température de la glace fondante, sous 
la pression barométrique de 76 centimètres et à 
l'Observatoire de Paris, a été trouvée égale à 



769,4' 



et, pour chaque variation d'un degré dons la tem- 
pérature, elle varie, en sens contraire, de 

0,00376, 

comme celle de tout autre gas. 

Le poids de la colonne de mercure qui exprime 
la pression barométrique , variant avec la latitude 
et Télévation au-dessus de la surface de la terre , 
la densité de l'air , soumise à une pression d'une 
hauteur donnée, varie en même temps. Voilà pour- 
quoi il ne suffit pas d'assigner cette hauteur; il 
faut encore dire à quel lieu elle se rapporte, comme 
ici à l'Observatoire de Paris. Le rapport de la den- 
sité du mercure à celle de l'air , qui répond aux 
nombres précédons, est 

10462. 

Dès qu'on attribue un phénomène, tel que la 
chaleur, par exemple, à une substance matérielle, 
cette substance est soumise à la pesanteur ; et l'ex- 
pression impondérable ne doit s'entendre que d'une 
matière dont la densité est si faible, qu'elle échappe 
à tous nos moyens d'investigation ; en sorte que 
sa présence n'augmente ni le poids ni la masse 
mesurable du corps dont elle fait partie, en 
quelque quantité qu'elle s'y trouve. 

62. Les poids sont les forces qui nous sont le 
plus familières, et dont nous pouvons, au moyen 
de la balance, déterminer les rapports avec le plus 
d'exactitude et de facilité. C'est pourquoi il est 
naturel de les faire servir de terme de comparai- 
son aux forces d'une autre nature. Ainsi , lorsque 
la force musculaire d'un animal , ou toute autre 
force , agit sur un corps par l'intermédiaire d'une 
corde attachée à sa surface, nous pouvons toujours 
concevoir que cette force soit équivalente à un 
certain poids déterminé , et nous pouvons même , 
sans changer sa direction, remplacer son action 
par celles de ce poids, en le suspendante l'extré- 
mité de la corde, après avoir fait passer celle-ci 
sur une poulie fixe convenablement placée. 

Le poids fournit la mesure la plus commode de 
la masse ; sans le secours de la pesanteur, il serait, 
en effet , très difficile de déterminer le rapport des 
masses de deux corps. On verra par la suite qu'on 
pourrait, à la rigueur, le conclure du choc mutuel 
de ces corps ; mais il est beaucoup plus simple 
de remplacer le rapport des masses par celui des 
poids, auquel il est égal en chaque lieu de la terre, 
en vertu de l'équation P=r^]|[« Toutefois, on doit 
avoir une idée préalable de l'égalité et du rapport 
des masses , indépendamment de la pesanteur qui 
n'est qu'une propriété secondaire des corps, puis- 
qu'elle deviendrait tout-à-fait insensible, sans que 
les masses eussent changé , en les transportant à 
une distance suffisamment grande de la terre. Nous 
reviendrons sur ce point dans un autre endroit de 
cet ouvrage. 

63. Puisqqe tons les points d'un corps pesant 
sont sollicités par des forces parallèles , il s'ensuit 
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que Si on lui fait prendre successivement diverses 
positions par rapport à la direction de ces forces, 
leur résultante passera constamment par un cer- 
tain point de ce corps. Ce point, que nous avons 
appelé , en général , centre dâs forces paraUà/ea 
(tt'' 63] , prend ici le nom particulier de centre de 
gravité. Sa propriété caractéristique dans les corps 
solides , qui ne sont soumis qu*à la seule action de 
la pesanteur, consiste en ce que, sM est supposé 
fiie , le corps auquel il appartient reste en équi- 
libre dans toutes les positions possibles autour de 
ce point , puisque , dans toutes ces positions , la 
Tésoltante des forces appliquées à tous les points 
du corps vient passer par le point fiie. 

On conçoit aussi que quand un corps solide pé- 
tant est retenu par un autre point fixe, il est néces- 
saire et il snifiC , pour Téquilibre , que la droite qui 
joint ce point et le centre de gravité soit verticale ; 
ce centre pouvant d^ailleurs se trouver au-dessus 
ou au-dessous du point fîse. En effet , le poids du 
corps étant une force verticale appliquée à son 
centre de gravité , sa direction coïncidera, dans 
cette bypothése, avec la droite qui joint ce centre 
et le point fixe , ou avec son prolongement ; par 
conséquent , cette force sera détruite par la résis- 
tance da point fixe ,. comme si elU j était immé- 
diatement appliquée. 

Par la même raison , si Ton suspend un corps so- 
lide pesant h un point fixe , par le moyen d'un fil 
dont l'extrémité inférieure est attachée à un point 
de SB surface, la direction de ce fil sera verticale 
dans Tétat d'équilibre, et son prolongement ira 
passer par le centre de gravité du corps. Il en sera 
de même si Ton suspend , une ou plusieurs autres 
fois, ce même corps au point fiie, en attachant 
rextrémilé inférieure du fil h d'autres points de sa 
surface. Les prolongemens du fil , tracés successi- 
vement -dans l'intérieur du corps, s'y couperont à 
•on centre de gravité; ce qui fournit un moyen 
pratiqaede déterminer la^position de ce centre dans 
un corps de forme quelconque, homogène ou hété« 
rogéne. 

Dans tontes les questions d'équilibre relatives & 
on corps solide , on pourra faire abstraction de la 
pesanteur de ses diverses parties, pourvu quW 
ajonte aux autres forces données qui agissent sur 
ce corps , une force égale à son poids , et appliquée 
Terticaleroent à son centre de gravité. Ainsi, par 
exemple , dans le cas de l'équilibre du levier , il 
faudu comprendre au nombre des forces données 
dont la somme des raomens doit être nulle, par 
rapport au point d'appui ( n» 47 ), le poids du le- 
vie» ugissant à son centre de gravité suivant la di- 
rection de la pesanteur. 

64. Lorsque Ton connaît les centres de gravité G 
et G' des deux parties d'un corps , et leurs poids p 
et ff, on en déduit immédiatement le centre de 
gravité K de ce corps; car ce centre est le point 
d'application sur la droite GG\ de la résultante 
des forces parallèles p et p*, qui agissent dans le 



même sens h ses extrémités G et G' ; et , pour en 
déterminer la position , on a coaséquemment 

GK : GC : : |)' : p + ^. 

De même, si l'on connaît les centres do gravité K. 
et G d'un corps et de l'une du ses parties, et que 
les poids du corps et de cette partie. soient P et p, 
on en conclura le centre de gravité G' de l'autre 
partie; car ce point -sera situé au delà du point K 
sur le prolongement de la droite GK , et sa distance 
ao point G- sera déterminée par la proportion 

GG' : GR :: P :.p — p. 

Si un corps est divisé en un nombre quelconque 
de parties dont les poids et les centres de gravité 
soient connus , on en pourra déduire son centre da 
gravité par une suite de proportions ; mais il con- 
viendra mieux do déterminer ses trois coordonnées 
an moyen du théorème relatif aux momens des 
forces parallèles (n» 64). 

Soient, pour cela , p, p\p'', etc. , les poids des 
différentes parties du corps, et P son poids total, 
de sorte qu'on ait 

V=zp+pf+ff* + etc. 

Soient'aussi ^, y, z, les coordonné.es du centre de 
gravite de la partie dont p est le poid»; s'^ y', m', 
celles dn centre de gravité de la partie dont le poids 
cst|i|; etc. Toutes ces quantités seront données par 
liypothèsc ; et. si l'on appelle ai , yi , mi , le» 
coordonnées du centre de gravité du corps entier, 
rapportées eux mêmes, axes que lès-précédentes, 
on aura , d'apis le théorème cité , 

P*i z= px + ffx^ + ff^x" + etc. , 
Py» = py + j/y' + p"y" + etc. , 
P*, = ps + j^z' + y »" + etc.^ 

ce qui fait connattre les valeurs de #i ^ yi , Si . 

06. On peut , dans ces équations , remplacer les 
poids par les masses auxquelles ils sont proportion- 
nels. En désignant donc par m, m', m", etc., les 
masses des différentes parties du corps dont les 
poids «ont représentés parp^ p'^ f/', etc., et repré- 
sentant par M la masse totale , de sorte qu'on ait 

M = m -(- m'-h m'' -f- etc., 

il'en résultera 

Mxi = mx + m'x' + m"jt" + etc. , i 
Myt = my -h m'y» + m' Y + etc., \ (1) 
■j, = nus + m'i' + m"V' + etc.; V 

ce qui montre que le centre de gravité est indé- 
pendant de l'intensité de la pesanteur, et qu'il 
sera toujours le même point du corps , à différentes 
latitudes et à différentes hauteurs au-dessus de La 
surface de la terre. En considérant que ce point ne 
suppose pas l'action de la gravité , et qu'il ne dé- 
pend que des masses et de leur disposition respec- 
tive, Ëuler et d'autres auteurs rappellent centre 
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^in9rti$i mais la dënomiaatioii de centre de gra- 
TÎté a plus géoéralement prévalu. 

Si la masse M a été divisée en un nombre infini 
de parties infiniment petites m, m', m*', etc., on 
pourra prendre tel point qu'on voudra de chacune 
d'elles pour son centre de gravité, puisque les 
coordonnées, suivant chaque axe, de tous les points 
d'un même élément , ne différeront entre elles que 
d'un infiniment petit. Les seconds membres des 
équations (1) se composeront alors d'une infi- 
nité de termes infiniment petits , dont les sommes 
seront des intégrales définies , d'après le théo- 
rème du n» 13 étendu aux intégrales multiples. Par 
conséquent, on pourra toujours , par les règles du 
calcul intégral , déterminer exactement ou par ap- 
proximation le centre de gravité d'un corps quel- 
conque, sans connaître celui d'aucunede ses parties. 

Dans un corps dont toutes les parties sont homo* 
gènes, leurs masses sont entre elles comme les vo- 
lumes ; on peut donc alors substituer les volumes 
aux masses , dans les équations (l)j et si Ton re- 
présente par y le volume entier, et par v, v\ t^', etc., 
ses parties correspondantes à i»^ m\ m"^ etc., on 
aura 

V =: r -f «' + •" + etc. , 
\xi = »* + tfx' + «'V + etc. , 
Vy. = v^ + i/y' + r"y" + etc. , 
V«, = ej + «^*' + »"*" + e^c. 

Le point quVn détermine par ces équations est le 
centre des forces parallèles appliquées à tous les 
points d'un corps,et proportionnelles aux élémensde 
son volume; ce point s'appelle le Centre de grotnié du 
volume , quoiqu'un volume n'ait ni masse ni pesan- 
teur. On appelle aussi centre de gravité d'une sur- 
face ou d'une ligne , le centre des forces parallèles 
appliquées à tous leurs points , et proportionnelles 
i leurs ëlémens. On déterminera ses coordonnées en 
remplaçant dans les équations précédentes , les 
volumes V, v, v', e"^ etc., soit par les aires de la 
surface et de ses parties, soit par les longueurs de 
la ligne et de ses parties. 

66. Les masses H , m, m'^ m!\ etc. , et les dis- 
tances mutuelles de leurs centres de gravité, sont 
liées entre elles par une équation facile à déduire 
des équations (1). 

Pour cela , plaçons l'origine des coordonnées au 
centre de gravité de H j ces équations deviendront 

■i* + m'as' + m"*" + etc. = 0, 
my + wy + m'y + etc. =: 0, 
mt + m'M^ 4" «"*" + etc. = 0. 

En faisant le carré de la première , on en conclut 

m* «» + w'« »'» -f. m"» ««• ^. etc. = 
— Zmm'xx' — 2m«f'*^' — ZmWx'x" — etc. 

J'ajoute, aux deux nombres de cette équation , la 
quantité 

m (m' +m» + etc.) *t -J- «' (« + »W-fetc.y • 
+ m" (m + «' + etc.) x"» + etc. ; 



il en résulte 

H (msi -f m'jr'* + m!'x"» + tic.)=mm! (s— ^> 
+ «m" (x — s")* + wW («' — x")* + etc. 

La seconde et la troisième équation (1) donneront 
de même 

H {my* + «y • + m'y'* + etc.)=f»m' (y— y*)» 
+ mm" (y — y")i + »W {y' — y")« + etc., 

M(ms« +mV« +«''s"« + etc.)=Bim'( s— s')» 
+ mm" (s — z*'y + m*m» (»' — j")« + etc. 

Or, si nous ajoutons ces trois dernières équations, et 
que nous fassions 

*• + y + »" = r« , 

*'* + y* + ''• = ''* I 

,". + y"l + ,". = fJf» , 

etc., 

(, -. a^y + (y _ y/)t + (. -. ,!).= ^. , 

(' -•")• + (y -y"> + (* -*")» = p'« , 

(^ — x»y + (y' -y^j- + (»' - j«)t = f". , 
etc., 

nous aurons 

H (mr« + mV* + m"f^« + etc.) = mm'f 
+ mm"ff* + m!myt + etc. , 

pour l'équation qu'il s'agissait d'obtenir, et dans 
laquelle f, p', f", etc., sont les distances mutuelles 
des centres de gravité de m , m', m", etc., et r, r*, 
r", etc. , les distances de ces points au centre de 
gravité de H. 

67. On déduit aussi des équations (1) une pro- 
priété curieuse de l'équilibre d'un point matériel 
entièrement libre. Voici en quoi elle consiste* 

Soit (fig. 23) le point en équilibre ; représen- 
tons en grandeurs et en directions , par les droites 
Ok , OA', OA", etc., les forces qui le sollicitent ^ si 
leurs extrémités A, A', A'', etc., sont les centres 
de gravité de masses égaies, le point sera le cen- 
tre de gravité de ce système entier. 

En effet, en appliquant les équations (1) à ces 
masses , et supposant que n soit leur nombre , on 
aura 

fi*i = « -J- «' + «" -f- etc. , 

»»y> = y + y* + y" + etc. , 

nsi = s -^ s' + s" + etc. 

D'un antre côté, si l'on désigne par «, C, ^, les an- 
gles que fait la force OA avec trois axes rectangu- 
laires menés par le point 0; par «', C, y.'^ ce que 
ces angles deviennent relativement à la force OA'; 
par a", C", y"^ ce qu'ils deviennent relativement à 
la force OA"; etc., les équations d'équilibre de ces 
forces seront 

OA ces • + OK' cos «' + OA" cos a," + etc. = , 
OA cos C + OA' cos C + OA" cos C" + etc. = , 
Okcosy + OA' cos >' + OA" cos >" + etc. = 0. 
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Or, en plaçant rorigine des coordonnées au point 0, 
on aura 

s = OA cos *, 3f = OA cos C , s == OA cos y , 
s* = OA' cos •', y' = A' cos C, j' = A' cos y' , 
j^nrOVcosa", y"=OA"cosC", »"=OA"cos>,", 
etc, , 

pour les coordonnées des points A , A', A", etc. En 
Tertn des équations d^équilibre , on aura donc 

s + x* + s" + etc. =r , 
y + y + y" + etc, = 0, 
« + j' + a" + etc. = ; 

d^où Ton conclut 

*i = 0, yi = 0, Si = , 

pour les coordonnées du ceAre de gravité des mas- 
ses égales ; par conséquent , ce centre coïncidera 
avec le point Oj ce qu'il s'agissait de démontrer. 

€S. U y a beaucoup de cas particuliers où le 
centre de gravité est immédiatement connu. Ainsi, 
le centre de gravité d'une sphère ou d'un ellipsoïde 



J 



est évidemment au centre de figure ; celui d'un pa* 
rallélipipèdo , à l'intersection de ses quatre diago- 
nales ; celui d'un cylindre à bases parallèles , au 
milieu de son axe. Le centre de gravité d'un cercle 
ou d'une ellipse est aussi au centre de figure, et 
celui d'un parallélogramme, à Tintersection des 
deux diagonales. Le centre do gravité d'une ligne 
droite est le milieu de cette droite ) d*où l'on con- 
clut sans difficulté le centre de gravité du contour 
d'un polygone quelconque , soit par une suite de 
proportions (n» 64), soit par les équations des mo- 
mens des forces parallèles. On voit de même que 
quand on aura trouvé les centres de gravité d'un 
triangle et d'une pyramide triangulaire , on en dé- 
duira , par l'un ou l'autre de ces deux moyens , les 
centres de gravité d'un polygone et d'un polyèdre 
donnés, que l'on peut toujours décomposer, soit en 
triangles , soit en pyramides triangulaires. 

Mais, en général, la détermination des centres^de 
gravité exige l'emploi du calcul intégral ; et dans le 
chapitre suivant nous allons donner tous les détails 
qu'on peut désirer sur ce problème. 



CHAPITRE V. 



DET£RMI!qATiON DES CENTRES DE GRAVITE. 



§ IcT. CmUnê de gravité des lignes courhêê. 

<(0. Soit a l'arc de la courbe donnée, aboutissant 
à on point quelconque M , et compté à partir d'un 
point fisc que j'oppellerai G. Soient aussi s, y, m, 
les trois coordonnées rectangulaires de M. On con- 
sidérera cette courbe comme un polygone d'une 
infinité de côtés ; di sera le côté ou Télément de la 
courbe qui répond ou point M; et, quelque part que 
soit le centre de gravité do cet élément on prendra 
* , 9, ^, pour SCS trois coordonnées, qui ne sau- 
raient , effectivement , différer de x, y, Jt , que de 
quantités infiniment petites. 

Appelons / la longuenr de la partie déterminée 
de la courbe dont il s'agit de déterminer le centre 
de gravité; et représentons par So et si les valeurs 
données de # qui répondent aux deux extrémités de 
l. Soient Si , yx , Mi, les coordonnées du centre de 
gravite de cet arc /, rapportées aux axes des s, y, z. 
D'après le théorème du n» 13, la somme des valeurs 



de chacun des produits xda ,yda, *ds , duns toute 
l'étendue de /, sera une ifttégrale définie prise d#> 
puis « = «o jusqu'à f r= «, , en regardant x,y, t , 
comme des fonctions de a données par la nature 
de la courbe que Ton considère. Nous aurons donc 
(no 65) 

lxx^=l xd8,lyxz=:^ I yda,lxx=^l »dt,{\) 
pour les trois équations qui serviront à déterminer 

Supposons, par exemple, que la ligne donnée 
soit une droite , et que sa partie / aboutisse au 
point G, de sorte qu'on ait «o =0 et «i = /. Dési- 
gnons par a, C, y, les trois angles que fait cette 
partie / avec des axes menés par le point G suivont 
la direction des jr^ y, z, positives ; soient aussi a, 
bj 0, les trois coordonnées du point G; pour le 
point quelconque M nous aurons 

47=ra-|-«cos A^y^h-^-scosCj s = c-{-acos7r. 
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Je substitue ces valeurs dans les équations (l]j e( 
en efTectuant les intégrations et divisant ensuite 
par l^ il vient 

* i=ra-f*l/;2Zcos«,y i=5-|- V^'-'O*^» *i =c+ l/2hosy] 

ce qui montre, comme cela devait être, que la 
centre de gravité de la droite i est situé à son mi- 
lieu. 

70. LorsquMI s^agira d'une courbe plane, et qu^on 
prendra son plan pour celui des jr et y, il suffira 
des deux premières équations (1) pour déterminer 
la position de son centre de gravité dans ce plan. 
Si , de plus , la portion/ de la coarbe est symétrique 
de part et d^autro du point G, on aura So = — 1/2 / 
•t Si = 1/3 /; le centre de gravité sera situé sur la 
normale au point G ; et eiv prenant cette droite 
pour Taxe des x , il suffira de déterminer la valeur 
dexi , qui sera donnée par Téquation 

Isi = / X 

L^arc de cercle est compris dans ce cas particu- 
Ker, en prenant pour axe des«^ le diamètre qui 
passe par son milieu. Si Ton place en même temps 
Toriginc des coordonnées au centre du cercle , et 
qu'on appelle a son rayon , on aura 



xds. 



s = a cos 



a 



pour Tabscisse du point quelconque BL On en con- 
clut 

l 
Lti =2«' sin ^— : 
Za 

et en appelant e la corde do Tare l^ on aura 

c=2a sin-—, lxt=zacL 
2a 

ce qui montre que la distance Si du centre de gra- 
vité d'un arc de cercle au centre du cercle , est 
quatrième proportionnelle au rayon , h la corde et 
il Tare. 

71. L^équatiou de la cd^rbe plane fera connaître 
l'une des deux variables j? et y en fonction de 
l'autre. Si Ton suppose la valeur de y donnée en 
fonction de jt , on prendra 



et en appelant « et C les valeurs de x qui répondent 
aux deux extrémités de Tare / . on aura , au lieu 
des équations précédentes , 



'+ê-'^. 






(«) 



Si la courbe donnée est une section conique , on 
obtiendra sous forme finie, par les règles ordi» 
naires , les valeurs des intégrales contenues dans 
les deux, dernières équations (2). Dans le cas de !« 
parabole , on obtiendra de mémo la valeur de l'in- 
tégrale que renferme la première de ces équations \ 
en sorte que les deux coordonnées du centre de 
gravité d'un atc de parabole, pourront toujours s^ob* 
tenir en fonctions des abscisses «.et C de ses extré- 
mités. D'après un théorème de Landen , Tare d'hy- 
perbole s'exprime au moyen de deux arcs d'ellipse 
et d'une partie algébrique ; quant à l'arc d'ellipse , 
on le regarde comme une fonction irréductible à 
d'autres fonctions plus simples j et H. Legendre a 
calculé des tables fort étendues de cette fonction , 
qui en font connaître les valeurs numériques avec 
une grande approximation. Par conséquent , lors- 
que les valeurs numériques de « et C et celles des 
axes de l'hyperbole ou de l'ellipse seront données , 
il sera facile de calculer la valeur de l, et par suite 
les coordonnées «i et yi du centra de gravité d'un 
arc appartenant à Tune ou l'autre de ces deux 
courbes. 

72. Je prendrai l'arc de cycUndc pour un autrç 
exemple de l'application des équations (2). Dans 
cette courbe, la longueur, l'aire, la surface , le 
volume engendrés par sa révolution , et les coor- 
données de leurs centres de gravilé , se détermi- 
nent exactement. La constructioti de la tangente 
en un point quelconque de cette courbe est aussi 
très simple; sa développée est une autre cycloldej 
9% de pluS) par une série de développemens succes- 
sifs , une courbe quelconque opproche de plus en 
plus de se confondre avec la cycloîde et s'y con- 
fondrait rigoureusement à l'infini *, C'est encore la 
cycloîde que l'on trouve ^ comme on le verra par la 
suite , lorsqu'on cherche lo courbe qui jouit des 
propriétés les plus remarquables , par rapport au 
mouvement curviligne des corps pesans. Cette 
réunion singulière d'oh grand nombre de proprié- 
tés curieuses et de nature différente sur une même 
courbe, en rend la considération très utile et très 
fréquente en Géométrie et dans la Mécanique. Voici 
comment on obtient son équation. 

La cycloîde est une courbe plane AGE ( fig. 24 ) , 
engendrée par un point déterminé M de la circon- 
férence d'un cercle pendaivt qu'il roule sans glisser 
sur une droite AB. Si le point générateur se trouve 
d'abord au point A , et qu'il arrive ensuite au point 
B de cette droite, l'intervalle AB sera égal à la cir- 
conférence du cercle donné ; on voit aussi que son 
diamètre sera égal à la perpendiculaire CD , abais- 
sée du sommet C de la cycloîde sur AB, et qui di- 
vise la courbe en deux parties symétriques. En ap- 
pelant c le rayon du cercle donné , on aura donc 

AB = 2«c, CD = 2c. 
Dans une position quelconque du cercle , soient 

' Jcarnal et rÉcûlt PeljrUckni^uê , 18* c«liiOT, page 431. 
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HG son diamètre perpendtcalaire à la base AB , et H 
son point de contact atec cette droite. Du point 
V, abaissons les perpendiculaires 9P et 9K sur AB 
et GH , et faisons 

AP=p, PM = 9; 



nous aurons 



AH = AP + MK=|>+l/ 2cg — g» 

/ . l/2cg — g> 
arc MB = e. arc f sin ^ ■ — — 



•-} 



Kais le cercle générateur tournant sans glisser sur 
la droite AB , il s'ensuit qu'on a constamment 

AH = arc Mil ; 
Téquation demandée de la cycloTde sera donc 

p + l/2cg — q* =c. arc r8in=f— — fîZlL-.j j 

pet g étant les coordonnées courantes. 
En la différentiant , on a 

gdq 



* = 



\/zcq—q* ' 



poor son équotion différontielle. On en conclut qne 
les deux cordes MG et MH du cercle générateur 
sont la tangente et la normale à la cycloîde qui ré- 
pondent au point M. En déterminant par la formnle 
connue son rayon de courbure au même point , on 
le tronve égal au double de MH; d^où il résulte qn'en 
prolongeant MH d'une quantité HTT égale à MH , le 
point IV sera le centre de courbure. En faisant de 
rnétne la droite CDE double de CD , le point £ sera 
le centre de courbure qui répond au sommet C \ et 
de là on conclut aisément que la développée ANE 
de la demi- cycloîde AMC est la même courbe ren- 
versée de manière que son sommet C soit trans- 
porta en A et son origine A en E. Il s'ensuit que la 
longueur de ARE ou de AMC est égale à la droite 
CDE, et que, par conséquent, la longueur totale 
de la cycloîde est égale à quatre fois le diamètre de 
son cercle générateur. 

73. Dans les usages que nous ferons de cette 
éqnation , il sera plus commode de transporter l'o- 
rigine des coordonnées au sommet C (fig. 25). Je 
prendrai pour aies des x et des y les droites Cx et 
Cy , perpendiculaires et parallèles à la base AB. En 
abaissant du point quelconque M une perpendicu- 
laire HP sur Cx , on aura donc 

CP = jr, MP = y; 

et si l*on compare ces coordonnées aux précé- 
dentes , et que Ton appelle a le diamètre CD du 
cercle générateur , on voit que 

ps=l/2ira — y, 5f=tt— x; 

donc , en substituant ces valeurs dans l'équation 



différentielle de la cycloîde , et mettant aussi o au 
lieu de 2e, elle deviendra 



(o — x) dg 
tfy = '^ 



l/c* — 



(«) 



jr* 



n en résulte 







En prenant l'intégrale de manière qu'elle s'éva- 
nouisse quand x =r , on a 



= 3p^ 



ax 



pour la longueur de l'arc CM , dont l'origine est au 
sommet C. Au point A , on a « = a ; ce qui donne, 
comme précédemment, 2a pour la longueur de la 
demi-cydoîde CMA. On peut remarquer que 
«* = 4ax est une équation de la cycloîde sem- 
blable à celle de la parabole, dont elle ne diffère 
qu'en ce que l'ordonnée y s'y trouve remplacée par 
l'arc », 

En appliquant^is deux dernières équations (2) 
au centre de gravité de l'arc CM , nous aurons 



ds^tyi = 




... =/. iX ± 

où l'on prendra les intégrales de manière qu'elles 
s'évanouissent avec x. En 7 mettant pour # sa va- 
leur, il en résulte 

On aura donc 

xi = 1/3 xj 

d'où l'on conclut d'abord que le centre de gravité 
d'un arc M'CM symétrique de part et d'autre du 
sommet C , qui doit appartenir à la droite CD , se 
trouve au tiers de CP, à partir du point C. 
En intégrant par partie, on a 

Si l'on substitue pour dy sa valeur donnée par l'é- 
quation (a), on aura donc 

y, l/'"*^ = yj/"* -/[/ « — xiix, 
et , par conséquent , 



y.=y + — [(a-x) 



-s^"-a[/ 



-]i 
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ce qui, joint à la valeur de Xt , détermine complè- 
tement le centre de gravite de Tare CM. Dana le 
CBS de la demi-cy cloîde , on a dr = a et y = 1/2 ira; 
d'où il résulte 

Xx =\/Zaj yir=a(l/2ir— 2/3). 

74. Quand une courbe plane tourne autour d^nne 
droite comprise dans son plan et que je prendrai 
pour Taxe des abscisses , elle engendre une surface 
de révolution dontTétendue peut se déduire de la' 
longueur de cette courbe et de Tordonnée de son 
centre de gravité. 

Pour le faire voir , soient x eiy Tabscisse et Tor* 
donnée du point qnelconque M de cette courbe, et 
« Tare CH aboutissant à ce point et compté d^un 
point fixe C ; Télément ds engendrera la surface 
d^m cône tronqué, et son milieu décrira une cir- 
conférence égole h 2ir (y -{- IfZdy), ou simple- 
ment à 2tey, & cause que dy est un infiniment pe- 
tit. D'après la règle connue, on aura donc Zrryds 
pour cet élément de surface. Donc, si Ton appelle 
So et jTi les valeurs de s qui répondent aux deux 
extrémités de la courbe génératrice, et S la surface 
engendrée , on aura , d'après le théorème du n^ 13, 



S=:^2.f;; yis. 



On remarquera que cette expression suppose que 
la courbe génératrice n'est pas coupée par l'axe des 
j:^ sans quoi ses parties situées des deux côtés de 
cet axe décriraient deux surfaces difi'érentcs, dont 
S n'exprimerait plus que la différence. Avec cette 
restriction, clic subsistera encore lorsque la géné- 
ratrice sera une courbe fermée; et, pour l'appliquer 
à ce cas, il aufiira de prendre pour#i l'arc »o oug- 
mente de la circonférence entière de cette courbe. 

Cela posé , si Ton compare cette formule à la 
troisième équotion (2), on en conclut 

8=:2Wyx; 

ce qui montre que la surface engendrée S est égale 
à la longueur / de la courbe génératrice , multi- 
pliée par la circonférence 2iryi que décrit son 
centre de gravité. 

Ce théorème servira à déterminer la valeur de S 
toutes les fois que le centre de gravité de la géné- 
ratrice sera connu sans aucun calcul, et, pour 
ainsi dire , à l'inspection de cette courbe; il ne ser- 
virait plus à rien s'il fallait calculer l'ordonnée yi , 
puisque ce calcul serait le même que celui de S. 
En supposant, par exemple, que la courbe généra- 
trice soit un cercle \ désignant par a son rayon , 
par la distance de son centre à l'axe de rotation, 
et supposant qu'on n'ait pas c < a, on aura 

/r=2ira, yi = c. 



et, par conséquent. 



S = 4»" ao. 



Quand le cercle touchera Taxe de rotation , on aura 
e = a^etla surface engendrée sera équivalente 
au carré dont le côté est égal à la circonférence 2ira 
du cercle générateur. 



$ II. Cmtr€S de gravité des surfaces. 



75. Soient toujours ac,y,Xj les coordonnées 
d'un point qnelconque M , et d?» , yi , Xi ^ celles 
du centre de gravité qu'il s*agit de déterminer. Je 
considère x comme une fonction donnée de jr et y ; 
je fais 



dx 



d» 



Z^^^ 7^=^^ 



et j'appelle « l'élément de la surface donnée qui 
répond au point H; on aura (n» 21 } 



« = dxdy l/l +p* + q** 

Quel que soit le point de « où se trouve le centre 
de gravité de cet élément, ses coordonnées différe- 
ront infiniment peu de d; , y ^ s ; on pourra donc 
prendre mx,my, «s , pour les momens de « par rap> 
port aux trois plans des coordonnées , et il en ré- 
sultera ( noi 13 et 66 ) 

X =//#, XSi =^ffa!m, xy. =//yiP, xs» znffxm ; 

X étant faire de la portion de surface dont on de- 
mande le centre de gravité , et les intégrales dou- 
bles s'étcndant à tous les élémens de x. 

Dans le cas d'une surface plane , et en prenant 
son plan pour celui des x et y, les quantités ptiq 
seront nulles , et l'on aura seulement à considérer 
les trois équations. 

X z=zffdsdy^ xxi =r ffxdxdy^ xy, = ffydxdy. 

Supposons que x soit alors terminée par la courbe 
ABC ( fig. 26 ) ; à chaque abscisse a ou OP répon> 
dront deux ordonnées PK etPN, que je représen- 
terai par y et y\ et qui seront données en fonctions 
de X par l'équation de cette courbe. Soient aussi • 
et C les abscisses OD et 0£ des points A et B où les 
tangentes sont parallèles aux ordonnées. Les inté* 
grales devront être prises , d'abord depuis y = PU 
j usqu'à y r= PM , et ensuite depuis jr=Aetjr=C; 
et il en résultera 



X == 



X*, = 



^y» 



=1 



/y 


-y')'*', 


ry 


-»')«fc. 




-^f')is. 



(») 
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Au U«u d^être circonscrite par une courbe fermée 
ABC, si Taire x est comprise entre deux courbes 
différentes et entre deux droites parallèles à Taxe 
Oy des ordonnées , on tirera de Féquation de la 
courbe supérieure la Taleur de y, et de Téquation 
de la courbe inférieure celle de y*^ et l'on prendra 
pour a et C les distances de ces deux parallèles au 
point 0. Dans le cas le plus ordinaire , la courbe 
inférieure sera remplacée par Taxe Ox des abs- 
cisses ; on aura donc y' = , et simplement 



\==J yds, ^*i==/ yxdb, xy»=î W^ y»ds, 



(2) 



pour déterminer l'aire et le centre de gravité d'une 
portion de surface plane comprise entre une courbe 
donnée, Taxe des abscisses et deux ordonnées 
de cette courbe. 

Observons aussi qu'on parvient directement aux 
équations (1) de la manière suivante. 

Je parUge Taire ABC en élémens tels que MNN'M', 
infiniment minces et parallèles à Taxe 0^. J'appelle 
fli la longueur de la droite HIÎ ; par ses deux extré- 
mités H et 19 , si l'on mène des parallèles à l'axe 
Os, on ajoutera à l'élément MnPCM', ou l'on en 
retranchera des triangles infiniment petits du se- 
cond ordre, qui n'en altéreront pas la grandeur; 
par conséquent, cet élément sera égal à udx. Si 
Ton désigne par v la distance du milieu de HN à 
TaxeOx^ on pourra prendre x etv pour les deux 
coordonnées du centre de gravité de cet élément; 
car il est évident qu'elles n'en pourront différer 
que de quantités infiq^ment petites. D'après les 
autres notations précédentes , on aura donc 



\==t %tdx^X9i=zl xiid^,xyi=/ pttds. 



(3) 



D'ailleurs , y et y' étant toujours les ordonnées PM 
et PN qui répondent à une même abscisse quel- 
conque , on a aussi 



« = y — 



y', 



f.= l/a(y + y'); 



ce qui fait coïncider ces dernières formules avec 
les équations (1). 

76. Pour premier exemple , je suppose qu'on de- 
mande le centre de gravité du triangle ABC (fîg. 27). 

Je place l'origine des coordonnées au sommet G, 
et je prends l'axe des x perpendiculaire à la base 
AB ; je représente cette base par 6^ et la hauteur 
CD par %. Par le point quelconque P appartenant 
à CD, je mène la perpendiculaire MU à cette 
droite; CP et HN seront les variables x et u, et 
Ton aura la proportion 



de laquelle on tire 






hx 

T 

On aura , en outre, • = et C z= fc. Au moyen de 



ces Taleurs , les deux premières équations (8) don- 
neront 

X =r l/îa hhy kxx = 1/3 hht ; 
d'où il résulte 

mx = 2/3 h. 

On n'aura pas besoin de calculer la valeur de y ; 
car si £ est le milieu de AB, et qu'on tire la droite 
CE, elle coupera en deux parties égales tous les 
élémens du triangle parallèles & AB, et contien- 
dra, conséquemment, son centre de gravité. Si 
donc on prend sur CD une partie 

CF = 2/3 CD = xx, 

et qu'on élève la droite FG perpendiculaire à CD , le 
point G où elle rencontrera CE sera le centre de gra- 
vité du triangle. La droite FG coupant CD et CE en 
parties proportionnelles, on aura aussi 

CG r= 2/3 CE; 

ce qui montre que le centre de gravité d'un triangle 
se trouve sur la droite qui joint son sommet au mi« 
lieu de sa base, aux deux tiers de cette droite à par- 
tir du sommet , ou au tiers à partir de la base. 

77. On démontre aussi ce théorème sans le se- 
cours du calcul intégral. 

En effet, par la décomposition du triangle ABC 
(fig. 28) en élémens parallèles au côté AB, on prou- 
vera que son t;entre de gravité se trouve sur la 
droite CD , qui joint le sommet C au milieu D de 
ce côté. En le décomposant en élémens parallèles 
au côté CA , on prouvera de même que ce centre de 
gravité est aussi sur la droite BE qui va du som- 
met B au milieu E de CA ; ce point sera donc si- 
tué & l'intersection G des deux droites CD et BE. 
Or, si l'on tire la droite DE , elle sera parallèle 
à CB , puisqu'elle coupe CA et AB en parties pro- 
portionnelles ; il en résultera donc 

DE : CB : : AD : AB : : 1 : a , 
DG : CG :: DE : CB :: 1 : 2; 

en sorte queDG sera la moitié de CG , et, consé^ 
quemment , le tiers de CD ; ce qn'il s'agissait de 
démontrer. 

On en peut conclure que les trois droites qui 
vont des sommets d*un triangle aux milieux des 
côtés opposés, doivent se couper en un même 
point; ce qui est conforme à un théorème connu. 

Si les sommets A , B , C , du triangle sont les 
centres de gravité de trois masses égales , le centre 
de gravité de ces trois corps coïncidera avec celui 
du triangle; car le centre de gravité des deux 
masses qui répondent à A et B, se trouvera d'abord 
au milieu D de la droite AB ; et ensuite le centre de 
gravité de ces deux masses et de la troisième sera 
le point G de la droite CD, tel que GD «st moitié 
de CG ou le tiers de CD. 

Il suit de U et du théorème du n® 67 , que si l'on 
applique au centre de gravité G d'un triangle , des 
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forces repréf entées en grtndeur et en direction par 
les droites GA , GB , GC , qui vont de ce point aux 
trois sommets , ces trois forces seront en équi- 
libre. 

78. Connaissent le centre de gratité d*un triangle, 
on en déduit successiTement ceux d*un secteur et 
d^un segmeni circulaires. 

Soient GADB (fig. 29) le secteur, et G le centre 
du cercle. Si Ton considère Tare ADB comme une 
portion de polygone d^une infinité de côtés égaux , 
on pourra décomposer le secteur en élémeos trian- 
gulaires aussi égaux , qui auront tous ces côtés 
pour bases et leur sommet commun au point €. On 
appliquera ensuite la force qui agit sur chacun de 
ces élémens h son centre de gravité ; et comme la 
distance au point G de chaque centre de gravité'est 
les deux tiers du rayon du cercle , il en résultera un 
système de forces parallèles et égales, appliquées 
à tous les élémens de l'arc A' D' B', décrit du point 
G comme centre , et d*un rayon égal à 2/3 GD. Par 
conséquent, le centre de gravité du secteur sera 
le centre de ces forces parallèles , c>st-à-dire , le 
centre de gravité de cet arc A' D' B'. Or , en dési- 
gnant par a, l, c, le rayon CD, Tare ADB et la 
corde AB , les quantités analogues , relativement 
à A' D' B', seront 2/3 a,2/2i, 2/3 o; si donc G est 
le centre de gravité demandé, et qa^on fasse 
CG = 4P I on aura , d'après le théorème du n» 70, 



2ao 



Maintenant, soient S, S', Si , les suffaces du 
secteur GADB , du triangle CAB et du segment 
ADBE ; appelons G , G', Gi , leurs centres de gra- 
vité, qui seront évidemment sur le rayon CD abou- 
tissant an milieu D de Tare ADB ; si Ton désigne 
par s , s\ Si , les distances de ces trois points au 
centre G , et qu'on y applique des forces parallèles 
et proportionnelles à 6 , S', Si , la première sera 
la résultante des deux antres ; en considérant les 
inomens de ces forces , on aura donc 



Ss = SW + S, «1 . 



Oui , d'ailleurs , 



S=— al, 
2 ' 



2ae 



En appelant h la hauteur CSdu triangle dont la 
base est AB ou e, on a aussi 

S' = l/!8c*, *i ^Zfih, 
Donc I à cause de 

Si = S' — S = 1/2 (o« — c*), 
réqnation dei momens deviendri 

1/3 ai c = 1/3 c*« + l/Ô {ai — ck) «, ; 
et elle fera connaître la distance xi du centre de 



gravité du segment ADBE au centre dn eercle. En 
observant que 



e =r 2a sin — , k 
2a ' 



a COI 






on en déduira 



4a* sin> — . 
2a 



SiXSZ 



»('--"°7) 

Lorsque l'arc / est la demi-circonférence , on a 
1=1 va ; le secteur et le segment coïncident ainsi 
que les distances s ti Si , dont la valeur oom* 
mune est 

.- _4a 
"" * ~" 3» 

79. Si Pon prend successivement les trois sec- 
tions coniques pour la courbe à laquelle répondent 
les formules (2), les intégrations s'eiTectueront par 
les règles connues , et Ton pourra obtenir., sous 
forme finie, les valeurs des deux coordonnées 
Xi etyt ducentre de gravité. J'indique cet exemple 
comme exercice de calcul, et je passe immédiate- 
ment h la détermination du centre de gravité de 
Taire de la cydoïde. 

Soit CPU (fig. 25) le segment dont on veut trou- 
ver le centre de gravité; en désignant par dr et y 
l'abscisse CP et l'ordonnée PM , comme dans l'é- 
quation (a) du no 73 , il faudra que les intégrales 
contenues dans les formées (2) s'évanouissent 
quand s = ; et en intégrant por partie , ces for- 
mules deviendront 

X*, = 1/2 JT" y — 1/2/jr- rfy, | (4) 
xyi = 1/2 dpyt — yiydy; ) 

les nouvelles intégrales s'évanouissent ausai «n 
même temps que s. 
En vertu de T-équation (a)^ on a 

fsdif =zf[/^as — s* dr; 

mais si H est le point où l'ordonnée PH rencontre 
le cercle décrit sur CD comme diamètre, cette der- 
nière intégrale exprime le demi-segment circulaire 
Clip ; en représentant , pour abréger , par y Taire 
de ce dcmi*segment , on aura donc 

A = «y — >% 

Dans le cas où le point M coïncide avec le point A, 
on aura 

*=CD = a, y=DA=l/8ira, y:=1/Bira» , 

et, par conséquent, 

K = Z/è wa». 

L'aire CAD de la demi-cycloïde est donc triple 
de celle du dcmi-cercle CND, dopt le rayon est 
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1/3 a, ou , aulremeDi dit, Taire de la cyctoîde en- 
tière et ( égale à trois fois celle de sod cercle géné- 
rateur. 



On anra aossi 



/«• djf =/* ^ax -^x» dSf 
ou , ce qui est la même chose, 



/x« dy = 1/3 af y/'as — x» ciar — 



ta dfmiére intégrale s^obtient immédiatement j et 
à cause qu'elle doit s^éTanonir, quand « = 
noua aurons ' 

MTi = 1/a jf« y — 1/4 ay + 1/6 (fl« — jr. )S/«j 

équaUon qui fera connaître la râleur de sx d'après 
eelle de x 

Dans le cas de la demi-cycloïde CAD , où Ton a , 
en même temps , 

* = «> y = l/8»a,y= l/8irfli , K = 3/8ira« , 
on en conclura 

7a 

pour la distance de son centre de grarité à Taxe Cy. 
Ainsi,le centre de gravité de Taire entière de la 
cycloîde se troute aux sept douzièmes de la hau- 
teor CD , à partir du sommet C. 

Relativement à un segment quelconque CMP, il 
reste à déterminer Tordonnée yi ; ce qui exige-un 
calcul plus compliqué. 

80. En \crtu de Téquation (a), on a 

fsyây = /y \/^ax — w* At, 
et la valeur de y peut s'écrire ainsi : 



i/as 



— s* ^ Y as — X* } 



/(1/8 a — s) \/ax — *« dx, 
en faisant donc , pour un moment, 

/àx 

et supposant que cette intégrale soit nulle comme 
toutes les autres , quand ar = , on aura 

y = \/^ax — jr> + 1/a az\ 
d'où il résultera 

fxifdjf=zl/2axt — l/3xs+l/2o/k|/ os— »» «fj. (6) 
Parce que l'on a fait 

y =f \/ ax — iF» d!jr , 
on aura , en intégrant par partie , 

/s k'fl*^— «I («jT = jir>. — /^s. (6) 
On peut écrire l'expression de y sous la forme 



\rax — *• 



et en intégrant par partie dans le second terme, 11 
Tient 



~ "^At^^' (t " ■ ')^'" - " -i ^^^^^^ 



1/ 

d'où l'on conclut 

^ = 1/8 a> s — 1/a (l/2a — ar) j/oa? — jr» . 

A caose de ^ a» — «« Js = dlar , on aura donc 



Jp* dlir; 



/t^j = 1/I6fl« %* — 1/4 [am ^m^\ 

Je substitue ces valeurs de y ti fydx dans l'équa- 
tion (6) ; il en résulte 



/j|/a« — *« <iaf =: _ a» s« — ^ ^— fl — x ^ l^o* — «» + — («r— *«}; 



ce qui change l'équation (6) en celle-ci : 
/xyily = l/8fl» sr + 3/8 OTi — 1/5 *» 

+ l/32a»j«-^l/4ajs(l/8a-x) |/fl«— «».(7) 

An moyen de cette valeur et de celle de s , sa- 
voir : 

(a — 2s \ 
cos r= I , 

la troisième équation (4) ne contiendra plus rien 
d'inconnu , et fera connaître la valeur de yi pour 
un segment quelconque CUP. 

Dans le cas de la demi-cycloïde CAD , on aura 
* = a, s =r iir0 (coi £= — . 1) =3 ir; 



la formule (7) se réduira à 

(1 «•• ^ 
- + — ); 
6 3a/ 

et à cause de 

y = 1/3 ira, x = 8/3 wa* , 

la troisième équation (4) donnera 



4 > 0»t / 



ce qui , joint & la valeur de x\ du numéro précé- 
dent, déterminera complètement la position du 
centre de gravité. 
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81 . Soit S Taire d*ane «ono de surface de révolu- 
tion , comprise entre deux plans perpendiculaires à 
•on axe de figure. Cet axe renfermera le centre de 
gravité de S : je le prendrai pour l'axe des x; et je 
désignerai par xx la distance de ce centre à Tori- 
gine des coordonnées , et par « et C les distances à 
la même origine, des deux plans qui terminent S; 
la détermination du centre de gravité de cette zone 
se réduira à celle de la valeur de S\ . 

Je décompose S en élémens dont chacun sera la 
surface d^un cône tronqué décrite par le côté infi- 
niment petit de la courbe génératrice, comme 
dans le n» 74 ; celui qui répond au point H de cette 
courbe dont les coordonnées sont x et y, sera égal 

h. 2vy[/^dx* -|- dy* j il aura aussi son centre de 
gravité sur Taxe des x , et Ton pourra prendre x 
pour la distance de ce point à Torigine des coor- 
données , puisqu'elle ne pourra différer de x que 
d'un infiniment petit. Gela étant , on aura ( n»* 13 
et 66), 



.= 2-/%lX. + g.d,, 



(8) 



en considérant y comme une fonction de x, donnée 
par Téquation de la génératrice. 

Si cette courbe est, par exemple, un arc de 
cercle ; que Ton place l'origine des coordonnées à 
son centre , et qu'on appelle a son rayon , on aura 

y = l/o> — s» ; 

d'où il résultera 

6 m e«a (C — •), 

$Xi = ira (C* —.«!), 

et, par conséquent, 

ce qui montre que le centre de gravité d'une zone 
spliérique est au milieu de la partie du diamètre 
comprise entre les deux plans qui la terminent, et 
perpendiculaire à ces plans. 

82. La cycloïde nous fournira deux exemples de 
l'application des formules (8) , en faisant tourner 
successivement l'arc CM (fig. 25) autour de l'axe 
Cx et de l'axe Cy. 

Dans le premier cas , on aura , en vertu de l'é^ 
quation (a) du n» 73, 

dx 
S=2xI/^/y — 7=, Sx,=2Tl^^y l/Tcir, 

les intégrales étant prises de manière qu'elles s'é- 
vanonissent au point G , où l'on a jt = 0. En in- 
tégrant par partie, et ayant égard & la valeur de dy 



donnée par la même équation {a), il vient 

S = 4iry l/flJT — 4ir [/^af [/^a — «d», 

4» 4» 

Sjti c=— y^ |/^a« — — \/^afs \/^ a — sdx\ 
3 3 

et, par conséquent, 

._ 8» 8» 

S = 4iry yax H |/o (a— *)«/» fl» , 

3 3 

4« ,_ 8ir . 

%si =— y«l/aj?H X \/ aia^syh 

3 9 

16». /-7 ,., 16» , 



ce qui fait connaître la surface concave vers Taxe 
de figure , engendrée par l'arc CH , et la distance 
de son centre de gravité au point G. Quand cet arc 
devient la demi-cy clolde GA, on a jr=a ety=1/2 va, 
et, conséqoemment. 

(4\ 2iro3 / 8\ 

Dans le second cas , il faudra , pour continuer de 
faire usage de l'équation (a) du n° 73 , permuter s 
et y dans les formules (8) , lesquelles deviendront , 
par là, 

S = 2itfxl/^ 1 +J}Lds , 

^ ds* 

Sy. = 2irfxy^yi+^dx : 

yx étant la distance au point G, du centre de gra- 
vité de S situé sur la droite Gy, et les intégrales 
s'évanouissant au point G, c'est-à-dire, quand 
X = 0. D'après l'équation {a), nous aurons 

I y^ ^^ •— 

S=i2wfa y^ — dxs= — x\/^ax i 

X 3 

la valeur de Syi sera la même que celle de Sxi du 
premier cas, et en la divisant par cette valeur de S , 
on aura la distance au point G , du centre de gra- 
vité de la surface convexe vers l'axe de figure | 
engendrée par l'arc GM. Lorsque cet arc deviendra 
la demi-cyclo!de GA, la surface engendrée sera 
égale à 4«ra* ; en même temps , la distance y i aura 
pour valeur 

Z ^ 15/ 

On peut remarquer que quand un même arc de 
courbe tourne successivement autour de deux axes 
rectangulaires et passant por une de ses extrémi- 
mités, le second membre de la seconde équa- 
tion (8) ne change pas de valeur , et , par consé- 
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qoent, les distances à cette extrémité, des centres 
de gravité des deux surfaces engendrées , sont en 
raison inverse des aires de ces surfaces. 

83. Si ia courbe ABC (fig. 26) tourne autour de 
Taxe Oxy compris dans son plan et qui ne la tra- 
verse pas , sa surface engendrera un solide de ré- 
volution dont le volume que je représenterai 
par y, pourra s^exprimer au moyen de Taire de 
cette surface et de Tordonnée y% de son centre de 
gravité. 

En conservant toutes les notations du n» 75 , il 
est aisé de voir qu^on aura 



=/'(,.- 



y.)d«. 



En effet, la tranche infiniment petite de ce vo- 
lome , engendrée par l'élément HNN'H' de Taire 
génératrice , sera la différence ley* dx — «y* ds 
des deux cylindres dont les rayons sont PM et PN , 
et qui ont dx pour hauteur commune } car on peut 
négliger les volumes infiniment petits du second 
ordre , engendrés par les triangles que Ton re- 
tranche de cet élément , ou qu^on y ajoute , en me- 
nant par les points M et H des parallèles à Taxe Os, 
Or, si Ton compare cette expression de Y à la 
troisième formule (1) du numéro cité , on a 



V = 2»^y 



« î 



ce qui montre que le volume engendré par Taire x 
d*ooe courbe plane, est égal à cet aire multipliée 
* par la circonférence 2iryi du cercle que décrit son 
centre de gravité ; théorème analogue à celui du 
n« 74 , et qui servira à déterminer le volume V 
quand le centre de gravité de x sera connu àpriorù 
n subsistera encore, lorsque la surface généra- 
irice, au lieu d'être circonscrite par une courbe 
fermée , sera comprise entre deux courbes diffé- 
rentes et deux perpendiculaires à Taxe de figure, 
pourvu que cet axe ne passe pas entre ces deux 
courbes planes. 

Si Taire génératrice est un demi>cercle tournant 
autour de son diamètre , la distance de son centre 

4a 
de gravité à cet axe de rotation , sera égal à — 

3ir 

(no 78) , en désignant par a son rayon ; la circon- 

8a 
férence décrite par ce point aura donc — pour lon- 

3 

gueur; et comme Taire du demi-cercle est 1/2 ira* ^ 

00 aura 

ce qui est, effectivement, le volume de la sphère. 
Supposons encore que la courbe fermée ABC soit 
Qoe ellipse , et représentons par a et 6 ses deux 
demi-axes , et par e la distance de son centre à Taxe 
de rotation. L'aire x sera, comme on sait, égale 
à Mobf et son centre de gravité étant évidemment 



le centre de figure , on aura yt = o; d'où il résul- 
tera 

V = 2ir« abe , 

quelle que soit Tinclinaison de Tun ou Tautre des 
axes de Tellipse sur Taxe de rotation. 

84. Il est évident que le segment du solide de ré- 
volution compris entre deux plans passant par Taxe 
de figure, est au solide entier comme Tangle de ces 
deux plans est à quatre angles droits , ou , ce qui 
est la même chose , comme Tare décrit entre les 
deux plans, par le centre de gravité de Taire géné- 
ratrice , est à la circonférence entière 2iry i . Donc , 
en appelant / la longueur de cet arc , et L le vo- 
lume du segment , on aura 

l = /x; 

X étant toujours Taire génératrice qui , par hypo- 
thèse, n'est point traversée par Taxe de rotation. 

Cette formule peut s'étnndre de la manière sui- 
vante à d'autres segmens qui n'appartiennent pas à 
des solides de révolution. 

Supposons, en effet, qu^une courbe plane se 
meuve sans glisser ni tourner dans son plan , et de 
telle sorte que ce plan soit constomment perpendi- 
culaire à une ligue donnée, qui peut être une 
courbe plane ou à double courbure. Dans ce mou- 
vement , le même point de ce plan demeurera tou- 
jours sur la directrice, et les autres points décri- 
ront des courbes semblables à cette ligne. Soient x, 
L , / , Taire de la courbe génératrice , le volume 
engendré par cette surface, et la longueur de la 
courbe parcourue par son centre de gravité. Si I 
était un arc de cercle , L serait un segment de so- 
lide de révolution ; mais , dans tous les cas , on peut 
diviser / en parties infiniment petites, dont cha- 
cune se confondra avec le cercle osculateur qui lui 
correspond. Désignons par a Tune de ces parties , 
et par vie volume du segment correspondant de L ; 
et supposons que les plans perpendiculaires à sa di- 
rection, par lesquels v est terminé, se coupent 
suivant une droite qui ne traverse pas Taire de la 
génératrice. Cet élément v de L sera un segment de 
solide de révolution ; et d'après l'équation précé- 
dente , on aura 



Donc , en prenant la somme de toutes les valeurs 
de V et observant que le facteur x est constant , il 
en résultera que le volume L est égal ou produit 
de / et X , comme dans le cas d'un solide de révolu- 
tion. La règle que cette équation L=:x/ renferme 
est utile dans la pratique, et susceptible d'un as- 
sez grand nombre d'applications ; toutefois , on ne 
devra point oublier qu'elle n'a plus lieu quand les 
génératrices consécutives se coupent sur la surface 
engendrée, et forment , par leurs intersections suc* 
cessives , ce qu'on appelle une arête de rehroutêe^ 
ment, 

85. La considération du centre de gravité fournit 
aussi une règle pour évaluer le volume d'un prisme 
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ou d^uo cylindre à base qaelconqiie , tronqué par 
un plan incliné sur cette base. 

Soient y Taire d^une section de cylindre perpen- 
diculaire à sa génératrice , x Paire de la section 
inclinée qui le termine, 6 Tangle de ces deux plans, 
« un élément quelconque de x , f sa projection sur 
le plan de y, ou Télément correspondant de Taire y, 
qui est elle-même la projection de x. D'après le 
théorème du n» 10 , on aura 

^ = X cos ê , • = « cos 0. 

Cela étant, je suppose que x soit la surface & la- 
quelle se rapportent les formules générales du 
ii<> 75 , et que 6 représente l'inclinaison de son plan 
sur celui des s et y. Je multiplie la troisième de 
ces formules par cos 6 , et je fais passer ce facteur 
constant sous le signe^/; en vertu des valeurs de y 
et«, on aura 

Or , cette intégrale double est le volume du cy- 
lindre tronqué compris entre les deux sections y 
et X , et décomposé en filets infiniment minces et 
perdondiculaires ky^en supposant , toutefois , que 
ces deux sections ne fc coupent pas mutuellement ; 
il s^ensuit donc que le cylindre tronqué est égal h 
un cylindre droit ayant la même base y^ et pour 
hauteur la distance si à cette base , du centre de 
gravité de la section inclinée. 

Ce théorème est évident dans le cas ordinaire , 
où la base du cylindre est un cercle et la section 
inclinée une ellipse ; car en menant par le centre 
de cette courbe un plan parallèle à la base , ce 
cylindre ne change pas de volume puisque le seg- 
ment qu'on en retranche est évidemment égal & 
celui qu'on y ajoute. 

Si les aires désignées par y et x se coupent mu- 
tuellement, le volume se composera de deux seg- 
mens dont Tintégroley/st exprimera la différence 
et non pas la somme. Quand le cylindre sera ter- 
miné par deux sections inclinées dont les aires ne 
se coupent pas , on pourra toujours le diviser en 
deux parties , dont la base commune et perpendi- 
culaire à la génératrice, ne coupera ni Tune ni 
Tautre de ces deux sections ; et en observant que 
leurs centres de gravité se trouvent sur une même 
droite perpendiculaire à cette base , on voit que le 
volume total sera égal à Taire de cette base multi- 
pliée par la distance mutuelle de ces deux points. 



S III. Centres de gravité des volumes et dès corps. 

86. La détermination du centre de gravité d^in 
volume dépend , en général , de plusieurs intégrales 
triples ; mais il y a des corps pour lesquels la posi- 
tion de ce centre se détermine par des intégrales 
simples. Ce sont ces corps que nous allons d'abord 
considérer. 

Le centre de gravité d'une pyramide ou d'un 



cône à base quelconq^ie se trouve sur la droite qui 
va de son sommet au centre de gravité de la base ; 
car cette droite rencontre toutes les sections paral- 
lèles à la base , en des points homologues qui sont 
leurs centres de gravité, et qu'on peut aussi 
prendre pour les centres de gravité des élémens de 
ce corps, infiniment minces et parallèles à sa base. 
Par conséquent , la droite dont il s^agit contient 
le centre de gravité de la pyramide ou du cône, et 
il ne reste plus qu'à déterminer sa position sur 
cette ligne. 

Soient ô et X Taire de la base et celle d'une tec* 
tion parallèle ; désignons par h ei s les perpendi- 
culaires abaissées du sommet sur leurs plans : nous 
aurons , comme on sait, 

X : ô ; I «» : h* 



efr, conséquemment, 



X = 






De plus, on pourra prendre X(û? pour Télément du 
volume du cône ou de l'a pyramide ; et si Ton ap- 
pelle V son volume total , et Si la valeur de m cor- 
respondante à la section qui contient le centre de 
gravité , on en conclura , conme dans les questions 
précédentes , 

y = /* Xcte, VâT. = /* sXds. 

En substituant la valeur de X et effectuant les in- 
tégrations , il vient 

bk hk» 



d'où Ton tire 



8 
«1 = — A. 

4 



I 



Mais si l'on mène par le centre de gravité un plan 
parallèle à la base , il coupera en parties propor- 
tionnelles la hauteur k et la droite qui va du som- 
met au centre de gravité de la base; il s'ensuit 
donc que le centre de gravité du cône ou de la py- 
ramide à base quelconque se trouve aux trois quarts 
de cette droite , à partir du sommet j ou au quart , 
à partir de la base. 

87. Relativement à la pyromide triangulaire, ce 
théorème se démontre sans le secours du calcul in- 
tégral. 

Soit ABCD (fig. SO^cette pyramide. Soient aussi 
E et F les centres de gravité des faces ACD et BCD ; 
tirons les droites BF et A£ , dont les prolongemens 
se rencontreront au milieu H de l'arête CD; et en- 
suite dans le plan AHB, tirons les droites AF et BE, 
qui se couperont en un certain point G. Je dis que 
ce point sera le centre de gravité de la pyramide 
ABCD; car en la décomposant en élémens paral- 
lèles h la base ACD, on verra , comme dans le nu- 
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mëro précédent , qne son centre de granité doH se 
trouver sur la droite B£; et en la décomposant en 
élémens parallèles à BCD, on Terra, de même, 
qne ce point appartient à la droite ÂF. Ces deux 
droites AF et BE, qui sont effectÎTeroent dans 
na même plan , devront donc se couper, et leur 
intersection G sera le centre de gravité demandé. 
Maintenant , dans le triangle ABH , la droite £F 
est parallèle k la base AB , puisqu'elle coupe les 
côtés AH et BH en parties proportionnelles , c'est- 
à-dire , au tiers à partir de H ; on aura done « 

F6 : GA :: £F : AB :: EH : AH, 

et , par conséquent , 

FG : GA :: 1 : 3; 

^ sorte que FG est le tiers de GA ou le quart de 
AF; ce qu'il s'agissait de prouver. 

On en conclut que si les quatre sommets A, B, 
C, D, de la pyramide sont les centres de gravité de 
massesjégales , le point G sera le centre de gravité 
de ces quatre masses ; car déjà le point F est celui 
des trois masses qui répondent à B, G, D (n» 77)4 ^^ 
ensuite le point G , tel que GF est le tiers de GA, 
sera le centre de gravité de ces trois masses et de la 
quatrième. 

n sait de là {n9 67) que si l'on applique au centre 
de gravité de la pyramide triangulaire des forces 
représentées , en grandeur et en direction , par les 
droites qui vont de ce point aux quatre sommets , 
ces quatre forces se feront équilibre. 

88. Ayant déterminé le centre de gravité d'une 
pyramide triangulaire , on en déduit immédiate- 
ment celui d'une pyramide ou d'un cône à base 
quelconque, en décomposant cette base en un 
nombre fini ou infini de triangles : le centre de 
gravité de cette pyramide ou de ce cône doit se 
trouver à la fois sur la droite qui va du sommet au 
centre de gravité de la base , et dans le plan paral- 
lèle à la base qui coupe toutes les lignes menées du 
sommet à cette base , aux trois quarts à partir du 
sommet; ce qui s'accorde avec le résultat du no 86. 

On en déduit aussi le centre de gravité d'un sec- 
teur spbérique. En effet , si Ton décompose ce sec- 
teur en une infinité de pyramides dont le sommet 
commun soit au centre de la sphère , et qui aient 
pour bases les élémens infiniment petits de la base 
da tcciau , leurs centres de gravité se trouveront 
tous sur la base du secteur concentrique , dont le 
rayon aéra les trois quarts de celui du secteur 
donné ; d'où Ton conclut que le centre de gravité 
du secteur donné sera le même que celui de la 
base du secteur concentrique } ce qui en détermine 
la position. 

Supposons que le secteur spbérique soit engen- 
dré par le secteur circulaire CADB (fig. 29) , tour- 
nant autour du rayon CD , qui aboutit au milieu de 
l'arc AB; le triangle CAB et le segment circulaire 
ADB engendreront , en même temps, un cône et 
nn segment spbérique : et le centre de gravité de 



ce segment spbérique se déterminera d'après ceux 
du secteur spbérique et du cône. 

Pour cela , appelons Vi , V , V, les volumes res- 
pectifs de CCS trois corps, eixt , x, s*, les dis- 
tances de leurs centres de gravité au point C; nous 
aurons 

V == V -f Vx , Vs = W + V. *,. (a) 

Soient a le rayon CD, ola corde AB et/la flèche DE 
de l'arc ADB. Relativement au cône , on aura 

V = 1/12 «• (a - /}, x'z= 3/4 (a - f). 

La base du secteur spbérique sera égale au produit 
de la flèche et de la circonférence du grand cercle, 
ou à Zxaf, et son volume aura pour valeur le pro- 

1 2»o« / 

duit de cette base et de — a, ou Si l'on 

3 3 

décrit du point,C comme centre , et d'un rayon égal 
à 3/4 CD , un arc de cercle tel que A' D' B', le 
centre de gravité de la surface engendrée par cet 
arc, se trouvera au milieu de la flèche IVE' (n» 81), 
ou , autremement dit , à une distance du point C 
égale à CD' — l/d DE', dont la valeur est 
3/4 (a — 1/3/). Donc , ce centre de gravité éUnt, 
d'après ce qu'on >ient de dire, celui du secteur 
spbérique V, on aura 

3 4 ^ a / 

En substituant ces différentes valeurs dans les 
équations [a), il vient 

2/3 »o> /= 1/12 TC« (a — /) + V, , 

1/2 ira» /(o — l/?/) =1/16 irc* (a— /)• + V.r, 

d*oû l'on tirera les valeurs de Vi et Xx . 

Si l'on appelle/ la longueur de l'arc AB, on 



aura 



I / /x 

= 2a sin — , /= ail — cos — ) , 
2a > 2a / 



2a 
et il en résultera 

2x09 



Vi = 



/ / 1 I /. 

( 1 — cos — — — sin* — cos— ) , 
> 2a 2 2a 2a/ 



/ 

3a sin4 — 
2a 



*i = 



/ / 1 / /x 

8 ( l — cos sin» — cos — j ; 



2a 2aé 



Lorsque l'arc / est la demi-circonférence, on a 
/r=;ira, et par suite 



V,= 



2iraS 



3a 

Xx = — . 

8 



89. On détermine aussi par des intégrales sim- 
ples le volume et le centre de gravité de tout corps 
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ijmétrique par rapport k un aie , comme un ellip- 
soïde, par exemple. 

Soient x, y, z, les trois coordonnées rectangu- 
laires d^un point quelconque de la surface ; pre- 
nons Taxe de figure pour celui des x, et désignons 
par X Taire de la section perpendiculaire à cette 
droite, qui répond à rextrémité de Tabscisse x. Si 
Ton décompose le volume en élémcns infiniment 
minces et perpendiculaires à Taxe de figure, on 
pourra prendre Hdx pour le volume d^un élément 
quelconque , et x pour la distance de son centre 
de gravité à l'origine des coordonnées. Donc , en 
désignant par V une tranche comprise entre deux 
sections correspondantes à des abscisses données a. 
et C , et par Xt la distance de son centre de gravité 
à Torigine des coordonnées , nous aurons 

V = /* Xds, yst zzzf s\dx. 

Dans le cas de Tellipsolde , Téquation de la sur- 
face est 

jri yt g% 

- + - +- = 1; 

a» b* c* 

a, b, c, désignant les trois demi-axes. Ceux de la 
section X seront 



a* a* 

cm aura donc 

et , par conséquent , 

V = ir4c(C — •) (1 ) 






2a* 



> 



d'où Ton tire 



«I = 



Il —^1.— ■ I I 1 

4 [2a* — •« — ttC — C« ) 



Si Ton applique cette formule au segment sphé- 
rique que Ton a considéré dans le n^ précédent , il 
faudra prendre 

a = a cos — , c c= a ; 
2a 

ce qui donne 



Xt = 



3a ( 1 -(- cos — ) sin» — 
^ 2a/ 2a 

i 
4 ( 1 — cos h fin» — j 

V Sa 2a/ 



et en maltipUant le numérateur et le dénominateur 

de cette fraction par 1 — cos — , on vérifie qu^elle 

2a 
coïncide avec la Taleur de xi déjà trouvée. 

Pour avoir la valeur entière de Tellipsoîde , iJ 
faudra faire Cj=aeta. = — a;ce qui donne 

Avabc 

V= . 

3 

. Ce volume est aussi donné par Tintégrale triple 
fffdxdyds, étendue à tous les élémens de Pespace 
terminé par la surface de Tellipsoîde ; mais en fai- 
sant 

*=:a«', y==V) «=c»', 

Téquation de cette surface devient 

jK» -(- y'i 4- a'« == 1 , 

et rintégrale triple se change en 

aJbcfffdx'dy'd^. 

Cette nouvelle intégrale devra s'étendre à tous les 
élémens de Tespace circonscrit par la surface qui 
répond à Téquation précédente ; elle sera, par con- 
séquent, le volume de la sphère qui a Funité pour 

4«- 
rayon y et ce volume étant égal à — , il en résulte 



3 



4ira£c 

■ , comme précédemment , pour celui de Tel* 

3 

lipsotde. 

90. Les corps symétriques autour d*un axe com- 
prennent les solides de révolution. lïous prendrons 
toujours Taxe de figure pour celui des abscisses x. 
En supposant alors un solide de cette nature en- 
gendré par une aire plane , comprise entre deux 
courbes données et les perpendiculaires à Taxe des 
x qui répondent i d;=aetx=:C, et désignant 
par y et y' les ordonnées de ces courbes relatives à 
une même abscisse quelconque x, il faudra faire 

X = -(,.- y.). 

dans les formules du numéro précédent; ce qui 
donne 

V=«^ (y — y'«)rf*, V«, = wT [y^*)xdx. 

Dans le cas le pins ordinaire où la courbe inté- 
rieure se confondra avec Taxe de figure , on aura 
y' = , et simplement 

V = ir/ y» d:» , V*i = » / y xds. {b) 

La cjcloïde fournira encore des exemples de 
Tapplication de ces formules , dans lesquels toutes 
les intégrations s^effectueront sous forme finie. 

Si Ton considère le solide convexe , engendré 
par Taire CMP (fig. 26) tournant autour de Taxe 
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Ci;, on intégrera d^abord par partie; ce qui don- 
nera 

V = »xy» — 2ir/*yrfy, 
Vjti = 1/2 »*• y* — ir/s« ydf\ 

les intégrales étant prises de manière qu'elles s*é- 
Tanouissent au point C, on quand s = 0. En Tertu 
de Téquation (a) du n» 73 on aura donc 



V = ir*y« — 2%fy y/^as — x* dx^ 
V*i =r 1/a xs* y* — wfffx Y^ax — *» dx\ 

et les calculs s'achèTeront par des transformations 
semblables à celles du n» 80. Dans le cas du Tolume 
engendré par la demi-cydoide CAB , on trouTe 



8 \ 16 /' 



12(QvB_ie)' 



S*ils*agit, au contraire, du solide couTeie en- 
gendré par Taire CBP tournant autour de Tase Cy, 
il faudra préalablemenà permuter s et y dans les 
équations ^) ; d*on il résultera 

V = ir/s» dy^ Vy, = »/*• yily; 

yi étant la distance an point C, du centre de gra- 
vité qni se trouve sar Taxe Cy, et les intégrales s'é- 
Tinouissant en ce point C. En vertu de Téquation 
(a] de U cycloîde , on aura donc 

y=*fs l/tur-^s^dx, Vyi= wfyx ^as^s*dx, 

La première intégrale s'obtiendra sans difficulté ; la 
seconde, par des transformations semblables à 
celles du vp 80. Dans le cas où Cl sera la demi-cy- 
doldc entière , on trouvera 



V = 



16 



(16 ir« ^ fl 

- + -)-. 
4 / ir 



91. Maintenant, soient Wi , yi , Mi ^ les trois 
coordonnées rectangulaires du centre de gravité 
d'un corps de forme quelconque , homogène ou hé- 
térogène , dont la masse sera représentée par M. 
D'après ce qu'on a déjà dit dans le no 65, il fau- 
dra, pour déterminer ces trois inconnues, diviser 
M en parties infiniment petites, et changer, en 
conséquence, les sommes en intégrales dans les 
seconds membres des équations (1) de ce numéro. 
On aura , de cette manière , 

Ix. =yj7sA»,My. =^y«fa.,M«. =/]7'srfm; (l) 

dm étant l'élément différentiel de la masse du corps 
qui répond aux coordonnées s, y, e. En appelant f 
la densité de ce même élément, et dv son volume, 
on aura aussi 

dm == fdv. » 

On pourra prendre maintenant , pour l'élément dv 
du volume , le parallélépipède rectangle dont les 
trois c6tcs arlj.irens sont parallèles aux axes des x, \ 



y, %, et égaux aux diflérentiellet dx, dy, dm; d'où 
il résultera 

do = dxdydx. 

Si le corps est fiomogène , sa densité sera con- 
stante; en désignant par V son Tolume, on aura 

et lei éqoatioDf (1) deviendront 

V#, =j07i<»», Vy, =zfjfyiv, Vm, =JJf*iv.(,»). 

Si le corps est hétérogène , il pourra se présenter 
deux cas différons. Dans le premier cas, ce corps se 
composera de parties homogènes de grandeur finie, 
et la densité ne variera que d^une partie à l'autre. 
On appliquera donc h chacune d'elles les équa- 
tions (2), puis on déterminera le centre de gravité 
du corps entier d'après ceux de toutes ses par- 
ties (no 64}. Dans le second cas , la densité variera 
par degrés insensibles dans l'intérieur du corps ; et 
alors on fera usage des équations (l), dans les- 
quelles p devra être une fonction donnée de jr^y^ js. 

Toutefois , on doit remarquer que , soit qu'il s'a- 
gisse d'un corps homogène ou d'un corps hétéro- 
gène , la division de la masse en élémcns infini- 
ment petits , dont les densités sont les mêmes on 
ne varient que par degrés insensibles, suppose que 
ce corps est formé d'une matière continue. Or, 
cela n'a pas lieu dans la natura, où les corps, au 
contraire , se composent de parties matérielles dis- 
jointes et séparées les unes des autres par des es- 
paces vides , comparables en grandeur aux parties 
pleines. Nous reviendrons sur cette observation 
dans le chapitre suivant , et nous ferons voir qu'on 
peut , néanmoins , oppliquer les formules (1) et (8] 
aux corps naturels, comme si la matière n'éprouvait 
aucune discontinuité dans leur intérieur. 

02. Au lieu des coordonnées x, y, g, il sera quel- 
quefois nécessaire, pour faciliter les intégrations, 
d'employer les coordonnées polaires de choque élé« 
ment dm. Soit alors r son rayon vecteur, I l'angle 
qu'il fait avec l'axe des x positives, et 4^*»>glc 
compris entre le plan de ces deux droites et celui 
des X et y; nous aurons (n» 9) 

j- r= r cos I , y = r sin â cos 4 f a = f* sin I sin 4* 

Il faudra , en même temps , exprimer do au moyen 
des différentielles de ces nouvelles variables r, I, 
4. On a des formules générales pour la transforma- 
tion des variables indépendantes dans les inté- 
grales multiples ; mais on pent aussi trouver dtrec 
tement l'expression de do dont nous devrons faim 
usage , savoir : 

dt as r* sin I dr dl (i4 , 

ainsi qu'on le verra tout à l'heure. 

Je mets ptfo à la place de dm dans les équa 
tions (1) , et j'y substitue ensuite cette valeur de 
dv et celles de s^y, s; elles deviennent 

M*! z=ffffT^ sin • cos %dr dh d\^ i 
Hy, ^Wir^ siH> « cos ^d^d^, \ (3) 
Ms, =JJjrr9 sin» • sin 44lr dl <*+, \ 
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à quoi il faudra joindre Téquation 

Quant aux limites de ces inté^les triples , elles 
seront différentes selon que Torigine des coordon- 
nées sera placée en dehors ou en dedans du corps. 
Lorsque cette origine sera un des points de H, on 
intégrera d^abord depuis r = jusqu'à r =ti^ en 
représentant par y une fonction de 6 et 4 donnée 
par Téquation de la surface ; cela fait , on intégrera 
depuis = et 4 = jusqu^à 6 = w et 4 = 2ir , 
en commençant à volonté par Tangle 9 ou par Pangle 
4. Les limites seront généralement plus compli- 
quées quand Torigine des coordonnées n^appar- 
tiendra pas à la masse H. Représentons , dans ce 
cas , par « et u' deux fonctions données de I et 4* 
par » et m' deux fonctions de 4 ) et par a et «' deux 
angles donnés; supposons qu^il s^agisse d^une por> 
tion de corps comprise , d^une part , entre les deux 
surfaces qui ont pour équations r = « et r = u' ; 
d^une autre part , entre les surfaces coniques qui 
ont pour axe commun Taxe des s, leur sommet 
aussi commun à Torigine des coordonnées , et pour 
équations • = m et 6 == m' ; erffin , entre les deux 
fllans passant par cet axe , et qui font des angles « 



et «' avec le plan fixe d'où Ton compte Tangle 4. 
On intégrera d'abord depuis r=^u jusqu'à r = u\ 
ensuite depuis S = m jusqu'à S =V, et finale- 
ment y depuis 4 = « jusqu'à 4 = «'• 

Prenons, par exemple , pour les deux premières 
surfaces celles de deux sphères concentriques qui 
ont leur centre commun à Torigine des coordon- 
nées , et dont les rayons sont a et 41' ; supposons , 
en même temps, que les deux cônes soient à 
base circulaire , ou, autrement dit, que » et »' 
soient des angles constans ; supposons , de plus , 
que la densité ne soit fonction que de r; de sorte 
que la portion de corps que l'on considère appar- 
tienne à une sphère composée de couches concen- 
triques infiniment minces, dont chacune ait la 
même densité dans toute son étendue, laquelle 
densité variera d'une couche àTautre , suivant une 
fonction donnée de la distance au centre. En fai- 
sant pour abréger , 

/ fr* dr z=z kf / ff^ dr = Bf 

et effectuant les intégrations relatives 4 A et 4] on 
trouve 



M = A(«' — •) (cos « — cos ^'), 
TlLxi =. 1/a R (»' — «) (cos * u — cos» •'), 

Myi = 1/2 R (sin *' — sin *) (•.' — «,— ,/a sin 2 •' + 1/3 sin 2 •), 
M^i = l/Z R (cos • — cos «')(«.' — ^ -. 1/2 gin 2 •»' -J- 1/a sin 2 «.); 



ee qui fait connaître les valeurs de ^ti , yi , zi , 
qn^on ne pourrait déduire , dans cet exemple , des 
équations (1). 

Si la masse H forme un anneau complet , de sorte 
qu'on ait a' = a 4- 2ir, il en résultera yi = et 
Si =z= , c^cst-à-dire que le centre de gravité sera 
situé, comme cela doit être, snr Taxe de cet an- 
neau : sa distance Xi au centre de la sphère dont 
cet anneau fait partie , aura pour valeur 

R(cos M -{- cos m') 
2A 

Dans le cas de l'homogénéité de la sphère , la den- 
sité f étant coustante , on aura 

A = 1/3 p (û's — flS ), B =: 1/4 p (o'4 — ai ). 

Quand le TÎde de l'anneau disparaîtra , on fera 
M = ; et , enfin , s'il se change en un secteur 
sphérique , on fera aussi «1 =z= j d'où il résultera 

*i = — ( 1 + cos J ) ; 
8 

ee qui s'accorde avec la valeur de la quantité dé- 
signée par X dans le no 88 , en observant que la 
flèche représentée par/aurait pour valeur a' (1 — 
cos «»'), et que le rayon est a'. 

03. Pour trouver la différentielle dv du volume , 
exprimée au moyen des différentielles des coordon- 



nées polaires , je suppose que H (fig. 31) soii le 
point qui répond aux coordonnées r, 1 , 4 i «n sorte 
que étant leur origine , OA soit le rayon tcc- 
teur r, • l'angle MO* compris entre ce rayon et un 
axe fixe Ox , et 4 l'angle que fuit le plan de ces 
deux droites avec un plan fixe mené arbitraire- 
ment par la seconde. Soit H' un point situé sur le 
prolongement de OM, et dont le rayon Tecteur OM' 
sera r'. Du point comme centre, et dans le plan 
M'Ox , décrivons les arcs de cercle MN et H'M' com- 
pris entre Us deux droites OMH' et ONft', et dési- 
gnons par A' Tangle PlOx; enfin , faisons tourner le 
plan de cet angle autour de Taxe Ox , et représen- 
tons , dans sa nouvelle position , par 4' l'angle 
qu'il fera avec le plan fixe. Dans ce mouvement, 
Taire MU I^'N engendrera un volume HM'N'NPFQ'Q, 
que je représenterai par 11. Or , cette aire , diffé- 
rence des deux secteurs circulaires M'ON' et MON , 
est égale à 

1/2 (r'«— r») (•' — •). 

Si Ton appelle « la perpendiculaire abaissée de son 
centre de gravité sur l'axe Oxj on aura u (4' — 4) 
pour la longueur de l'arc que ce centre décrira au~ 
tour de cette droite. D'après le théorème du no 84, 
nous aurons donc 



U = -(r' + r)(,'_r)(»-_l)(4<_4). 
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Cela posé, conceTons que les trois dimensions de 
U deTÎennent infiniment petites, et faisons, en 
conséquence , 
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Le facteur r' + r se réduira , en même temps , à 
2r; on pourra aussi prendre pour u la perpendicu- 
laire HH abaissée du point H sur Taie Ox , laquelle 
est égale à r sin 6 , et ne saurait différer de ti que 
d^un infiniment petit ; enfin XJ se changera en dp, 
dont la valeur, qu^il s^agissait de déterminer, sera 

Jv = r> sin I dr de d^. 

On remarquera, effectiirement, que ce volume 
Af peut être considéré comme un parallélépipède 
rectangle , dont les trois côtés adjacens sont MM' 
ondr, Varc infiniment petit HN , qui a son centre 



au point et pour longueur rtfl , et Tare infiniment 
petit KP, qui a son centre au point H et pour lon- 
gueur r sin SdS. 

La base HRQP de ce parallélépipède est Télément 
de la surface sphérique dont le centre est au point 
et le rayon égal à r. En la désignant par «io- , on a 
donc 

da^ = r« sin 6 <i6 4^4 , dv = dsdr. 

Si Ton appelle dtê Télément de la surface sphérique 
dont le rayon est pris pour unité , on aura aussi 

dm = sin I dS (^4 , .(Ip == r* drdm. 

En intégrant cette eipression de dm depuis 1 = 
et 4 = jusqu'à • = v et 4 = 2ir , on en déduit 
4ir pour le rapport de la surface de la sphère au 
carré de son rayon j ce qui est , en eifet, sa valeur 
connue. 



CHAPITRE VI. 



CALCUL DB LATTRACTIOIV DES CORPSc 



$ I'*'. Formuiês relative à un corps quêicoHquê $i 
à la tphèrê sm pariieuUer, 

94. Supposons qu*un point matériel (fig. 32) 
soit soumis aux attractions de tous les points d*un 
corps de forme quelconque j en décomposant cha- 
cune de ces forces en trois autres , dirigées suivant 
des axes rectangulaires menés arbitrairement par 
le point , et faisant ensuite la somme des compo- 
santes positives ou négatives qui agissent suivant 
ehaque axe, on aura les trois composantes dont 
la résultante exprimera , en grandeur et en direc- 
tion, Tattraction totale qui sera exercée sur le 
point (k Ces trois composantes seront des sommes 
d ne infinité d^élémens infiniment petits , étendus 
à la masse entière du corps attirant ; elles s^expri- 
meront par des intégrales triples , et le calcul de 
ces quantités sera semblable à celui des- coordon- 
nées du centre de gravité d^un corps quelconque 
dont nous venons de nous occuper : c'est pourquoi 
je placerai ici ce que j^ai à dire sur le calcul des 
attraistions. 

Cette question est une de celles dont les géomè- 
tres se sont le plus occupés, soit k cause des diffi- 



cultés d^analyse qu'elle présente , soit à raison de 
ses rapports avec le problème de la figure de la 
terre et de la loi de la pesanteur k .sa surface ; 
mais , dans cet ouvrage , on se bornera k donner 
les formules qui se présentent immédiatement, et 
quelques-unes de leurs applications. Je renverrai , 
pour de plus grands développemens , au second vo- 
lume de la Mécanique ciélcstê , eik mon Mémoire 
sur V Attraction des Sphéroidês, inséré dans la Coih 
naùsance des Temps de Tannée 1820. 

96. Soit D un point fixe pris dans Tintérieur du 
corps attirant) par ce point, menons trois axes 
rectangulaires Djp ^ Dy , Ds, qui seront les axes des 
coordonnées positives; désignons par x, y, m, 
les coordonnées d'un point quelconque H du corps 
attirant, et par dm Télément difi*érentiel de sa 
masse , qui répond à ce point H ; représentons aussi 
par a, C, y , les trois coordonnées du point 0, et 
par /â, la masse de ce point matériel ; et soit enfin u 
la distance OH , de sorte qu'on ait 

«« = (. — *)« + (C — y)« + (> - m)k 

L'attraction exercée par dm sur /a sera dirigée sui- 
vant la droite OX. On suppose cette force propor- 
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tionnelle aui produits des deux masses, et on raison 
inverse du carré de la disUnce tf ; en la désignant 
donc par F , on aura 



F = 



ff*dm 



«> 



/étant un coefficient constant qui exprimera Tin- 
tenstté du pouiroir attractif, rapporté aux unités de 
masse et de distance. Pour se former une idée pré- 
cise de cette quantité/, il fout concevoir deux 
corps de forme et de dimension quelconques, dont 
les masses sont égales et prises pour unité, et sup- 
poser que l'attraction ne varie ni en grandeur ni 
en direction dans toute Tétendue de ces deux 
corps; en sorte qu'elle soit la même entre deux élé- 
mens quelconques de leurs masses , égaux à dm et 
k /^, qu'entre les points matériels /*eidm que nous 
considérons , lorsque leur distance 031 est égale k 
l'unité : la force/ est l'attraction totale qui serait 
exercée alors par l'un de ces deux corps sur l'au- 
tre. 

Les projections de la droite OM sur les axes Ds , 
Dy, Dm, sont • — J?, C — y, > — Ji; en les divi- 
sant par tt, on aura les cosinus des angles qui dé- 
terminent la direction de la force F ; ses trois com- 
posantes seront donc 

U ' Il U 

et en y considérant « comme une quantité posi- 
tive, elles tendront, selon qu'elles seront positives 
ou négatives , à diminuer ou à augmenter les trois 
coordonnées • , C , ^ , du point 0. Si donc on dé- 
signe par A, B, C, les trois composantes de l'at- 
traction totale exercée sur ce point , on aura , en 
mettant pour F sa valeur, et observant que m et/ 
sont des facteurs constans , 



A 
B 



-'ffff^'- 



e-y 



é 



(1) 



ces intégrales triples s'étendent à la masse entière 
dtt corps attirant. 

En représentant par f la densité de l'élément dm, 
et par tbr son volume , on aura 

<lifi = pdf. 

Cette quantité p sera , dans le cas général , une 
fonction donnée des coordonnées du point M ; elle 
se réduira à une constante donnée , dans le cas de 
l'homogénéité du corps attirant. On exprimera dv 
au moyen des différentielles des coordonnées de H , 
dont on fera usage , et qui seront le plus propres à 
faciliter les intégrations. 



06. Par une considération très simple, on réduit 
à une seule les trois intégrales triples d'où dépen- 
dent les valeurs de A , B , G. 

Les limites éUnt les mêmes que dans ces inté- 
grales , faisons 

A cause que ces limites sont indépendantes de la 
position du point 0, si l'on différentie T par rapport 
à ses coordonnées , on pourro effectuer ces diffé- 
renttatioos sous les signes /(n<» 14) ; et comme on 
a d'ailleurs « 




« — * 



tt» 



1 
ti 

dC 






1 
d.— 



z — 



il en résultera 



7. -fff^ " 



da 
dt 






(im, 



ce qui change les équations (1) en celles-ci : 

ir ifT * dT 

A = -A./-, B = -iu/-,C = -M/7-î (2) 
d. dC dy 

de sorte que le calcul des trois composantes A, B, C, 
ne dépendra plus que d'une seule intégrale T. 

En la déterminant, il sera important de se rap- 
peler que le dénominateur ti devra avoir constam- 
ment le même signe dans toute l'étendue de l'inté- 
gration, et qu'il doit être positif si l'on veut que 
les composantes A, B, C , tendent à diminuer ou à 
augmenter les coordonnées du point , selon que 
leurs valeurs données par les équations (2), seront 
•positives ou négatives. 

Au lieu d'une attraction , si le point était sou- 
mis à une répulsion, il suffirait de changer les 
signes des valeurs de A , B , C , ou , ce qui est la 
même chose, d'y regarder/ comme une constante 
négative. Dans le cas où la force attractive ou ré- 
pulsive qui agit sur le point ne serait pas, comm« 
nous l'avons supposé , en raison inverse du carré 
de la distance, et qu'on représenterait, en général, 
le coefficient de t^dm par une fonction donnée de 
«^ que je désignerai par %u, on prendrait une autre 
fonction ^ , telle que l'on eût. 



d^tt 



= — 9« 



et que 'on mettrait à la place de — dans Texpres- 
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sion de T, Il se pourrait aussi que cette force fût 
attractÎTe pour une partie du corps qui agit sur 0, 
et répulsive pour une autre partie , auquel cas la 
fonction fu, dans laquelle est compris le coeffi- 
cient/^ changerait de signe dans Tëtendue de Fin- 
tégrale que T représente. 

Les composantes de Taction exercée sur un corps 
de forme et de dimensions quelconques, se dédui- 
ront des formules précédentes , en y remplaçant /« 
par Vêlement différentiel de sa masse, qui répond 
aux coordonnées, •, C, y^ei intégrant ensuite, 
par rapport à ces trois variables, dans toute reten- 
due de cette masse; d^où Ton voit que les compo- 
santes de Taction exercée par un corps sur un 
autre dépendront, généralement, d'intégrales sex- 
tuples. 

Telles sont les formules diaprés lesquelles on cal- 
culera les attractions ou répulsions ; mais avant 
d^eii faire aucune application , il est nécessaire 
d'expliquer comment elles conviennent & la consti- 
tution intime des corps naturels , et d'examiner la 
difficulté dont il a été question à la fin du no 91. 

97. Les différens corps renferment , sous des vo- 
Inn^ égaux, des quantités inégales de matière 
pondérable (n» 60); et ces quantités variant, pour 
un même corps , avec sa température et la pression 
extérieure à laquelle il est soumis, on a été conduit à 
considérer les corps naturels comme un assemblage 
de parties matérielles non contiguës , et séparées 
les unes des autres par des porêê ou espaces vides 
de matière pondérable. Ces parties matérielles se 
nomment des atom$ê ; leurs dimensions et celles 
des pores échappent , par leur extrême petitesse , à 
nos sens et à tous nos moyens de les mesurer. On 
regarde les atomes comme indestructibles , et la 
masse, la forme, le volume de chacun d'eux, 
comme invariables. Les dimensions des pores' va- 
rient, au contraire, avec les quantités diverses de 
chaleur qu'on introduit dans les corps ou qu'on en 
fait sortir, et avec les pressions auxquelles on les 
soumet; et comme les changemens de volume d'un 
corps peuvent être très grands , sans que sa masse 
ait augmenté ni diminué , il 8*ensuit <{ue les di- 
mensions des parties vides doivent être compara- 
bles et généralement supérieures à celles des par- 
ties pleines. 

Les atomes de même nature ou de nature diffé- 
rente, se réunissent en diverses proportions , pour 
former d'autres parties des corps , toujours insen- 
sibles, qu'on appelle leurs moUculês. Les corps dif- 
fèrent entre eux par la nature et la proportion des 
atomes qui entrent dans la composition de chaque 
molécule ; et les atomes sont regardés comme in- 
variables et indestructibles , ainsi qu'on vient de 
le dire , parce qu'en les réunissant dans les mêmes 
proportions, on reproduit, à toutes les époques , 
les mêmes corps, jouissant des mêmes propriétés. 

96. Il est évident, d'après cela , que la division 
de la masse en élémens infiniment petits, et la sup- 
position d*nne densité de chaque élément , qui ne 



varie pas dans les corps homogènes , ou qui virie 
par degrés insensibles dans les corps hétérogènes , 
ne conviennent point aux corps naturels ; mais cela 
n'empêche pas qu'on ne puisse faire usage des for- 
mules fondées sur cette considération , et qu'elles 
ne soient encore applicables lorsque les corps ont 
été divisés en parties de grandeur tout-à-fait in* 
sensible. 

En effet, les molécules sont si petites et si rap- 
prochées les unes des autres , qu'une partie de la 
masse d'un corps qui en renferme des nombres im- 
menses , peut encore être supposée extrêmement 
petite , et son volume regardé comme insensible. 
Soit V le volume d'une semblable partie , d'une 
grandeur insensible , et qui contient, néanmoins , 
des myriades de molécules ; soit aussi m la somme 
de leurs masses ; et désignons par H un des points 
de 9^ qui sera , si l'on veut, son centre de gravité. 
Si nous faisons 

m 

— = P, 

V 

ce rapport p exprimera réellement la densité du 
corps au point M , quelles que soient d'ailleurs les 
masses des molécules et leur distribution régulière 
ou irrégulière dans Tétendue de e. De même , en 
désignant par ii le nombre de molécules que v ren- 
ferme , et faisant 

V 

_ = .», 

n 

cette ligne i , de grandeur insensible , pourra être 
appelée VinttrvaUê moyen des moléeulêê qui répond 
au point H et à la densité p. Dans un corps homo- 
gène , ce rapport et cette ligne ne varient pas avec 
la position du point H ; dans un corps hétérogène, 
ces deux quantités varieront par degrés insensi- 
bles, et pourront être supposées des fonctions don- 
nées des coordonnées de ce point. 

Cela posé , si l'on veut oonnaitre la masse d'un 
corps, ou , plus généralement, la somme des par- 
ties extrêmement petites de cette masse, multi- 
pliées chacune par une fonction V des coordonnées 
de l'un de ses points H , on divisera le volume V 
de ce corps en parties extrêmement petites 9, puis 
on fera la somme de tous les produits VfV, que 
j'indiquerai par 

ïUpr, 

et qui devra s'étendre à toutes les parties v de V. 
D'après le théorème du n» 13 , si les termes de cette 
somme étaient infiniment petits et que leur nom- 
bre fût infini, so valeur serait rigoureusement 
égale k l'intégrale définie. 

étendue au volnme entier V , dont d9 est l'élément 
différentiel. Or , on conçoit qu'en général la diffé- 
rence entre cette somme et cette intégrale dimi- 
noera de plus en plus , à mesure que les parties de 
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la première deviendront plus petites , et que leur 
nombre sera plus grand ; de telle sorte que la gran- 
deur de V étant insensible, mais toujours distincte 
de dv, on pourra néanmoins prendre , sans erreur 
appréciable , Tinté^ale à la place de la somme. Il 
y a cependant une exception à ce principe général : 
c*est lorsque U est du genre des fonctions qui va- 
rient très rapidement, et quVn même temps Cette 
quantité change de signe dans Tétendue de Tinté- 
gration; ce qui arrive, effectivement, dans le cal- 
col des forces provenant de Tattraction moléculaire 
et de la répulsion calori6que , qui ne sont sensibles 
qu*à des distances insensibles. Mais U nous suffit, 
quant h présent , d* observer que cette exception 
u^a aucun rapport avec les formules des n<» 01 
et 96, relatives aux centres de gravité des corps et 



aux attractions en raison inverse du carré des dis- 
tances , et qu^on peut , conséquemment, les appli- 
quer aux corps naturels formés de molécules dit- 
iointes. 

90. Revenons maintenant ou calcul des attrac- 
tions. 

Si la distonce du point ou corps attiré est très 
grande relativement aux dimensions de ce corps , 
on pourra , dans Texpression de T du n» 00 , déve- 

I 

lopper la quantité — en série convergente, ordon- 

ti 
née suivant les puissances et les produits de x, y, 
s En faisant 

«1 ^ C« -)- 7^« r= ^ , 

on aura alors 



1 1 ^ + Cy + yM 3 (•!? + Cy + y»y — (ar« + y> -f- »* ) * 
- = - + + , + etc. 



Si Ton prend le centre de gravité du corps attirant 
pour l'origine ]> des coordonnées , on aura 

fffxdm = 0, fjjydm = O.fffxdm = 0, 



puisque ces intégrales , divisées par la masse H da 
corps , seraient les trois coordonnées de ce peint 
(no 01). En désignant cette masse par H , nou} au- 
rons donc 



H 3 1 

T = - + -///*(•* + «y + >')• dm fff{x* +y* +x*) dm + etc. 



2^ 



Lorsque la distance OD ou t sera asses grande 
pour qu^on puisse réduire cette valeur de T à son 
premier terme, les équations (2) deviendront 

A z= ^•^** B — ^^-^ C — Îî3^- 
fi > f^ ' ^y ' 

or ces composantes sont les mêmes que celles d'une 

force égale h "JT^ ) agissant au point suivant la 

direction OD ; il s^ensuit donc que Tattraction exer- 
cée sur un point , par un corps qui en est très 
éloigné , est à peu prés la même , en grandeur et 
en direction , que si la masse H de ce corps était 
réunie à son centre de gravité. 

Lorsque ce corps sera une sphère homogène ou 
composée de couches concentriques , on trouvera 
que tous les termes de la valeur de T , excepté le 
premier, se détruisent; il suffira pour cela de rem- 
placer X, y, x, par les coordonnées r^ S , 4 j comme 
dans le n» 02; ce qui permettra d'effectuer les in- 
tégrations relatives à' % et 4* ^^ théorème qu^ou 
vient d*énoncer sera donc alors tout-à-fait exact , 
si la distance i est seulement assez grande pour 

1 
que le développement de — soit une série couver- 

u 
gente ; et, en effet, on verra dans le numéro sui- 
vant , sans recourir & la réduction en série , que ce 
théorème a lieu, quelle que soit la distance du 
point à la sphère attirante , pourvu qu'il ne soit 
pas situé dans son intérieur. Il est facile d*en coo- 



214 

dure que Tattraction d^une sphère sur une autte 
est la même que si la masse de chaque sphère ét«it 
réunie à son ceutre; car, en- appelant SI et SI' le» 
masses des deux sphères , et C et G ' leurs centres , 
Tattraction de H sur un point quelconque de V 
est d'abord la même que si la masse M était con- 
centrée au point C ; en outre, cette attraction de C 
sur tous les points de M' , est égale et contraire à 
Tatlraction de tous ces points ou de M' sur C , la- 
quelle est la même que si la masse W était réunie 
au point C; donc , Tattraction des deux sphères est 
la même que celle de deux points matériels situés 
en C et C ' et dont les masses seraient M et ll^ 

100. L'attraction exercée sur le point par une 
couche sphérique, homogène et d'une épaisseur 
constante , dont D est le centre , se réduira évidem- 
ment à une force dirigée suivant OD. En faisant 
coïncider cette droite avec l'axe Ds^ les compo- 
santes B et G , parallèles aux axes Dy et ïi%, seront 
donc nulles , et Ton n'aura que la valeur de A à 
calculer. 

Dans ce calcul , on emploiera , comme dons le 
no 02 , les coordonnées polaires r^ 1 , 4* l«^a^0 ^^ 
se confondant avec la droite DO , on aura alors 

ODH = 1, DO = •, C = 0, >. = 0; 

et à cause de DH = r et OH = «^ il en résultera 

«a = «« — 2«r cos • -f- r* 

L'angle 4 s^t> ^^ui que fait le plan ODH avec un 



plan flu passant par la droite DO ; on prendra 
(qo 93) 
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dv s= r* sin kk'd^ ^, 

pour félément du Tolume, et dans réléinentx{fln= 
fdc de la masse , on regardera f comme un facteur 
constant. 

Après avoir substitué ces valeurs dans Texpres" 
sion de T du n» 08 , on intégrera depuis r = 6 jus- 
qa'à r=ia^ en désignant par a et 6 les rayons ex- 
térieur et intérieur de la couche sphcrique , et de- 
puis I = et 4 = jnsqu^à • =rir et 4 = 2ir. 
Comme la variable 4 n^eutrera pas sous leBigne/*, 
Tinlégration relative à cette variable se réduira à 
remplacer la différentielle dn^ par 2ir. Cela étant , 
on aura 



r sio M^ 



■) 



«5 



rdr. 



!/•» — 2ar cos • -f> ^ 
Aux limites â = et 1 ^ ir , le radical aura pour 
valeurs 

± (•-•■,) ± (• + '); 

mais comme il exprime la valeur de « ^ qui doit 
être constamment positive (no 96), il faudra pren- 
dre* 4"'*^ l'' limite 1 = ir, etr — «ou « — râla 
limite 6 = 0, selon que le point sera situé en 
dedans ou en dehors de la couche sphérique. Nous 
verrons tout à Theure ce qu^on doit faire lorsque 
ce point appartiendra à la couche même , de sorte 
qu'on ait r > « dans une partie de cette couche , 
et r < A dans Tautre partie. 

Relativement à 6 , Tintégrale indéfinie étant 



/ 



r stn Itfft 



|/«> — 2ar cos ft 4~ ^ 



on aura dooc, dans le cas du point intérieur , 



= — l/^ •• — 2«r cos I 4" ^ + con»*« t 



J ol 



r «m hdh 



|/»* — 2a,r oos • 4- r» 



= -[(r4-.)-(r-.)] = 2; 



par conséquent , la valeur de T ne dépendra pas 1 première équation (2) , sera égale à xéro. Dans le 
de«, ei<:elle de A qui s'en déduit au moyen de la 1 cas du point extérieur, on aura de même 



f. 



r sin A<il 



|/«« — 2ar cos • 4- r» 



=-[(- + ••)-(•-•■)] = -, 



et , conséquemnent , 

on, ce qui est la même chose, 

n 

I étant la masse de la couche sphérique dont le 

4ir (o* — i3 ) 
Tolume est i-. On en conclut. 



A = 



_ /*M/ 



(3) 



ce qui est la même force que si la masse entière 
de cette couche attirante était réunie à son centre. 
101. Ces résultats s^étendent immédiatement aux 
cas d*une couche sphérique d^une épaisseur con- 
sUote, mais composée d^autres couches concen- 
triques , dont la densité varie de Tune à Tantre , 
suiTant telle loi qu^on voudra , et ne change pas 
dans toute Tétendue d^une même couche ; car on 
peat déterminer séparément les attractions de ces 
différentes couches , et faire ensuite la somme de 
toutes ces forces, laquelle sera nulle pour un point 
iatérieur , et donnée par la formule (3) pour un 
point extérieur ; H exprimant toujours la masse to- 
tale du corps attirant. 



Concluons donc , 

lo Que les attractions en roison inverse du carré 
des distances , exercées par tous les points d^unc 
couche sphérique d'une épaisseur constante, homo- 
gène ou composée de couches concentriques, sur 
un point situé dans Tespace vide que cette cou- 
che termine, se détruisent mutuellement; en sorte 
que ce point demeurerait en équilibre, quelque 
part quUI fût placé dans cet espace. 

2o Que Tattraction de cette même couche et , 
par conséquent aussi , Tattraction d'une sphère en- 
tière, exercée sur un point extérieur 0, est la 
même que si la masse du corps attirant était réu- 
nie à son centre. 

Si le point fait partie de la couche attirante , 
ou, autrcmeut dit, si Toua « > 6et«<a,on 
partagero cette couche sphérique en deux autres : 
Tune dont les rayons extérieur et intérieur seront 
a et « , Tautre pour laquelle ces rayons seront « 
et &; le point étant intérieur à Tégard de la pre- 
mière de ces deux couches , elle n'exercera sur lui 
aucune action ; et si Ton appelle m In masse de la 
seconde couche , par rapport à laquelle te point 
est extérieur , Tattraction do cette couche se dé- 
duira de la formule (3) , en y mettant m au lieu de 
M. L'attraction totale exercée sur le point aura 
donc pour valeur 



A = 



/*"»/ 
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Si la couche i]^hériqne se change en une sphère 
entièrement pleine, et qu'elle uit partout la même 
densité, on aura 



4irp«3 



3 



A = 



4»/*/p« 



c^est-à-dire que dans Pintérieur d'une sphère ho- 
mogène , rattraction est proportionnelle à la dis- 
tance du point attiré à son centre. 

Les mêmes théorèmes ont lieu dans le cas d'une 
répulsion , poufTn que cette force Tarie toujours 
en raison inverse du carré des distances. 

102. L'éqnilifore du point , situé dans Tespace 
que termine une couche sphérique, et attiré ou 
repoussé par tous ses points , peut facilement se 
vérifier. 

Supposons , pour cela , que cette couche soit 
d^abord infiniment mince. Soit f son épaisseur. 
Décomposons sa surface en élémens infiniment 
petits; et désignons par •» Tair de celui qui répond 
au point P (fig. 33). Les élémens correspondans 
du volume et de la masse de cette couche seront 
«• et pt» j et si Ton appelle r la distance OP , la 
valeur de la force dirigée suivant cette droite sera 



M/r 



f» 



Imaginons un cône dont la base soit « et le som- 
met ; en prolongeant la génératrice OP jusqu'à 
ce qu'elle rencontre en P' la surface sphérique, 
et prolongeant de même toutes les autres géné- 
ratrices , on déterminera sur cette surface un 
second élément que je désignerai par m'. Soit, de 
plus, W la distance OP', la force dirigée suivant 
cette droite, en sens contraire de la précédente, 
aura pour valeur 



r*» 



or, je dis que ces deux forces contraires seront 
égales entre elles , c'est-à-dire qu'on anra 



Soient, en effet, POQ et P'OQ' les sections des 
deux cônes , faites par un même plan quelconque, 
passant par leur sommet commun 0. Les surfaces 
semblables <* et »' seront entre elles comme les 
carrés des lignes homologues PQ et PQ'. A cause 
des triangles semblables POQ et P'OQ', on a 
d^uilleurs 

PQ : FQ' :: OP : op'; 

en élevant au carré les quatre termes de cette pro- 
portion, on en conclura donc 



<* > M' 



: : r» : f*» , 



Il résulte de là que les actions exoipéea sur le 
point par tous les élémens de la couche sphé- 
rique se détruisent deui à deux. L'action totale de 
cette couche sera donc nulle ; et il en sera encore 
de même si elle a une épaisseur finie, car alors 
on pourra la décomposer en une infinité de couches 
infiniment minces, dont chacune n'exercera aucune 
action sur le point 0. 

S II. FormuUê relatives à teUipaotdê. 

103. lorsque le point (fig. 32) appartiendra 
à la masse attirante, on facilitera souvent les inté- 
grations en prenant ce point pour origine des 
coordonnées polaires. Le rayon vecteur du point 
quelconqne H sera alors fi; en appelant donc, 
comme dans le n» 93 , <2if l'élément de la surface 
sphérique dont le rayon est l'unité, on aura 

<fe = «• dud^ , <ini = pu» dudm ; 

et si l'on appelle g, h, %,\ts angles que fait la 
droite OH avec des parallèles aux axes D^^ Dy^ Ds^ 
menées par le point , on aura aussi , d'après les 
notations du n» 96 , 

X — A y *— C z ^— y 

cos a = . cos h =■ . cosk=: : 

* « ' « ' w 

ce qui changera les équations (1) de ce numéro 
en celle-ci : 

A = — tAfffffCosgdudm^ 
B = ^ MffJTf cos hdudm^ 
C = — hfffff cos kdudm. 

Les intégrales relatives à « s'étendront depuis 
fi = jusqu'à tt=r, en désignant par rie rayon 
vecteur d'un point quelconque de la surface qui 
termine le corps attirant. Pour plus de simplicité, 
si l'on suppose ce corps homogène , ces intégrales 
s'effectueront immédiatement , et il en résultera 



et, par conséquent, Téquation précédente. 






A = — 

C = — /u/pj(y*r cos \6m 



•I 



(«) 



Pour déterminer la valeur de r , qu'on devra 
substituer dans ces formules , soit , en coordon- 
nées rectangulaires , 

Téquation de la surface du corps attirant. En un 
point quelconque de cette surface, on a 

dr=«-{-rcos^,y==C-|-^cos A,x; = 7^-)-rcos it, 

d'après les valeurs précédentes de cos g , cos \^ 
cos k, et «, C, y^ étant toujours les trois coordon- 
nées du point dont les valeurs sont données. 
On substituera donc ces valeurs de s, y, z, dans 
l'équation précédente; celle qui en résultera don- 
nera, en général , deux valeurs de r^ l'une positive 
et l'autre négative; mais on rejettera la valeur 
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négative I ptrcê qae le rayon Toctenr r est une 
quantité positive dont la direction est uniquement 
déterminée par les angles g, k, h, qui peuvent 
être aigus ou obtus. 

Après la substitution de la valeur de r dans les 
équations (a), les intégrales doubles s^étendront 
à tous les élémens du de la surface sphérique , dé- 
crite du point comme centre , et d^un rayon égal 
è Vunité. 

104. Appliquons ces formules au cas de Tellip- 
slode homogène dont la surface a pour équation 



jpft y% gk 

- +- + -=Ii 

a« ' 6» c« 



(») 



a, h, c, désignant les trois demi-axes , et le centre 
de figure étant Torigine D des coordonnées. Si 
Ton y substitue les valeurs précédentes de x, y, s, 
il tient 

pr*+2qr=i /, 
en faisant , pour abréger , 



cos* g , cos> h . cos* k 



m cos g f^^ cos ^ ^^y cos k 



a> 



floQs aurons donc 



6> 



y* 



= /. 



c* 



— q±l^q'+p^ 



Or y la quantité p est positive; la quantité / est 
aussi positive ou zéro , parce que le point , qui 
répond aux coordonnées *, C, ^, est situé dans 
Tintérieur de rellipsoîde , ou, tout an plus, à sa 
surface; par conséquent, il faudra prendre le ra- 
dical avec le signe -|-, pour que le rayon r ne 
soit pas négatif. Je dis, de plus, qu'on pourra sup- 
primer ce radical dans les formules (a). En effet, 
la partie correspondante de Tintégralc contenue 
dans A , par exemple , serait 



f/zi^ 



q* -)- pi cosgtU 'y 



mais pour chaque couple d'élémens (f« dont les 
rayons sont dans le prolongement Tun de Tautre . 
les élémens de cette intégrale double se détruisent; 
car en passant de l'un do ces élémens dt$ à Tautre, 
chacun des trois cosinus cos g, cos fc^ cos h^ 
change de signe, les quantités p, l, q* , restent 
les mêmes , et le coefficient de du sous le signe/' 



prend des valeurs égales et de signe contraire. 
Tous les élémens de Tintégrale précédente se dé- 
truisant ainsi deui & deux , la valeur de A devient 
d'abord 



^'^ff- 




lOSjPCOS^ 



p 

o%gco%k 



dm 



d^y 



en ayant égard à la valeur de 9. Or , les deux der- 
nières de ces trois intégrales se composeront de 
couples d'élémens qui répondront aux mêmes va- 
leurs de fc et de it^ et & des valeurs de^ supplé- 
mens Tune de Tautre. Chacun de ces couples 
d^élémens se réduira donc à léro , et , par consé- 
qnent aussi, les intégrales entières. En supprimant 
ces intégrales et faisant subir des réductions sem- 
blables aux valeurs de B et de G , on aura simple- 
ment 






cos> g 

P 
cos* h 



=^ff- 



p 

cos> h 



A», 



dm 



dm. 



Soient actuellement 6 Tangle compris entre le 
rayon OK et la parallèle à Taxe Os menée par le 
point D , et 4 Tangle que fait le plan de ces dent 
droites avec un plan passant par la seconde et pa- 
rallèle à celui des j( et y; nous aurons (n» 8] 

cos^=co8 6f cos ib=:sin I cos 4) cos ibr:sin I sin 4) 
et , en même temps (no 03) , 

d»'= sin %dM^i 
d'où il résultera 

a4<a»|i=i*c* cos*8-f-(e* cos*44*^* siu>4)A* stn>l, 
f*/)* /V* *^°'* \%\fi hd^d^ 



-"W 



Pour ^comprendre les directions de tous les rayons 
OH , les intégrales devront s'étendre depuis 6 =3 
et 4 = jusqu'à 6 = «- et 4 = 2ir , mais à cause 
que le coefficient de d\ a la même valeur pour ê et 
pour -K — ê , il iuffira d'intégrer depuis 1 = jus- 
qu^h t=Y/2ir, et de doubler le résultat; et parce que 
le coefficient de 4 ^^ ^® même ponr 4 et pour 
** dr 4 ) '^ suffira aussi d'intégrer depuis 4 = 
jusqu'à 4=1/2 «"y et de quadrupler le résultat. Cela 
étant, je fais 

(/4 

^ = tang 4, df = 



cos* 4 



et à cause de 



cos* 4 = 



1 + »..' 



sin' 4 =: 



l + ♦• 
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il en résulte 



I — i = a« *« c* / 



d^ 






2 1/(0* co8« ê + a« sin» 8) (c cog» 6 + a« sin* 6) 



déduira C de A en y mettant y au lieu de « , ei 
permutant les lettres a et c. De cette manière, oa 
aura finalement 



£c cos> 6 sin SdS 



au moyen de quoi la valeur de A ne dépendra plus 
que de Tintégrale relatire à ê. Sans nouveau cal- 
cul , on déduira B de A en y mettant C au lieu de 
A^et permutant les lettres a et 6; et de même , on 

= ^/VPy^ y^^ çj,j, j ^^, jju, jj^ç, ^^j^, ^ +a« sin» 1} ' 

" * flc cos« fl siit %à% 

^ l/(a« cos« 6 + ^* "■>' •) (c* cos» • + ^' >»»• •) 

'•'** ah cos» ft sin êrf> 

j/(6« ces» • + ^' ***** *) (<*' co'* •"+ <î* ■î"* •} 



B 






r» 



w 



Ces valeurs de A, B, C, étant positives, il s^ensuit 
que chacune de ces trois composantes tend à rap- 
procher le point du centre de rellipsoîde ; le con- 
traire aurait lieu dans le cas d'une répulsion où 
Ton devrait mettre, dans ces formules^ — /*au : 
lieu de/*. 

106. Désignons par l'une constante positive, et 
supposons qu^on substitue (1 4~ ^) <*^ (^ 4" ^) ^^ 
(1 -}- I) c, au lieu de a, h, e^ dans 1rs formule%(c). 
le facteur 1 -)- ^ disparaîtra , et les valeurs de 
A, B, C, resteront les mêmes. Or, par cette substi- 
tution, Tellipsoîde se trouvera augmenté d'une 
partie comprise entre sa surface primitive et une 
surface semblable \ les composantes A , B , C , ne 
changeant pas , il en faut donc conclure que fac- 
tion de cette partie additive sur le point intérieur 
, se réduit à séro. 

Ainsi une couche homogène comprise entre deui 
surfaces elliptiques semblables, ayant le même cen- 
tre et leurs axes dans les mêmes directions, n'exerce 
aucune action attractive ou répulsive sur un point 
situé dans Tespace vide que termine sa surface 
intérieure j en sorte que ce point matériel restcro 
en équilibre , quelque part qu'il soit placé dans cet 
espace ; théorème qui comprend ctlui que nous 
avons précédemment trouvé pour le cas d'une cou- 
che sphérique. 

Il en résulte que l'action d'un ellipsoïde plein 
et homogène sur un point de sa masse , se réduit 
à celle qui est exercée par la partie de cette masse 
terminée par la surface elliptique , passant par ce 
point , semblable à celle du corps entier , et sem- 
blableioeut placée. D après les formules {p), la 
composante de cette force , parallèle à ebacun des 
trois axts de Tellipsolde , est proportionnelle à l'or- 
donnée du point parallèle à cet aie, et ne dé- 
pend 4|uc de cette variable. Dans le cas général où 
les trois dcmi-oxcs a, h, c, sont inégaux, ou trans- 
formera en fonctions elliptiques les intégrales rela- 
tives à 6 que ces formules rcufcrment j ce qui per- 



mettra d'en calculer les valeurs numériques , an 
moyen des tables de H. Legendre. Ces mêmes in- 
tégrales s'obtiennent sous forme finie, lorsque 
deux des constantes a,b^ c, sont égales , et qu'il 
s'agit , par conséquent , d'un ellipsoïde de révolu- 
tion. 

106. Supposons, par exemple, qu'on ait cz=5; 
la forme des intégrales relatives à t sera différente , 
selon que rellipsoîde sera aplati oualongé, c'est- 
à-dire , selon qu'on aura 6 > a ou & < a. Suppo- 
sons aussi que ce soit le premier cas qui ait lieu ; 
et faisons, dans cette hypothèse, 

Awpa> ( 1 + e> ) 
' 3 ' 

en sorte que la fraction • soit l'aplatisiement de 
l'ellipsoïde , et « sa masse. 11 en résultera 

_ 3/i/w» p'h^ cos» h sin %d% 



A = 



•-/ 



1 -|- e« cos« • ' 
et, en effectuant 4'intégratîon , ou aura 

A == ^aÇl. [« ^ «Tc{tang = •)] , 

pour la composante parallèle à l'axe de révolution. 
On aura aussi 

V'v cos» 6 sin %d% 

m 

j/l+a» sin»l 






Les composantes B et C étant entre elles comme les 
coordonnées C et ^ du point , il s'ensuit que leur 
résultante sera dirigée suivant la perpendiculaire 
abaissée de ce point sur l'axe de révolution. En ap> 
pelant A' cette force, et a! la longueur de la per- 
pendiculaire , de sorte qu'on ait 



A'=l/B«+C», •'=|/C«+>>, 
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et effectuant Tintégration indiquée , il Tient 

A' = ^r - I ^^^ (tUDff = tf) — .—^ 1, 



, «Vf**!*' r 

l' =r — I a 

Sa^ e» I 



La résultante des deux fbrces A et A' eiprimera , 
en grandeur et en^lirection , l'action totale de Tel- 
lipsoîde sur le point 0. 

Lorsque ê sera une très petite fraction, on pourra 
dételopper ces valeurs de A et A', en séries très 
convergentes , ordonnées suivant les puissances de 
ê. A cause de 

arc (tang s=«]=e..p...4.^^ etc. , 

a 6 



1 +«s 



-= 9 .. aS ^ «^ .i. etc. ^ 



uous aurons 



-^•(•-7 + -) 



6 

Ce' 



A^=:S^'/l + etc. Y 

Daos lu OM de la sphère , ou de e = , la résuU 



A = /./p«io /// -[(7 



tante de A et A' sera dirigée vers le centre , et aura 
la même intensité qnc dans le n» 101. 

107. Le calcnl de Tattraction d'un ellipsoïde ho- 
mogène sur un point extérieur présente encore 
beaucoup pins de drfiicuUé ; mais on doit à M. Yvort 
un théorème au moyen- duquel ce cas peut être ra- 
mené à celui du point, intérieur ; ce qui permet 
dVxprimer les composantes de Tattraction par des 
intégrales simples , semblables aux formules (o). 
Voici une démonstration de cette importante pro- 
position. 

En faisant, dans la première équation (1) du 
noQS, 

dm = fdxdifdz, 
et observant que f est un facteur constant, on a 

Je suppose que Téquation de la surface soit tou • 
jours Téquation (6) , et j'y mets ax\hif , gz^ , à la 
place de x, y, z, ce qui la change en celle*ci : 

-r'i -f y'i -f »'»== 1. 
En même temps la valeur de A devient 

(* — a*') dsfd%/daf 



«*')• + (^ -- V)* + (> - c*0"]V» • 



etsi Ton désigne par ±jri^ les valeu|-s de jr'^ égales I précédente, l'intégrale relative à x' devra être prise 
et de signe contraire , que -fon tire de Téquation I depuis «' = — :ri jusqu'à x' =: xi j ce qui donne 






cs')«]»/« 



-ff^ 



d^dlf 



[(. + o,, )' + (C - V)* + (» - c»')' ]'/* 



■) 



Chacune de ces deux intégrales donbles s'étendra à 
tons les élémens de la demi-surface sphértque dont 
le rayon est Tunité , et qui a son centre à l'origine 
des coordonnées; le produit <fy' d«' est 1» projec- 
tion sur le phn des y et s^ d'un élément queleon- 
que. Si donc on désigne par l'angle que le rayon 
qui aboutit à cet élément fait avec Taxe des d^ ^ et 
par 4 Tangle compris entre le plan de ces deux 
droites et le plan des t et y ^l'aire de cet élément 
sera stn %d%d\ , son inclinaison sur le plan des y et 
s sera l'angle 6 , et il en résultera 

dtf^ds} == cos t.sin hdhd\ , 
pour sa projection sur ce plan. On aura en même 



temps 



Si =: cos I , y = sin Tcos 4 * s' = sin 6 sin 4* 

Les limites des deux intégrales seront maintenant 
ft = et 4=0, ft=1/diret 4 = i^;niais si l'on 
met , dans la seconde , ir — à la place de «■ , il est 
aisé de voir que ces deux intégrales se réuniront en 
une seule , qui aura les mêmes limites par rapport 
a 4» 6^ dont les limites relatives ii t deviendront 
I = et 1 = « ; en sorte que Ton aura simplement 

/.. C p** coslsinBrf»rf4 
K=rf^oJJ^ 5 ' 

en faisant , pour abréger , 



R' = 4* 4" ^' 4" >* — ^ {*^ cos 14"^^ sin t cos -^"{"yc sin S sin 4) 
4" *** ^^^* 1 4- 6' sin* t cos* 4 + ^* ^^^* ^ ^'^* 4 > 
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et regardaat R comme une quantité positiTe. Les 
deux autres composantes B et G s'esprimeront pa- 
reillement par des intégrales doubles. 

Maintenant, considérons l'attraction d'un autre 
ellipsoïde ayant la même densité p , le même cen- 
tre , et ses axes dans les mêmes directions que le 
premier. Soient ai , &| ^ Ci ^ les trois demi-axes 
correspondons à a, b^ c; appelons d le point sou- 
mis à cette attraction , «i i Ci , >i , ses coordon- 
nées, et Al , Bi , Cl , les composantes de cette 
force , parallèles aux trois axes de Tellipsoîde. En 
supposant toujours que /« soit la masse du point 
attiré , nous aurons 

» /»** cos • sin %d^dX 



Al =/*/6« c, / / 



Ri 



Ri étant ce que devient R quand on y change a, h, 
e, «, tf, y^ en ûi ^ 61 ^ Ci ^ «i , Ci , ^i • Les valeurs 
de El et Ci se déduiront de même de celles de B 
et C. 

Supposons que les deux ellipsoïdes aient les mê- 
mes foyers , et conséquemment des excentricités 
égales, on aura alors 

h^k^h — h, étant des quantités positiires ou néga- 
tÎTes qui exprimeront , abstraction faite du signe , 
les carrés des excentricités communes à ces deux 
corps. Supposons, de plus , que le point Ot , at- 
tiré par le second ellipsoïde , soit situé sur la sur- 
face du premier, et le point attiré par le premier , 
sur la surface du second. D'après l'équation (&) et 
celle de la surface du second ellipsoïde, il faudra 
qu^on ait 



•S 



C«, 



/, 



- + - + -=1, 
a» 6a e* 

a* C« y* 

- + - + - = 1. 

«"l *"l 0*1 



(1) 



et Cl , sans changer h et*, qui sont des quantités 
communes aux deux ellipsoïdes j et il est éTÎdenl 
que cette dernière formule ne change pas par ces 
permutations. A cause de R. =:R, les valeurs de 
A et Al renfermeront la même intégrale double ; 
en réliminant , on aura donc 

Al bc =s A6| Cl • 

Relativement aux autres composantes , on obtien- 
dra des résultats semblables ; en sorte que , d'après 
les suppositions qu'on a faites sur les deux points 
attirés et Oi , on aura finalement. 

Al 6» c» Bi fli 6x Cl ai 61 

.(3) 



Soient enfin p ei g deux angles donnés j et pre- 
nons 

«I =acosp,Ci =6sinf)cos9,^i =csin|)sin9,)/2^ 
« =a|COsp, C=6isin|)cos9,^=Ci8in|>sinj,) 

valeurs qui satisferont i^ux deux équations précé- 
dentes et qui établissent une relation particulière 
entre les coordonnées des points et O9 . En 
substituant ces valeurs de •, C, y, dans l'expres- 
sion 4e R* 1 ci 5 mettant aussi les Valeurs précé- 
dentes de 6* , «* , b*i , c*i , il vient 

Ri = a*, -{- a> 4" ^ i*^^* P ^^^* 9 H~ ^^^* * <^s' 4) 
-(- k (sin» p sin» q + sin» • sin» 4) 
— 2 (ai acosp cos 6 -{- 61 5 sin p cos q sin ê cos 4 
+ CiC sin p sin q sin • sin 4)- 

Or , sans écrire la valeur de R»i , on voit qu'elle 
sera la même que celle de R» } car elle s'en dédui- 
rait par les permutations do a et Ci , 6 et 61 , c 



6c 



B 



€10 



ab 



Pour énoncer le théorème que ces trois équations 
renferment , appelons points eomspondatu , sur 
les surfaces des deux ellipsoïdes , deux points dont 
les coordonnées sont entre elles dans le rapport 
des demi-axes auxquels elles sont parallèles. Le 
point Oi de la surface du premier ellipsoïde , dont 
les coordonnées parallèles aux demi-axes a , 6 , c, 
sont Al , Cl , yi j aura pour correspondant, 
sur la surface du second ellipsoïde , le point , 
dont les coordonnées parallèles aux demi-axes 
ai , 61 , Cl , sont • , C , > , puisqu'on a , d'après les 
équations (2) , 



*i a 



Cl 



yx 



1 • 

« ai C 61 ^ Cl 

Cela posé , il résulte des équations (3) le théorème 
suivant : 

Si l'on a deux ellipsoïdes homogènes qui aient le 
même centre^et les mêmes foyers, l'attraction sui- 
vant chaque axe que l'un des deux corps exerce 
sur un point situé ^ la surface de l'autre , est à 
l'attraction de celui>ci sur le point correspondant 
de la surface du premier , comme le produit des 
deux autres axes du premier ellipsoïde est au pro- 
duit des deux autres axes du second. 

108. Lorsque deux ellipsoïdes dififérens ont, 
comme on le suppose , le même centre et les 
mêmes foyers , l'un des deux est entièrement com- 
pris dans l'autre} par conséquent , si le point 
est extérieur par rapport au premier ellipsoïde , 
le point Oi sera intérieur par rapport au second* 
Pour déterminer, au moyen du théorème précédent, 
l'attraction d'un ellipso]|de donné sur un point 
extérieur aussi donné , ou fera donc passer par 
ce point la surface d'un second ellipsoïde ayant 
le même centre et les mêmes foyers que le premier; 
par les formules relatives aux points intérieurs , on 
déterminera les trois composantes Ai , Bi , Ci , de 
l'attraction de ce second corps sur le point 0| de la 
surface du premier, correspondant du point ; les 
équations (3) feront ensuite connaître les compo- 
santes A , B , G , de l'attraction de l'ellipsoïde donné 
sur le point donné. Ainsi tout se réduira k trouver 
les valeurs des trois demi-axes ai , 61 , C( , du se- 
cond ellipsoïde , d'après ceux du premier qu'on a 
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représenlét par a, h ,o ,tX diaprés les coordon- 
nées « , C y y , du point donné 0. 

Pour fixer les idées , je suppose que a soit la 
plus petite des trois quantités a^ b, e; ce qui 
rendra positives tes quantités A et A du numéro 
précédent. J^appelle m le carré de Oi ; on aura 

o, = lX^ 6,==|/ii+A, ci=j/ir+l; 

et il ne restera plus qu^à déterminer cette in- 
connue tf , qui devra être réelle et positive. Or , 
en vertu de la seconde équation (1) , nous au- 
rons 

C« Il y*u 

équation du troisième degré par rapport k «, qui a 
an moins une racine réelle et positive ; car en 
faisant croître ti depnis séro jusqu^à Tinfini , son 
premier membre est d^abord plus grand et ensuite 
plus petit que le second ; en sorte quMl y a au 
moins une valeur positive de « qui les rend égaux. 
Je dis de plus qu^il n^y en a qu^une ; car en suppo* 
tant quMl y en ait deux , « et k', il faudrait qu*on 
eût à la fois 



- + 






c> 



>» 



Il -f A 



K + A 
■ yt 



«f 4- A ' «' + A 



= 1| 



^ 1 



et en retrancbant ces équations l'une de Tautrc , 
et supprimant le facteur «' — u, commun & tous les 
termes , il en résulterait 



C> 



Zi + {r+A)(ii' + A) -^(y + AJCy'+A) 



>• 



= 0î 



ce qui est évidemment impossible. Donc il n^existe 
qu^un seul ellipsoïde qui ait le même centre et les 
mêmes foyers qu^un ellipsoïde donné , et qui passe 
en outre par un point donné. La quantité u ^ d^où 
dépendent ses trois demi-axes Oi , ii , Ci , est 
déterminée par Téquatation (4} ; ce qu^il s^agissait 
de trouver. 



100. Nous ferons remorquer que le tbéoréme du 
no 107 convient égalementà toutes les lois d'attrac- 
tion en fonction de la distance ; car la démonstra- 
tion qu^on vient d'en donner est fondée sur la 
foriçe que prend Tcxpression de E> , qui se trouve 
identique pour les deux points et Oj , et non sur 
la forme de lu fonction de R , qui exprime la loi du 
Tattraction. 

Si les deux ellipsoïdes sont des sphères concentri- 
ques, Tattractioii de chacune déciles sera la même sur 
tous les points de la surface de l'autre , et il ne sera 
plus nécessaire que les points etOi soient correo^ 
pondons. En appelant a et Oi les rayons de ces 
deux sphères , D Tattraction de la sphère du rayon 
a sur un point de la surface sphérique du rayon ai , 
et Di celle de la sphère du rayon a» , sur un point 
de la surface sphérique du rayon a, lesquelles 
forces seront dirigées suivant les rayons des pointa 
attirés , on aura 

D : Di :: o* : ai* , 

quelle que soit la loi de Tattraction en fonction de 
la distance. 

Cette proportion est facile à vérifier dans le cas 
ordinaire où l'attraction est en raison inverse du 
carré de la distance. En effet , d'après les résultats 
du n» 101 , si Ton suppose a > Oi , l'attraction D 
de la sphère du rayon a sur un point intérieur , 
situé à une distance ai de son centre et dont fi est 
la masse , sera 






l'attraction Di de la sphère dn rayon da sur un 
point extérieur , dont /« est aussi la masse et qui 
se trouve à lu distonce a de son centre, aura pouv 
valeur. 



D, = 



4«-/*/oi 

3a> 



et en comparant ces valeurs de D et Di , on voil 
qu'elles sont outre elles comme les carrés des rayons 
o et ai. 
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DU MOUVEMENT BECTILIGRE ET DE LA MESURE DES FORCES. 



§ I^'. Formules du mouvement roeHUgne, 

110. Le mouTement le plus simple que puisse 
prendre un point matériel est celui qui a lieu en 
ligne droite, et dans lequel le mobile décrit des 
espaces égaux en temps égaux. C'est ce mouTeroent 
roetiUgne que Ton appelle uniforme , et qui sert 
de terme de comparaison à tous les autres mouve* 
mens. 

Quand le rapport des espaces parcourus aux 
temps employés à les décrire , change continuelle- 
ment, le moufement est vor»^; si ce changement 
n^a^ait lieu qu'à des intervalles de temps finis , le 
mouTement ne serait qu'une succession de mooTe- 
mens uniformes. 

Dans un mouvement quelconque , Tespace par- 
couru par le mobile , ou , pins généralement , sa 
distance à un point fixe pris sur la ligne qu'il 
décrit , est une fonction du temps écoulé depuis 
une époqnc convenue. Ainsi , en appelant t ce 
temps , et s cette distance , on aura , dans tous 
les cas , 

et les diverses sortes de mouvemens différeront 
entre elles par la forme de cette fonction F/. La 
variable t pourra être positive ou négative : ses 
valeurs positives répondront à des époques posté- 
rieures à celle d'où l'on compte le temps , et ses 
valeurs négatives , àdes époques antérieures. 
Dans le mouvement uniforme , si Ton appelle a 



l'espace parcouru dans chaque unité de temps, 
et b la distance du mobile au point fixe, à l'ori- 
gine du temps t, c'est-à-dire , la valeur de s qui 
répond à <= , on aura , à un instant qoelcoa- 
que, 

s s=i b + ai\ 

car , diaprés la définition de ce mouvement , Tes* 
pace s — b décrit dans le temps t doit être égal 
à Tespace constant a ,. répété autant de fois que t 
renferme d^unités. 

111. On ne définit ni le temps ni l'espace; mais 
il suffit à la Géométrie et à la Dynamique que nous 
puissions mesurer les dimensions des corps et les 
durées de leurs mouvemens. La mesure des lon- 
gueurs est fondée sur la superposition, et se con- 
çoit sans aucune difficulté ; celle du temps exige 
quelque explication. 

On ferait un cercle vicieux si Ton disait, d'une 
part, que le mouvement uniforme est celui dans 
lequel les espaces parcourus sont proportionnels 
au temps , et , d'un autre c6té , que le temps a 
pour mesure le mouvement uniforme , c^est-à-dire 
qu'il est proportionnel aux espaces parcourus dans 
ce mouvement. Hais la notion des temps égaui et 
la mesuredu temps ne sontfondées nécessairement 
sur aucune loi particulière de mouvement , et l on 
peut , en conséquence , les supposer dans la défi- 
nition du mouvement uniforme et de toute autre 
sorte de mouvemens. 

Concevons , en effet , que des corps parfaitement 
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Identiques se roeuTcnt saccessÎTement , et que, 
pendant tonte la durée de son mouTement , chacun 
des mobiles se trooTO eiactement dans le même 
€tat que celui qui Fa précédé : il est évident 
que tous ces mouTemens , dont la loi n^est pas 
donnée , s^exécuteront en temps égaux , et que 
leur nombre pourra servir de mesure au temps. 
Ainsi , par exemple , si ces corps sont pesans et 
retenus par un axe fixe borizontul, qu^on les écarte 
tous également de leur position dVquilîbre , et 
qu^on les abandonne ensuite à eux-mêmes , de 
sorte que le mouvement du second commence dès 
que le premier est revenu à cette position , celui du 
troisième aussitôt que le second y est revenu de 
même, et ainsi de suite, il n^y aura aucune diffé- 
rence possible entre tous ces mouvemens succes- 
sifs qui s^acbèvcront en temps égaux. On prouvera 
par la suite quMl nVst pas nécessaire pour cela 
que ce soient différens mobiles qui se succèdent , 
et que les oscillations successives d'un même corps, 
de part et d'autre de sa position d'équilibre , sont 
aussi isochrones , ou d'égale durée ; mais la consi- 
dération précédente , qui ne suppose la solution 
d'aucun problème de Mécanique , suffit à l'objet 
que nous nous sommes proposé. 

Les astronomes ont reconnu, parles observations 
les plus précises et le plus souvent répétées , l'in- 
variabilité de la révolution apparente de la sphère 
céleste autour de la terre ; et , effectivement , la 
théorie n'indique aucune inégalité sensible dans le 
mouvement de rotation de la terre qui donne lien 
à cette apparence. On appelle y OKrsûim/ la durée 
constante de cette révolution , laquelle durée est 
moindre que celle de la révolution diurne du soleil. 
Celle-ci n'est pas exactement la même à toutes 
les époques de l'année; et c'est sa grandeur 
moyenne que l'on prend pour unité de temps dans 
les usages ordinaires , et que Ton appelle le jour 
nflyeii. Nous adopterons , dans cet ouvrage , la 
division du jour en 24 heures, de l'heure en 60 mi- 
nutes, et de la minute en 60 secondes ; eu sorte 
que la seconde sera la 86400^ partie du jour 
moyen. Le jour sidéral ne contient que 86164,09 
secondes ; d'où il résulte que pour exprimer en 
jours sidéraux un temps donné en jours moyens , 
il faudra le multiplier par le rapport de 86400 à 
80164,09 , ou par le nombre constant 1,0027379. 

112. Un mouvement uniforme diffère d'un autre 
par la grandeur de l'espace parcouru dans Tunité 
de temps. Dans chaque mouvement uniforme , cet 
espace constant estee qu'on appelle la vitesse du 
mobile; mais, pour parler exactement , cet espace 
n'est que la mesure de la vitesse , et non pas la 
vitesse elle-même. Lu vitesse d'un point matériel 
en mouvement est une chose qui réside dans ce 
point , dont il est animé, qui le distingue actuclle- 
menf d'un point matériel en repos , et n'est pas 
susceptible d'une autre définition. La vitesse expri- 
mée , dans le mouvement uniforme , par l'espace 
que le mobile décrit dans chaque unité de temps , 



suppose qu'on prend pour nnîté de vitesse celle 
du mobile qui parcourt l'unité linéaire dans l'unité 
de temps. 

Dans un mouvement varié quelconque, la vitesse 
du mobile varie par degrés infiniment petits , et 
elle est une fonction du temps qui se déduit, ainsi 
qu'on le verra tout à l'heure , de celle qui exprime 
l'espace parcouru : mais , auparavant, il est néces- 
saire de connaître le genre de mouvement que 
prendra un point matériel en vertu de sa vitesse 
acquise , si la force qui lui a imprimé cette vitesse, 
pnr son action continuée pendant un certain temps, 
vient à cesser d'agir , et que ce mobile soit abon- 
donné à lui-même. 

113. Il est d'abord évident que si le mobile s'est 
mu jusque là en ligne droite , il continuera k se 
mouvoir suivant le prolongement de la ligne qu'il 
décrivait ; car il n'y aurait aucune raison pour que 
ce point matériel s'écartêt de la direction qu'il a 
reçue plutôt d'un côté que de Tautre. Mais nous ne 
pouvons pas affirmer , à priori, que la vitesse qui 
lui a été imprimée ne se ralentira pas d'elle-même , 
et ne finira pas par s'éteindre entièrement; ce n'est 
que par l'expérience et l'induction que cette ques- 
tion peut être décidée. 

Or , à mesure que les obstacles à l'état de mou- 
vement des corps , tels que les frottemens et les 
résistances des milieux qu'ils traversent , dimi- 
nuent d'intensité , nous les voyons persévérer de 
plus en plus dans cet état ; et , toutes les fois que 
nous apercevons une altération dans leur vitesse, 
nous reconnaissons que cet effet peut être attribue 
à une cause étrangère. Nous sommes donc conduits 
à conclure que s'il était possible qu'un point maté- 
riel , après avoir été mis en mouvement , ne fût 
plus sollicité par aucune force , et ne rencontrai 
aucun obstacle , son mouvement serait rectiligno 
et uniforme , c'est-à-dire , le plus simple de tous 
les mouvemens. 

Ainsi, par exemple, si une parcelle de fer est 
mise en mouvement dans le vide, sur un plan hori- 
zontal et sans frottement , par lu seule action du 
pôle d'un aimant , et que tout à coup on détruise 
le pouvoir attractif de ce pôle, en y juxtaposant nu 
pôle égal et contraire , cette parcelle continuera 
de se diriger vers ce point ; mais son mouvement 
deviendra uniforme ^ et sa vitesse sera plus ou 
moins considérable , selon qu'on aura laissé agir 
la force attractive plus ou moins long-temps. 

L'impossibilité où sont tous les points matériels 
de se mettre eu mouvement ou de changer le mou- 
vement qui leur a été communiqué , sans le secours 
d'une force, est ce qu'on entend par Vinertie de 
la matière. Ce mot ne signifie pas que la matière 
soit incapable d'agir ; car , au contraire > chaque 
point matériel trouve toujours dans l'action d'au- 
tres points matériels , mais jamais en lui-même , 
le principe de son mouvement. 

114. Au bout du temps <^ et quand le mobile se 
trouve à la distance s d'un point fixe pris sur la 
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droite qu'il décrit , soit v sa Titesso acquise , c'esi- 
à-dire , la TÎtesse du mouTcment uniforme qui au- 
rait lieu , si, à cri instant, la force qui agit sur le 
mobile venait à cesser d'agir. Vaction de cette 
force continuant , Tespace ds que le mobile par- 
courra dans Tinstant dt sera décrit en vertu de cette 
action et de la vitesse v; la partie de dx correspond 
dante h cette vitesse, qui serait décrite d'un mou- 
vement uniforme, aura vdt pour valeur. En appe- 
lant donc c la partie de cet espace qui répond à 
faction de la force pendant Tinstant dt, nous au- 
rons. 

dx s= 9di -f- c. 

Or , ta vitesse variant par degrés infiniment petits , 
et ses variations étant uniquement dues à l'action 
de la force appliquée au mobile, il s'ensuit que dans 
le temps dt, cette action ne peut produire qu'une 
vitesse infiniment petite; par conséquent, cette 
même action ne peut faire décrire qn*nn espace 
infiniment petit du second ordre , moindre que 
celui qui serait décrit uniformément par le mobile, 
s^il recevait au commencement de dt toute la vi- 
tesse qui sera produite pendant la durée de cet 
instant. On peut donc négliger • par rapport à vdt 
dans l'équation précédebtc ; et alors on aura 

dx 

r = — , 
dt 

pour l'expression de la vitesse dans un mouvement 
quelconque. 

Si Ton voulait connaître la partie « de l'espace 
parcouru par le mobile dans le temps di^ en vertu 
de Faction de la force qui le sollicite , il faudrait 
conserver les puissances de di supérieures à la pre- 
mière. Or , en appelant s* la distance du mobile au 
point fixe , au bout du temps t -f* ^^é on aura , par 
le théorème de Taylor, 

dx \ d* 9 

x' — ir = — d<H dt* 4- etc., 

fH ^ 2 dt* ^ ' 

pour l'expression complète de l'espace parcouru 
dans cet instant dt. Le premier terme, égal à vdt^ 
est l'espace dû à la vitesse acquise au bout du 
temps ti si doue on néglige les termes du troisième 
et des ordres supérieurs par rapport à ceux du se- 
cond , on aura 
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ou , ce qui est la même chose , 

• r= 1/2 dvdt , 

pour Ib partie de l'espace s' — « que l'action de la 
force a fait parcourir. La vitesse produite en même 
temps par cette action étant dv, on voit qne l'es- 
pace que le mobile décrirait uniformément , pen- 
dant ce temps dt, s'il recevait au commencement 
toute cette augmentation de vitesse , serait égal au 



produit de dv et di, on double de l'espace a ffuHl 
décrit réellement. 

1 16. Lorsque l'espace parcouru sera donné en 
fonction du temps , on en déduira immédiatement 
la vitesse correspondante , au moyen de l'équation 

de 
= — . Par exemple, les mobiles, dans la ma- 

dt 
chine d'^Âthood, décrivant des espaces qui croissent 
comme les carrés du temps , on en peut conclure 
que leurs vitesses acquises doivent être propor- 
tionnelles aux temps pendant lesquels ces espaces 
sont parcourus j ce que cette machine fournit , en 
effet , le moyen de vérifier. 

Réciproquement , si la vitesse est donnée en 
fonction du temps par la définition du mouvement, 
on en déduira , par l'intégration , l'expression de 
l'espace parcouru. Ainsi , après le mouvement uni- 
forme , le plus simple est celui dans lequel la vitesse 
augmente ou diminue de quantités égales, en 
temps égoux, et qu'on appelle , pour cette raison , 
uniformément accéléré ou retardé. Si donc on ap- 
pelle g l'accroissement constant, positif ou négatif, 
de la vitesse dans chaque unité de temps, et a la 
vitesse du mobile quand < =: , la vitesse 9 k un 
instant quelconque sera , dans ce mouvement. 

f> sz a + gt; 

et en multipliant par di et intégrant, on anra 
« = 6 + a* -f* 1/8 ^^ , 

pour la distance du mobile à un point fixe de la 
droite qu^il décrit; h étant cette distance à l'origine 
du temps t» 

Lorsque les deux constantes a et 6 seront nulles , 
on aura simplement 

c = 9# , « = 1/2 y<» . 

L'espace parcouru est donc alors proportionnel an 
carré du temps ; et la vitesse acquise au bout d'un 
temps quelconque t est telle qu'en vertu de cette 
seule vitesse le mobile décrirait, en un temps égal 
h i, un espace vt double de celui qu'il a parcouru. 
Il s'ensuit que si l'on eonnalt l'espace parcouru 
dans la première unité de temps, on aura, en le 
doublant, la valeur de la vitesse constante g, par 
laquelle un mouvement uniformément accéléré 
diffère d'un autre mouvement de la même nature. 
Ce mouvement est celui des corps pesans qui 
tombent dans le vide. En un même lieu , la vitesse 
g est égale pour tous leurs points ; en sorte qu'ils 
décrivent tous , d*un même mouvement de cette 
espèce , des droites verticales. Cette vitesse varie 
d^un lieu h nn autre ; en prenant la seconde pour 
unité de temps , et le mètre pour unité linéaire , on 
a conclu de Texpériencc 

g = 9»n,80896 , 

à l'Observatoire de Paris. 

La force qui produit des vitesses égales en temps 
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éf snx est ponr nous une forcé eonstanle. Ainsi , 
U pesanteur est une force constante ; ce qui signifie 
ici qu^elIe agit avec la même intensité sur les corps 
déjà animés de vitesses quelconqueiiy et non pas 
seulement , comme dans le n» 59 , que son inten- 
sité est la même dans toute Tétendue d*un corps de 
dimensions ordinaires. 

116. Les lois de Téquilibre ne supposent aucune 
relation particulière entre les forces et les vitesses 
correspondantes ; et, pour résoudre les problèmes 
de Statique , il suffit de connaître les rapports nu- 
mériques des forces , tels quMls ont été définis dans 
le no 5. Les lois du mouvement , au contraire , dé- 
pendent du rapport qui doit exister entre les gran- 
deurs des vitesses produites par des forces données; 
et ce rapport , dont la connaissance est indispensa- 
ble pour la solution des problèmes de Dynamique, 
est le même que celui des forces, ainsi qu^on va le 
déroontrék". 

Soient toujours ;^ et e Tespoce parcouru et la vi- 
tesse acquise par un point matériel au bout du 
temps I. Supposons qu'à cette époque deux forces 
données y et/^ agissent simultanément sur le mo- 
bile, suivant la direction de son mouvement; dési- 
gnons par u la vitesse infiniment petite que la 
force/ imprimerait au mobile, si elle agissait seule 
pendant un temps r infiniment petit, et par u' celle 
qui serait produite par la force/*', dans le même 
temps , si la force /*n^exis tait pas. Je dis que la si- 
moltanéité de ces deux forces ne modifiera pas les 
vitesses dont elles sont capables séparément , et 
que la vitesse produite par la force/* 4-/' sera 
« 4" u', c'est-à-dire qn^au bout du temps ^ -{- r , 
la vitesse du mobile sera devenue -^ u -^ «'. 

En effet, l'augmentation de vitesse du mobile no 
pourra dépendre que du temps r auquel elle sera 
proportionnelle , et de l'état de ce point matériel , 
00, autrement dit, de sa position et de sa vitesse * 
pendant ce même temps r ; ce ne serait donc qii]£n 
influant sur cet état que Taction de la force /' 
pourrait modifier la vitesse qui sera produite par la 
force/*. Or , pendant le temps r , la distance du mo- 
bile à un point fixe et sa vitesse ne peuvent varier 
que de quantités infiniment petites, négligeables 
par rapport k x ei vj^s variations *4c distances à 
d'antres points fixes on mobiles , d^où peuvent 
émaner les forces/* et/^, sont également négligea- 
bles; par conséquent , la vitesse que produira la 
force /^ pendant cet intervi&lle de temps r, ne sau- 
rait être modifiée en aucune manière par Faction 
simultanée de la force/'; et il en sera de même à 
regard de la vitesse due à la force/, qui ne sera 
pas non plus cbangée par Faction de/ Donc la vi* 
lesse totale imprimée au mobile pendant le'temps r, 
par la force /+/? se™ égale à m -f- u'. 

On verra de même que si la force/ agit dans le 
sens de la vitesse v^ et la force/' en sens con- 
traire , Faugmentation de vitesse produite par la 
force/—/', sero égale à ti — u'. 
Quelle que soit la nature de chacune des forces/ 



et/', si elles sont capables d'une même vitesse u 
dans un même temps infiniment petit , ce sont 
pour nous des forces égalés. Appliquées en sens 
contraire Fune de l'autre , elles qc changeront pas 
la vitesse du mobile, s'il est déjà en mouvement ; il 
y aura équilibre, si ce point matériel est en repos; 
ce qui rentre dans la définition des forces égales 
du no 5. 

Lorsque la force qui agit sur le mobile dans le 
sens de la vitesse acquise, deviendra double, tri- 
ple, quadruple,.... la vitesse qu'elle produira dans 
le temps r croîtra suivant la même proportion. Ré- 
ciproquement , quand cette force se réduira à moi- 
tié, au tiers, au quart la vitesse qui sera pro- 
duite diminuera de la même manière ; et , générale* 
ment, les vitesses infiniment petites produites pen- 
dant des instans égaux , dans le sens ou en sens 
contraire de la vitesse acquise , ou imprimées à un 
point matériel en repos , seront entre elles comme 
les intensités des forces correspondantes. 

Cest sur ce principe général qu^est fondée la 
mesure des forces dans la Dynamique. On a cou- 
tume de le présenter comme une hypothèse; nous 
le donnons ici comme une conséquence nécessaire 
de ce que les vitesses imprimées par des forces 
quelconques , dans des Intervalles de temps infini- 
ment petits, sont toujours infiniment petites , et de 
ce qu'en même temps les déplacemens des mobiles 
sont aussi infiniment petits. 

117. Si les forces que Fon veut comparer l'une à 
Fautre août des forces constantes , de sorte que 
chacune d'elles produise, pendant toute la durée 
du mouvement, des vitesses égales en temps égaux 
(no 115), leurs intensités seront entre elles comme 
les vitesses qu'elles impriment en un même temps 
quelconque à un même point matériel. Lors donc 
que ces vitesses seront données par Fobservation , 
on en conclura le rapport des forces ; et , récipro- 
quement , quand ce rapport sera donné à priori, 
on pourra le prendre pour celui des vitesses. 

Désignons , par exemple , par « et '«' les intensif 
tés de la pesanteur à deux latitudes difi'érentes , et 
supposons qu'on ait déterminé , en ces deux lieux 
de la terre, les vitesses g ci g'^ acquises en une se- 
conde par les corps qui tombent verticalement dans 
le vide ; on aura 
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Le rapport de ces forces m et V sera aussi celui des 
poids d'un même corps, ou de deux corps homo- 
gènes et d'un même volume, à ces deux latitudes. 
L'observation a fait connaître que les vitesses dues 
à là pesanteur, augmentent en allant de Féquateur 
au pôle, et que l'accroissement total est à peu 
près 1/21)0 de la plus petite. Il s'ensuit donc que le 
poids d'un même corps , transporté de Féquateur 
au pôle, augmentera de 1/200 , et que , pour mettre 
en équilibre les poids de deux corps homogènes 
placés en ces deux lieux de la terre, il faudra que 

9 
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le Tolame du corp» situé à Téquiteur, excède 
do 1/200 celui du eorps situé au pâle. 

Soient encore m l'intensité de ia pesa&teur dans 
le sens Tertical , et «i sa composante suivant une 
droite qui fait avec sa direction un ang^le'a^^'après 
la règle du parallélogramme des forces , nous au- 



rons 



ri = « cos aj 



et si l'on appelle g et gi les vitesses qui seront pro- 
duites dans Tunité de temps par ces deux forces 
oonstantes, agissant séparément sur un même point 
matériel , la propartiop * 



g . gx 



• ■ 



«1 



donnera aussi 



gi =: g cos a. 



Si ce point matériel pesant est posé sur un plan in-» 
cliné, qui fasse ftvec le plan horizontal un angle 
égal à 90^ «- 4i , la fSrce « se décomposera en deux 
autres , Tune perpendiculaire au plan donné et qui 
sera détruite par sa résislince , Fautre dirigée sui- 
vant, ce même plan et c^ui sârftia force «i. C'est 
cette dernière force qui produira, le mouvement 
dans le vide , abstraction faite du frottement du 
mobile contre le plan incliaé.Ce mouvement, dû 
à une force constante, sera donc uniformément 
accéléré; et si Ton appelle Xi , et «i ^ l'espace par- 
couru et la vitesse acquise au jbout du temps i, on 
aura 

€& = jTi < ) J"i == 1/2 ^i t* ; 

équiitions dans lesquelles on devra mettre la va- 
leur précédente de ^i. 

Cet exemple est très propre h. montrer la Aéces- 
sité de connattre à priori le rapport des vitesses 
dues à des forces dont le rappo;-t est connu ; car si 
l'on ne savait pas déduire^i de la vitesse g donnép 
par l'observation^ et qu'il fallût , ipour faire usagQ. 
fte C€S dernières équations , déterminer aussi par 
l'expérience la valeur de gi qui répond à chaque 
valeur de Tangle « , la Dynamique se trouverait à 
peu près réduite à une science expérimentale. 

118. Pour mesurer une force'variabk; , il faut en 
considérer l'effet pendant un temps infiniment pe- 
tit, durant lequel on peut la considérer comme 
constante. Soit donc ^ , dans un mouvement recti- 
ligne quelconque , la foroe qui agit sur le mobile 
au bout du temps i, et que nous regarderons 
comme une quantité positive ou négative seloB 
que cette force agira dons le sens de la vitesse ac- 
quise ou en sens opposé. Cette vitesse étant v au 
même instant , elle sera e -|» lit; au bout du temps 
t + dt; en sorte que la force 9 aura imprimé une 
vitesse dv an mobile dans l'instant di. Si donc on 
désigne par « une force constante et connue, capa- 
ble d*nno vitesse g dans l'unité de temps , et qui 
j uisse , conséquemment , imprimer au mobile une 
\ itesse gdt dans le temps dt, on aura 

9 * m 1 1 dv l gdt ) 



d'où l'on tire 



♦ Œ 



mdv 
'gd* 



Aprl&s avoir choisi arbitrairement une nuité li- 
néaire et une Unité de temps , on exprimera .en 

dv 
noibbres la constante^ et la valeur de — qui a lieu 

di 
ail bout d'un temp^ donué. Cette formule fera en- 
suite connaître , auinème instant, le rapport nu- 
mérique de la force -^ à hi force connue « ; et si 
celle-ci est la pesanteur, ce rapport sera celui de 
la force f îu poids du mobile sur lequel elle agit , 
en sorte que ce point matériel étant pesant et sol- 
licité par la force ç en sens contraire de la pesan- 
teur, demeurerait en équilibre, si l'on trouvait , 

1 dv ' 
par exemple , — — =1. , 

9 ^^ r. 

On simplifiera la formule précédente, en prenant 
«r et ^ pour unités ^ ce qui la réduira & 

dv 

di 

L'unité de force sera alors la force constante qui 
imprimerait au mobile, dans l'unité de temps , une 
vitesse représentée par l'unité linéaire,* de manière 
que si ces deux dernières unités sont la seconde et 
le mètre, l'unité de force sera à peu près le dixième 
^ du poids du mobile , d'après la valeur de y du 
' no 116. 

dv 
On peut remarquer «que cette mesure — de la 

force variable 9 est la vitesse que produirait, dans 
l'jmité de temps , une force constante qui conser- 
verait pendant ce teiops la même intensité que la 
I force 9 pendant l'instant dt. Ainsi , dan#le mouve- 
meilt d^une parcelle de fer vers le pôle d'un aimant, 
que nous avons déjà pris pour exemple (no 113), 
^la force ç dépend de la distance au pôle , et est par 
conséquent variable; mais si Ton suppose qu^-& un 
instant dgiiné le pôle recule devant le mobile, de 
manière que la distance de Tun à l'autre devienne 
constante , la force ç le deviendra aussi , le mou- 
vement se changera en un mbuvement uniformé- 
ment accéléré, et l'augmentatipn de vitesse qui 
aura Iieo dans Tuuité de temps sera la mesure de 
cette force à Tinstant où elle est Revenue con- 
stante. 

En ayant égard à la taleur de «.trouvée dans le 
no 114 , on peut aussi écrire 

2. 

dft . 

Il suit donc de cette formule et de la précédente 
qu'une force a également, pour mesure la vitesse 
qu'elle produit dans un temps infiniment petit , 
divisée parce temps, ou bien le double de fcspacc 
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qu'elle fait porcourir, difisé par le carré de ce 
même temps. Dans le mouvement uniformément 
accéléré , ces deux manières équivalentes de me- 
surer la force ont encore lieu , sons qu'il soit néces- 
saire que le temps soit infiniment petit. 
1 10. Nous avons maintenant 



==.F*, 



dx 
"" dt 






pour les formules générales du mouvement rccti- 
ligne. EII^ menant les rapports (|m existent , ' 
dans un mhuvement quelconque^ 'entre Pespai^ 
parooifrur, liTvitesse acquise et la force qui agit sur ' 
le mobile , et comment ces trois foifctions du temps 
peuvent se déduire Tune de l'autre , soit par la 
différentiation , soit par Tittégration. 
En éliminant V entre les deux dernières, on • 



ç = 



ce qui suppo|e qn^on prenne le temps t pour la va- 
riable indépendante, et que sa différentielle dt soit 
constante j hypothèse que nous fbrons de même , 
dans toute la suite de cet ouvrage , sans que nous 
ayons besoin de le répéter. 
ParTélimination de di, on aura aussi 




1 

♦=7 



dx 



*' • f 
ce qui ser\tra à déterminer v quand la force f sera 

donnée en fonction de x^ et, réciproquement, cette 
force lorsque la vitesse sera connue en fonction de 
Fespace parcoury. 

Nous donnerons, dans le chapitre suivant, di- 
verses applications de ces formules générales. 

( IL Mesure dêê forcée en ayatU égard aus 

nuusês, 

120. Avant de montrer comment on devra tenir 
compte des mastës dans la comparaison dsB forces 
qui agissent sur des mobiles différens, il importe 
de rectifier une expression inexacte qve Ton 
emploie iouvent , et qui tient à une confusion d*i- 
dées. 

Concevons qu^un corps soit posé sur un plan ho- 
rizontal , et qu'il n'y soit retenu par aucun frotte- 
ment. Si je tcux le faire glisser sur ce plan , il fau- 
dra néanmoins , à cause de l'inertie de la matière , 
c|ue j'exerce un effort quelconque *, si à ce corps on 
en joint un second , puis un troisième , etc. , il 
faudra que je déploie , pour produire le même mou- 
vement , une force de plus en plus considérable. 
J'aurai , dans chaque cas , le sentiment de l'effort 
que je'setai c^ligé de faire ; mais je ne devrai pas 
en conclure que la matière oppose aucune résis- 
tance h cet effort, ;et qu'il existe dans les corpf ce 
qu'on appelle très improprement une force éPincT' 
tie. Quand on s'exprime ainsi , on confond la sensa- 



tifv que l'on a éprouvée , et qui résulte de T^ffort 
qu'on a exercé, avec la sensation d'une résistance 
qui n'existe réellement pas. 

Lorsque le corps frotte contre le plan , il y a ef- 
fectivement une résistance au mouvement horizon- 
tal, et je ne peux pas déplacer le mobile sur ce 
plan sans exercer un effort supérieur h cette résis- 
tance. De même , quand je veux soule^r le mobile 
verticalement , il y a aussi une résistance à ce mou- 
vement, qpe je dois vaincre par un effort qui la 
surpasse. Dans les deux- cas, je ne produirai auoun 
mou^rement tant que je ne ferai pas un effort plus 
'grand que le poids du corps , ou que son adhésion 
au plan horizontal; mais si l'on ne suppose ni pe- 
santeur ni frottement , je mettrai le corps en mou- 
vement, quelque faible que soit J'effort que j''exer- 
cerai, et quelque gribde que soit la mass« du 
mobile : alors,' si j'éprouve qu'il faut faire un pins 
grand effort pour communiquer le même monve- ■ 
vement à un corps qu^à un autre , j'eft conclurai 
que le premier se compose d^une plus grande quan- 
tité de matière que le second ; et si je pouvais com- 
parer avec précision les grandeurs des effortf qjae 
j'aurai exercés , leur rapport serait celui des masses 
de ces deux Mobiles. C'est sur une semblable con- 
sidération qu'est jfondée , ainsi que nous allom l'ex- 
'^ pliquer, la mesure des masSes fl'après les. gran- 
deurs des forces qui les mettent en Jbonvçment, 
et, réciproquement , la mesure des forces en ayant 
égard aux masses et aux vitesses. 

121. Deux points matériels , appartenant à des 
corps qui peuvent être de nature différente, ont des 
masses égales ou inégales , selon que des forces 
qu'on suppose é^Ies leur impriment , dans un 
même temps , la même vitesse on des vitesses 
différentes. Supposons , pour fixer les idées , que 
les forces appliquées à ces deux points soient verti- 
cales , et qu'après les avoir placées dans les deux 
plateaux d'une balance , il y ait équilibre. Ces 
forces seront égales dans cette hypothèse ; et cela 
étant, si les deux points sont rendus entièrtfbient 
libres , et que les mêmes forces les mettent en 
mouvement, leurs masses seront égales ou iné- 
gales , selon qu'ils prendront , dans le premier 
instant , des vitesses infiniment petites ^ égales ou 
inégales. « 

Lorsque , de cette manière , les masses de diffé-~ 
rens pointd*matériels auront été reconnues égales , 
en les réunissant on formera d'autres points dont 
les masses auront entre elles des rapports (fielcon- 
ques. Ainsi , en appelant /a la masse de chacun des 
points égaux , m et m' les masses de deux autres 
points formés de n et n' des premiers , m et m' se>> 
ront entre elles oomme ces nombres n et n', et l'on 
oura 



m =5 n/M 



m' 



nV* 



Haintenant , soient u, v, ^, des vitesses infini- 
ment petites , s et s^ des nombres entiers , et 



tw 



r' = fil. 
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Si deux forces /et/' impriment aux masses m et 
m' les Tiiesscs v et v' dans uo même instant , je dis 
qu^on aura 

/:/'::«»: mV. 

En effet, on peut regarder la force / comme la 
somme d'un nombre n de forces égales qui impri- 
priment la. même vitesse va chacun des a points 
égaux dont m se compose; de sorte qu'en appe- 
lant k Tune de ces forces égales , on ai^>a 

/= II*. 

Soit, en outre, h la force qui imprimerait la ritetst 
u à chacun de ces points égaux , pendant le même 
Instant que la force k lui imprime la vitesse r. Ces 
forces agissant sur un même point matériel , seront 
entre elles comme les vitesses « et v (n» 116} ; et, 
à cause de V = iu, il en résultera 

A = fA. 

Nous aurons de même 

/' = n'A' , V = s"*' , 

eo regardant/ comme la somme de m' forces h* ca- 
pables d'imprimer la vitesse v' k chacun des points 
égaux dont se compose m', et sppelant h! la force . 
qui imprimerait à chacun de ces mêmes pointa la 
vitesse u. Or, h et h' étant des forces capables 
d'imprimer dans un même instant une même vi- 
tesse u à deux points égaux en masse , savoir , à 
deux des points dont la masse commune a été re- 
présentée par /«, il suit de co qui précède qu^on 
doit avoir h'=zh. D'après les équations précéden- 
tes, on aura alors 

f=inh, f =fVfc; 

et, en ayant égard aux valeurs de m^ i»'^ e ^ v', il 
en résultera la proportion qu'il s'agissait de 
démontrer. 

122. Cela posé , considérons un corps de gran- 
deur et de forme quelconques, dont tous les points 
décrivent des droites parallèles , avec une vitesse 
commune qui peut d'ailleurs varier avec le temps. 
Partageons ce corps en une infinité de points ma- 
tériels égaux en masse, tels qu'on vient de les 
définir. On pourra attribuer le mouvement de tous 
ces points à des forces qui seront égales et paral- 
lèles dans toute l'étendue du mobile; leur résul- 
tante , pour une partie quelconque de ce corps , 
sera égale à leur somme, et appliquée au centre de 
gravité de cette même partie. Les forces corres- 
pondantes à deux parties quelconques seront donc 
entre elles comme leurs masses ; par conséquent, 
si l'on appel le /la force totale qui agit sur le mo> 
bile , m sa masse , et ^ la force qui répond à une 
partie de cette masse prise pour unité, on aura 

/= «^ 

Quant à la force $ , elle sera proportionnelle à l'ac- 
croissement de la vitesse des points du mobile 
pendant un temps infiniment petit; et si l'on 



appelle v cette vitesse au bout dn temps I, on 
pourr» prendre pour sa mesure, comme dans 
le no 118, 

dr 



♦ = — . 



lï en résultera donc 






dv 

/= » — . 
di 

pour l'expression de la force dans un mouvemenl 
quelconque , en ayant égard k la massa dn mobile, 
et supposant tous ses points animés d'une même 
vitesse. 

Cette forme/, qui est la résultante ou la aomme 
des forces infiniment petites qu'on peut supposer 
appliquées à tous les points dont le corps est 
composé , se nomme forcé motrice ; le facteur ç de 
sa valeur «1^, s'appelle /arcs occ^tfra^rîce^ et n'est 
autre chose que la force motrice rapportée k 
l'unité de masse. 

La force motrice se change en une frestùm 
lorsque la masse sur laquelle elle agit est appuyée 
contre un plan fixe, perpendiculaire à sa direction. 
Une pression et une force motrice ne diffèrent 
donc Tune de l'autre qu'en ce que les vitesses in- 
finiment petites qu'une pression tend à produire 
sent incessamment détruites par la résistance du 
plan fixe qui la supporte , tandis que celles qui 
sont effectivement produites pendant chaque in- 
stant par la force motrice s'accumulent dans le 
mobile , et qu'il en résulte une vitesse finie après 
un temps fini. Deux pressions sont entre elles 
comme les masses multipliées par les vitesses in- 
finiment petites qu'elles tendent à leur imprimer 
dans un même instant, et qu'elles leur imprime- 
raient, en effet, si ces masses étaient libres. 

123. Si le mouvement commun k tous les points 
d'un mobile est uniformément accéléré, et qu'on 
appelle g Taugmentation de vitesse qui a lieu dans 
chaque unité de temps , on a 

Pour une autre force constante/ agissant sur une 
masse m', et produisant une vitesse g' dans l'unité 
de temps , on aura de même 

/' = «y- 

Or , l'observation a prouvé que deux corps pesana , 
quelle que soit la différence des matières, acquiè- 
rent la même vitesse en tombant dans le vide 
pendant un même intervalle de temps. Dans le cas 
de la pesanteur, on a donc^=^'; et, conséquem- 
ment, les poids /et/ de deux corps quelconques 
sont entre eux comme leurs masses m et m', ainsi 
que nous Tavons supposé dans le n^ 60. Le seul 
fait, constaté par une expérience journalière, que 
des corps hétérogènes ont des poids égaux sons 
des volumes différons , ne sufiisait pas pour déci- 
der si leurs masses sont égales ou inégales ; il 
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fallait saToir , de plus , que la pesanteur leur im- 
prime le même mouvement, pour pouvoir con- 
clure , de Tégalité des poids , Tégalitë des quanti- 
tés de matière. 

Le poids d^un corps pesant qui tombe dans le 
vide est sa force motrice, et la pesanteur est sa 
force accélératrice. Pour abréger , on appelle sou- 
tent pcfosifeiir ou graviié la vitesse g, qui n'est 
que la mesure de cette force. 

184. Si des forces données agissent à la surface 
on sur d'autres parties d'un corps solide , et qu'il 
en résulte pour tous ses points des vitesses égales 
et parallèles , il faudra que ces forces aient une 
résultante unique , qui coïncidera , en grandeur et 
en direction, avec la force motrice, telle qu^on 
vient de la définir , et dont on déduira la force 
accélératrice en la divisant par la masse entière du 
mobile. 

Supposons, par eiemple, qu'un corps pesant 
tombe dans l'air, dans l'eau, on dans tout autre 
fluide , et que sa forme et sa densité , s'il n'est pas 
homogène, soient symétriques autour d^nn aie 
vertical. Il est évident que tout étant semblable 
autour de cet axe , tons les points du mobile dé- 
criront des droites verticales; ce qui exige, puis- 
qu'il s'agit d*un corps solide, qu'ils aient tous la 
même vitesse à chaque instant. La résistance du 
milieu , qui s'exerce à la surface de ce corps , se 
réduira donc à une force dirigée suivant son axe 
de figure. Je désignerai par R son intensité à un 
instant quelconque, par ^\a partie correspondante 
de la force accélératrice du mobile , et par m sa 
masse; on aura alors 

R 

4 = - 

m 

Comme cette force agit en sens contraire de la gra- 
vité pendant la chute du corps , la forcé accéléra- 
trice totale sera ^ — 4* Si le mobile était lancé 
verticalement de bas en haut, les deux forces agi- 
raient dans le même sens , et la force accélératrice 
totale serait négative et égale à — g — 4- 

La théorie de la résistance des fluides est encore 
trop peu avancée pour qu'on puisse déterminer, 
â priori, la valeur de R , laquelle peut dépendre de 
la vitesse v dont le mobile est animé, de sa forme, 
de la densité et de la nature du fluide. Le plus 
communément , on la suppose proportionnelle au 
carré de v et à la densité du fluide, que je repré- 
senterai par p , de sorte que l'on a 

R =3 fffv* ; 

r étant un coefficient qui ne peut plus dépendre 
que dé la forme et des dimensions du corps , de la 
nature du fluide , liquide ou aériforme , et de sa 
température. 

Dans le cas d'une sphère , on regarde le coeffi- 
deiit tf* comme proportionnel à sa surface ou au 
carré de son diamètre. En désignant donc par r 



sa 



son rayon , et par D sa densité , de sorte que 
masse soit 

m = -- Dr* , 
3 

il en résultera 

"" Br 

y désignant un coefficient numérique qui sera le 

même pour toutes les sphères , et dont la valeur 

devra être déterminée par rexpérience pour chaque 

nature de fluide. A cause que cette quantité 4 ot 

de la même nature que ^^ il s'ensuit que si l'on 

désigne par k une vitesse donnée, il faudra qu^on 

ait 

Dr k* 

y? 9 

afin que l'expression de 4 prenne la forme 

conformément au principe de l'homogénéité des 
quantités (n» 23). 

128. Une même force constante , agissant suc- 
cessivement sur des masses différentes , produira 
des mouveroens uniformément accélérés , dans 
lesquels la force accélératrice , ou raccroissement 
constont de la vitesse dans chaque unité de temps, 
sera en raison inverse de la masse. 

Ainsi, par exemple ,/* étant le poids m^ d'une 
masse m ^ si Ton suspend cette masse à l'extrémité 
d'un fil qui soit attaché par son autre bout à une 
autre masse m' posée sur un plan horixontal , il 
est évident que ces deux masses prendront un 
même mouvement uniformément accéléré, et dû 
à la force molrice/^ abstraction faite du frottement 
et du poids de la partie verticale du fil. Si dono 
on appelle g' la force accélératrice de ce mouve- 
ment , on aura 

ou , ce qui est la même chose , 

^ = ^ cos • , 

en désignant par • un angle tel que l'on ait 

m = (m -)* m') cos ». 

Par conséquent , le mouvement dont il s'agit sera 
le même que celui d'un corps pesant sur un plan 
incliné, qui fait Tangle • avec la verticale (n» 117). 
Tous les corps étant mobiles et susceptibles de 
prendre des vitesses en raison inverse de leurs 
masses , lorsqu'ils sont soumis , pendant un même 
temps, à l'action d'une même force, il s'ensuit 
qu'il n'existe pas de corps réellement fîtes; ceux 
qu'on appelle ainsi sont des corps qui ont de très 
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grandes masses par rapport h celle» dont dépen- 
dent les forces motrices qu'on leur applique, et 
qdi ne reçoivent, consëquemment, de Faction de 
ces forces que des vitesses extrêmement petites. 
A la surface de la terre, ce sont les corps attachés 
à cette surface qui ne font qu^unc seule masse 
aiee celle du globe terrestre ; et, en effet, en pre- 
nait cette masse pour m' dans Texemple précé- 
dent, on voit que la vitesse g* qui lui sera imprimée 
dana Tunité de temps, par un poids mg correspon* 
dant |i une masse m de grondeur ordinaire, pourra 
" être regardée comme tout-à-fdit insensible. 

128. On a coutume d^appeler quantité de mouvt' 
fnent d^ttn corps \e produit de sa masse par sa 
Titease. Pour ipe conformer à Tusage, j^mplôierai 
cette expression , à laquelle il serait toutefois plus 
correct de substituer c^lie do quantité de vitesse, 
puisqfie c'est la vitesse qui réside dans le mobile , 
et que le mouvement n'en est quVn effet subsé- 
quent. 

Il n'y a aucune force qui produise instantané^ 
ment une quantité finie de mouvement. Le choc 
d'un c^rps soKde en mouvement contre un corps 
solide en repos imprime à celui-ci, dans un temps 
très court, mais non pas infiniment petit, une 
vitesse qui peut être quelquefois très grande; et, 
pendant-cet intervalle de temps , les deux corps ne 
se déplacent pas sensiblement. Quelque durs qu'on 
les suppose , ils se compriment toujours un tant 
soit peu j 1a vitesse passe de Tun à Tautre par de- 
grés infiniment petits ; et si Ton fait abstraction de 
l'élasticité èe ces deux corps , leur action mutuelle 
cesse dès qu'ils ont des vitesses égales. Cette 
covamunication rapide de la vitesse , sans déplace- 
nt t açnsibla'des masses, est ce qu'on appelle une 
percussion ou une impulsion^ elle équivaut, comme 
on voit, h une^orce motrice agissant , pendant un 
temps très court, avec une très grande intensité. 

En considérant ainsi la percussion comme la 
somme des actions infiniment petites d'une force 
motrice , on en conclut qu'elle se décompose en 
deux 'autres pcrcussiont) suivant des directions 
données, par la règle du parallélogramme des 
forces , comme chacune de ces actions successives. 
Si , par eiemple , on Merce sur la tête tTun coin 
une percussion normale que j'appellerai P , elle se 
décomposera en deux autres percussions pêrpendi- 
laires à ses deux faces; et si l'on représente par 
Q et Q' les deux composantes, par K et K.' les lon- 
gueurs des faces auxquelles elles répondent , et 
par H celle de la tète du coin , il est aisé de voir 
qu'on aura , d'après la règle citée. 

Q : P :: K : H, 
Q' : p : : K' : H î 



d'où Ton tire 



VIL PK' 

Q = - . Q' = - . 
H H 



Ainsi , en supposant que cette percussion P pro- 
vienne d'une masse mqui vient frapper la tète du 
coin avec une vitesse a, ses deux faces, on plutôt 
les obstacles fixes contre lesquels elles s'appuient, 
seront dans le même cas que s'ils étaient frappés 
normalement par la même masse m , animée de 
vitesses proportionnelles à leurs longueurs, at ex- 

* Ka K'a- 
primées par — et — . 
H H 
' 127. Si un corps solide en repos est frappé à la 
fois , en sens opposés , par deux autres corps dont 
les masses sont m et m', et les vitesses 9 et e'j qae 
ces trois corps soient symétriques autonr d'an 
même axe quant à leur forme et quant à leur den- 
sité, et que tous les points des deux derniers se 
meuvent parallèlement à cette droite, leurs per- 
cussions sur le corps intermédiaire se feront équi- 
libre , lorsque les quantités de mouvement mv et 
m'v' seront égales , c'est-à-dire que ces quantités 
de mouvement passeront , pendant un temps très 
court, dans le corps intermédiaire , et s'y détrui- 
ront sans que ce corps soit déplacé d'une manière 
sensible. 

L'équilibre aura lieu également si l'on supprime 
le corps intermédiaire, et que la communication de 
la vitesse se fasse immédia^ment entre les deux 
autres corps. Ainsi, deux corps solides qui Tont 
au devant Tun de l'autre se réduisent au repos., 
abstraction faite de l'élasticité, lorsqu'ils viemient 
à se choquer, et que leurs niasses son^^en raison 
inverse de leurs vitesses; et, réciproquement, las 
produits des masses et des vitesses sont égaux 
quand il y a équilibre dans le choc de deux corps 
solides. Ou suppose ici , comme on vient de le 
dire, les deux mobiles symétriques autour d'une 
même droite, et les vitesses de tous leurs points 
paraUèles & cette droite, laquelle est celle qm 
passe par le centre de gravité des deux masses . 
La condition d'équilibre dans le choc de ces corps 
est donc l'égalité de leurs quantités de mouve- 
ment , ou l'équation 

mv = mV , 

m et m' étant leurs masses, et 9 et «' leurs vitesses. 
Nous déterminerons par la suite les mouvemens 
qui auront lieu après le choc, quand ces condi- 
tions relatives aux grandeurs et à la direction des 
vitesses, et à la forme des mobiles , ne seront pas 
remplies, ou bien quand on aura égard à leur 
élasticité. 

Il résulte de cette loi de l'équilibre dans le choc 
que la percussion fournirait le moyen le plus di- 
rect de mesurer la masse des corps. jOn imprime- 
. rait unO vitesse connue a à tous les points d'un 
corps dont la masse serait prise pour unité ; et si 
l'on pouvait déterminer exactement la vitesse r 
dont tous les points d'un autre corps devraient 
être animés , pour qu'il fit équilibre au premier, 
en le choquant en sens contraire de son meuve» 
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nçnt, la musse de ce second corps eniiiit alors 

a 
pour valeur numéri<^e le rapport -~ ; mais il est 

V 

inutile de dire que ce moyen est impraticable , et 
ifue c^est toujours tfux poids des- corps quHl faut 
recMiftr pour mesurer leurs masses. 

Il s^ensuit aussi que deux percussions exercées 
SUT un corps solide, devront être regardées comme 
équivalentes, lorsqu'elles répondront à des quan- 
tités égales de Inouvement ; en sorte que, dans 
Texemple du numéro précédent, la tète et les deux 
faces du coin éprouveront les mêmes effets, ou 
seront frappées avec la même énergie, si la 
muse m et la vitesse a sont remplacées par une 
{Basse m! et une vitesse à\ telles- qoe Ton ait 
«io=A'a'. 

128. Lorsque deux percussions, pi^ovenantde 
TÎtesse en raison inversé des masses, seront exer- 
cées simultanément sur les deux |)lateaux dVne 
balance, il y aura équilibre ; la balance remplaçant 
ici le corps intermédiaire que nous avons considéré 
dans le numéro précédent. Ce cas sera , par exem- 
ple , celui de deux corps pesans , dont les masses 
sont m et m', et qui tombent au même instant sur 
ces deux plateaux , après avoir acquis des vitesses 
V et v', telles que Ton ait mvz=m!v'. 

Si la masse m est eir repos dans Tun des deux 
plateaux , son poids y exercera une pression qui 
sera généralement vaincue par la percussion de 
Tantre masse; mais il n'est point exact de dire, 
comme on le fait orditaai rement, que cela aura tou- 
jours lieu , quelque grande que soit la pression 
dans son espèce, et quelque petite que soit la per- 
cussion dans la sienne. 

En effet , on pent remplacer la percussion de m! 
par une force motrice agissant si^r Tun. des deux 
plateaux sans le déplacer sensiblement , pendant 
un temps très court que je représenterai par K En 



désignant par -mfudt fa quantité infinifÉent petite 
de vitesse dont cette force variable est copabUf 

pendapt Tinstant dt, le produit m' J ' udt ïerala. 

quantité de vitesse qu'elle communiquera h la ba- 
lance penîiant le temps r. Pendant ce même temps, 
le poids de m produira une quantité de mouvement 
exprimée par mgr^ en représentant par g la gravité* 
Pour qu'il y ait équilibre dans le systèime, U fau- 



dra donc que l'intégra 



^/; 



udt soit tonte la vi- 



tesse 1/ dont la masse m' est animée'è rinttanl,ett 
la percussion commence, de sorte qu'il ne lui aeste 
plus aucun degré de vitesse quand le choc est' 
fini) et, cela étant, il suffira que les quantités de 



ei» sens 



%^t^ impriniées 

contraire à la ba|ance pendant la durée du cboc , 
soient égi\)es entre elles. Lar condition de cet équi- 
libre sera exprimée par l'équation 



.'«.r 



^ m'V = mgr ; 

et selon qu'on aura , an contraire , mV > mgr eu 
m/v' < ngr. Qe sera la percussion qui l'emportera 
sur la pression , on la pression sur la percussion. 
Or, quoique le temps r soit extrêmement petit , ce 
denier cas est possible, en supposant la niASset» 
suffisamment grande à l'égard de m^ : pour qu'il 
fût impossible, il faudrait que la durée de la per- 
cussion fût infiniment petite^* ise qui n'a pas lieu 
dans la nature. 

La Dynamique sera une application continuelle 
des principes que, nous avons exposés eu détail 
Hans ce chapitre, et doi/l il est nécessaire de se 
former une idée précise , avant d'essayer de résou- 
dre les différons problèmes relatifs au mouvement 
des corps. * 



sssss; 
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129. Diaprés ce qu'on a vu dans le no 119, les 
équations du mouvement rectiligne d'un point ma- 
tériel sont celles-ci : 

ds dv ' d* X 

r = — , *=— , ^=î , (1) 

dt dt ' dt* 



dont la dernière est une suite des deux antres , et 
dans lesquelles on a désigné , au bout d'un temps 
quelconque t, par x la distance du mobile à un 
point fixe de la droite qu'il décrit, par v sa vitesse 
acquise , et par ç ta force qui le sollicite j 9 étant 
une quantité positive ou négative, selon que cetto 
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force agira dans le sens ou en sens contraire de la 
Xiiesse v. Ces équations s^appliqurront non seule- 
ment à un point matériel isolé, mais aussi à un 
corps solide de grandeur quelconque, dont tous 
les points décriront des droites parallèles, et au- 
ront, par conséquent, un mouvement commun : 
p sera alors la force accéli^ratrice, égale à la force 
motrice divisée par la masse du mobile. 

La valeur de ç sera donnée dans chaque pro- 
hlème; et la question consistera à en déduire, par 
Fintégration, les expressions de o et x en fonctions 
de i. Elles contiendront deux constantes arbitrai- 
res, dont on déterminera les valeurs diaprés celles 
de » et à Torigine du mouvement , qui devront 
être données dans chaque exemple. Dorénavant, 
nous supposerons toujours *que Ton compte le 
temps t à partir de Cette origine ; en sorte que les 
valeurs données de x et o répondront à ^ = 0. 

LHntégrntion ne sera généralement possible sous 
forme finie , que quand p ne dépendra , comme 
nous le supposerons dans les exemples sutvans, 
que d^une seule des quantités tj v, x. Lorsque la 
valeur donnée de fies contiendra toutes trois, ou 
deux seulement, les valeur» de x et v ne pourront 
s^exprimer que par les séries. 

130. Supposons d^abord que la force p soit con- 
stante , et qu'il s'agisse, par exemple , du mouve- 
ment vertical d'un corps qui tombe dans le vide 
en vertu de la pesanteur. 

En désignant cette force par g, nous aurons 



1t^ 



= y; 



d'où Ton tire 

et, par conséquent, 

en supposant que la distance x soit comptée du 
point de départ du mobile, et que la vitesse initiale 
soit nulle, de sorte qu'on ait a;=0 et v=0, 
quand <=0. 

Si on appelle a la vitesse acquise en tombant 
d^une hauteur h, on aura 

a = V^^hf 

ce qui fournit une expression commode d'une vi- 
tesse quelconque, au moyen de la hauteur d'où 
un corps pesant devrait tomber pour l'acquérir , et 
de la vitesse constante g. Le temps de la chute de 
cette hauteur h étant représenté par 6 , on aura 
aussi 

a I y^ a* 

• == — = K —, *=i/2sJ« = — . 

Si le • corps est lancé verticalement de bas en 



haut , l'équation de son mouvement dans le vide 
sera 

d* X 

g étant la même vitesse constante que dans le cas 
précédent, parce que l'on suppose l'action dtt la 
pesanteur sur les corps en mouvement , indépen- 
dante du sens dans lequel ils se meuvent, aussi 
bien que de la grandeur de leur vitesse. En suppo* 
sant que a soit la vitesse initiale, on en déduira 

V =z a — gt j X =z at j^» l/Zgê* , 

pour la vitesse et l'espace parcouru à un instant 
quelconque. Il est évident que le mobile s''élèvera 
jusqu'à ce qutficette vitesse soit nulle. Si donc on 
appelle 6' le temps de son élévation , et h' la hau- 
teur à laquelle il parviendra , on aura 



a. 

ft' = — 



a* 



^9 



I 



et comme ces valeurs coïncident avec celles de A et 
h du cas précédent , on en conclut qn^un corps pe- 
sant, lancé de bas en haut avec une vitesse a, 
s'élève dans le vide k la hauteur d'où il devrait 
tomber pour acquérir cette même vitesse , et que 
le temps de son élévation est le même que celui de 
sa chute. 

Communément on oppelle h la hauteur due à la 
vitesse a, et, réciproquement , a la vitesse due à la 
hauteur h, 

131. Soit que le mobile monte ou descende, il 
suffira , pour former les équations de son mouve- 
ment sur un plan incliné , de mettre dans les pré- 
cédentes g cos « à la place de g , en désignant , 
comme dans le no 117 , par « le complément de 
l'inclinaison du plan donné sur un plan horizontal. 

Dans le cas de la chute , on aura donc 

v = gt cos «t, X = \/Z gt^ cos a, r« = Zgx cos a.\ 

mais en appelant Ha longueur du plan incliné , et 
h sa hauteur, on a 

h •=. l cos a \ 

si donc on indique pdr A la vitesse acquise par le 
mobile, quand il anra parcouru toute cette lon- 
gueur, on aura 

k* = 2gl cos a z=z2gh) 

ce qui montre que cette vitesse k est la même que 
si le mobile fût tombé par la verticale h. 

Soit ABC (fig. 34) la circonférence d'un cercle 
dont le plan est vertical. Supposons que AB repré- 
sente son diamètre vertical, et cherchons, d'après 
les équations précédentes , le temps qu'un point 
matériel pesant emploiera à parcourir la corde AC, 
aboutissant à l'extrémjté supérieure de ce diamè- 
tre. En abaissant du point C la perpendiculaire CD 
sur AB , on aura , dans ce cas, 

AC=/, AD==Aj 
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mais ti Ton déiîgne par • lé temps denandë , on 



aim 



1/8 5» 






diaprés one propriété connue da cercle ; on a d'ail- 
lemt 

en appelant h le diamètre AB; d'où Ton conclut 

Or , ce temps est le même que celui de la chute 
par une hauteur verticale b ; il en résulte donc que 
la corde AC sera parcourue dans le même temps 
que le diamètre AB. 

On trouvera le même résultat , en considérant 
le mouvement sur la corde CE qui aboutit à Tex- 
trémité inférieure de AB, et sera aussi par- 
courue dans te même temps que ce diamètre ver 
Ucal. 

Ce théorème , Indépendant de la longueur de la 
corde parcourue , subsistera encore lorsqu'elle de- 
viendra iollniment petite ; ce qui tient à ce qu'en 
même temps la composante de la gravité , qui 
agit suivant cette longueuri ne sera plus une quan- 
tité finie. 

132. Considérons actuellement le mouvement 
d'un corps solide pesant qui tombe ou qui est lancé 
de bas en haut dans un milieu résistant | et dont 
tous les points décrivent des droites verticales. 
Pour que la force accélératrice ne dépende que de 
la vitesse , nous supposerons que le milieu ait par- 
tout la même densité. 

Bans le cas de la chute , on aura 

en supposant la résistance proportionnelle au 
carré de la vitesse (n' l«M]t et désignant par k 
une vitesse constante et donnée. Cette valeur de p 
étant une fonction de v, il faudra faire usage de la 
seconde équation (1), et l'on en déduira 

k* de k / dv de \ 

En intégrant et supposant nulle la vitesse ini- 
tiale j de sorte qu'on ait v =0 quand < = , il en 
résulte 

^ == J- * log 



d'où Ton tire 



*-€ • 



et , réciproquement , 



k ^v 



2gi 



k + V 



.(l:-) 



k 
-}- e 



k 



.. (2) 



Je désigne ici par b la base des logarithmes 
népériens, et par iog un logarithme de cette espèce. 
Il en sera de même dans toute la suite de cet 
ouvrage ; ce qui n'empêchera pas d^employer 
quelquefois la lettre e à représenter d'autres 
quantités, dans des formules où la base de ces 
logarithmes n'entrera pas. Elle a pour valeur appra- 
chée 

4 = 2,7182818 ; 

et celle du module constant par lequel il faut mul- 
tiplier le logarithme népérien d'un nombre quel- 
conque, pour en déduire le logarithme ordinaire 
de ce nombre , est 

0,4342045 

A cause de datnzvdi, on aura 

» « — log — \ • -f • / t W 

9 a 

en intégrant et supposant «= quand ^s=0. On 
a aussi 

♦•«te 
gda t=z^^ , 

et , par conséquent , 

k^ A* 

« c= — log. . , (4) 

pour la valeur de x en fonction de e* 

133. Ces formules renferment la solution com- 
plète du problème. On en déduit cette conséquence, 
que le temps augmentant sans cesse , le mouve- 
ment approche de plus en plus de l'uniformité , et 
qu'il est sensiblement uniforme quand la vitesse gt, 
produite par la pesanteur , est devenue très grande 
par rapport à k. En effet, en négligeant alors l'expo- 

9^ 



nentielle • 
on a 



qui est une très petite fraction , 



e = *, f = 0, 



A* 



s = it< — — log 2. 
9 
La résistance du fluide étant une force qui 
s'exerce & la surface du mobile , la force motrice 
qui en résulte est indépendante de la masse , et 
serait la même , soit que le mobile fût formé d'une 
matière très dense , soit qu'on enlevât la matière 
intérieure , et qu'on le réduisit à une enveloppe 

10 
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es mince. Or , la force accélératrice se déduisant 
de la force motrice y en la divisant par la masse du 
corps, il s^ensuit que lu première de ces deui 
forces sera , toutes choses d^a illeurs égales , en 
raison inverse de cette masse , et , par conséquent, 
k en raison directe de sa racine carrée. Cest pour 
cela que le mouvement final , dans un milieu résis- 
tant , est le plus rapide pour le corps pesant dont 
la densité est la plus grande ; la forme etTétendue 
de la surface restant les mêmes. 

Quand la densité du milieu est très faible par 
rapport à celle du mobile, la quantité k est très 
grande ; et ce n^est qu^après un temps très long 
que le mouvement peut approcher de Tuniformité. 
Tant que la vitesse gt n^est pas devenue très 
considérable , on a , en séries convergentes , 



'(i -¥) 

et les formules {Z) et (3) deviennent 

gifi 



gt gi t^ 

2- + ^^ +etc., 



^ 2k* ^24**^ ' 



12*4 



-(-etc., 



V =: gt -^ 



»*s 



+ etc.. 



g =a i/a^ — 



12*« 



+ etc. 



Elles se réduisent , comme cela doit être , à celles 
du mouvement uniformément accéléré , lorsque la 
densité du milieu est tout-à-fait nulle, ce qui rend 
la quantité * infinie. 

134. Dam le cas où le mobile est lancé de bas 
en haut , on a 

gv* 

Si sa surface supérieure est la même que sa surface 
inférieure , la constante k sera aussi la même que 
dans le cas de la chute ; mais si ces deux portions 
de surface sont différentes , les valeurs de * le 
seront également ; et , par exemple , sUl s^agit d^un 
cône dont la base soit horizontale, la quantité* 
sera beaucoup plus grande ou beaucoup plus petite 
dans son mouvement ascensionnel que dans sa 
chute, selon que son sommet sera situé au-dessus 
ou au-dessous de sa base. Pour fixer les idées , 
je supposerai que le mobile soit une sphère homo- 
gène ; en appelant r son rayon , D sa densité et p 
celle du milieu , on aura alors (n^ 124] 

Dr 
*.=:-i 



y étant une constante qui ne pei|t plus dépendre 
que de la nature du milieu , liquide ou fluide aérip 
forme , et de sa température. 

En substituant cette valeur de p dans la seconde 
équation (1), on aura 

kdv 



*» + r» * ' 

et en intégrant et désignant par a la vitesse initiale 
du mobile , il en résulte 

(^ \ / ^ \ 9* 
tang=: — j = ttrc f tang = — J . 

La voleur de v qu'on en déduit peut facilement s'é- 
crire sous la forme : 

. / s* A 

«la co» * sin — I 

.=.JS ^ LL. 

9^ 9^ 

a sin 1- * cos — 

* * 

En multipliant par dt et intégrant de nouveau , do 
manière qu^on ait jr=:0 quand f =0, on en con- 
clut 



s 



*« ra gt gty^ 

= — log ( — sin — -|- cos — 1. 
g ^k k k) 



On aura aussi 



gds = —- 



*> vdv 
*> +v> ' 



et par conséquent , 



*> 



X — — log 



*s -|- a* 



Zg " *i -J. vt 

1 

Si Ton fait — =i« , et que Ton suppose ensuite 
* 

a=rO, pour appliquer ces formules au cas du 

• 

vide , elles se présentent sous la forme — ; et par 


la règle ordinaire , on trouve , comme cela doit 
être, 

V = a — giy a? = a* — l/2y<» ; 

résultat qu'on obtient aussi par lo développement 
en série , comme dans le numéro précédent. 

136. Appelons * la plus grande hauteur à laquelle 
le mobile parviendra , et qui répond à e=0} nous 
aurons 

*» , *« + o« 

a t= — log . 

2^ ^ *« 

Soit aussi Oi le temps qu'il emploiera pour y par- 
venir \ sa valeur sera 

•i = — arc ( tang = — J. 



DTRAHIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 



70 



\ 



Parrenu à cette haatenr , le mobile retombera , 
et son mouvement sera exprimé par les formules du 
ii«» 132. Si Ton représente par a' sa TÎtesse, lors- 
qu'il sera retombé de toute cette hauteur A^ on 
aura , diaprés Téquation (4), 



h = — log 
2y 



A> 



Jk-.-o'* 



en égalant cette valeur de A à la précédente , 
on a 

k* k* 4- a* 

> 



A» — o»» 



et , par conséquent , 



fl'«=: 



k* 



a* k* 



a» + *• ' 



A'où Ton conclut a* ^aj en sorte que la vitesse du 
mobile^ quand il sera revenue son point de départ, 
se trouve moindre que sa vitesse initiale. 

Soit aussi 6' le temps de la chute totale, lequel 
répondra à e=:a'. On aura "^ 

ou bien , en mettant pour a' sa valeur , 



k \/^a* + k*+a 

•» = — log — z=ir: — • 
2g ]/^a* + A« — a ' 

valenr diJFérente de celle du temps $i de Télé- 
vation. 

En multipliant par [/a* + k* — a^ le numéra- 
teur et le dénominateur de la fraction comprise 
sons le logarithme, on aura, plus simplement, 

k k 

«' = -log-— == ; 

g J/^o» + ik« — o 

et si Ton appelle A le temps total S' 4- ^1 ^0 Tallée 
et du retour du projectile, on en conclura 

g^ f <"\ , * 

— = arc ( tang = —14- log = . 

Si le mobile est un boulet lancé dans Tair par un 
canon vertical , on pourra, malgré la rapidité de ce 
mouvement, mesurer le temps 6 avec quelque pré- 
cision ; et si Ton connaît , en outre , la vitesse de 
projection a, Téquation précédente servira à déter- 
miner la valeur de h^ relative au rayon r du bonlet. 
En désignant par A' ce que devient k par rapport à 
Il 11 autre boulet de la même matière et d'un rayon r* , 
on aura 



. = . \/'-, 



136. Dans le cas oà Ton fait abstraction de la 
pesanteur , et où Ton suppose la résistance do 
milieu proportionnelle & une puissance de la vitesse 
dont Texposant est moindre que Tunité , la solu- 
tion du problème présente une singularité qpi mé- 
rite d^ètre remarquée. 

Supposons qu'on ait , par exemple-, 



ç = - 2^ K - i 



^ et A étant toujours la gravité et une vitesse 
constante et donnée. L'équation du mouvement 
sera 



ù%iprès Texprcsiion de A> du numéro précédent. 



et 



v^- 



en en tirant la valeur de gdi, intégrant et dési- 
gnant par a la vitesse initiale, il vient 

, = l/7(k^-l/"^). 

et , par conséquent , 

En multipliant par àî, et intégrant de nouveau , 
de sorte qu'on ait s = quand < = , on trouve 



\/ak 
IF" 



+ ^G'-^^^X' 



pour Tespace parco\)ru à un instant quelconque. 

D'après la valeur de r^ la vitesse diminue depuis 

Torigine du mouvement jusqu'à Tinstant qui ré- 

pond à < = *; à cet instant , la vitesse est 

nulle ; au delii , le mouvement continue dans le 
même sens qu'auparavant , et la vitesse augmente 
indéfiniment. Mais la vitesse étant nulle à un cer- 
tain instant , la force accélératrice est nulle en 
même temps ; par conséquent , le mobile doit 
s'arrêter à cet instant et demeurer en repos. Or , 
il faut remarquer que l'équation du mouvement 
admet une solutioi^ particulière e=0; en sorte 
que sa solution complète est l'ensemble de son 
intégrale et de cette équation o=0; il s'ensuit 
donc que le problème est résolu depuis < = () jus- 

\/^ 
qu'à <=' , por l'intégrale de l'équation du 

2 

mouvement , et au delà de cette valeAr de t par la 
solution particulière. Pendant le premier intervalle 
dotcmps, le mofatle décrit, d'un mouvement conti- 

. /"^-^ 
nuellement retardé, une ligne égole à ^' °*^ 

'^9 
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è rextrémité de laquelle 11 ^arrête et demeure en 
repos. 

Cet exemple, purement hypothétique, suffit 
pour montrer la nécessité d^avoir égard aux solu- 
tions particulières des équations différentielles du 
mouvement, s^il en existait; ce qui n'arrÎTepas 
réellement , d'après les expressions des forces en 
fonctions de la Yitesse acquise et de Tespace par- 
couru , qui ont lieu dans la nature. 

137. Donnons maintenant des exemples de mou- 
vemeos dans lesquels la force accélératrice variera 
avec Tespace parcouru. 

Le cas le plus simple a lieu , lorsqu^il a^agit dVn 
point matériel ottiré vers un centre fixe, en raison 
directe de la distance à ce point , que Tou suppose 
situé sur la droite que ce mobile décrit. Au bout 
du temps t , soit m cette distance \ à une distance 
donnée «, supposons que la force accélératrice 
soit égale & la gravité^; on aura, d'après la loi 
donnée ^ 

9» 
• = -, 

pour sa valeur à un instant quelconque. Si # est 
Tespace parcouru au même instant , et que le mo- 
bile soit parti do point situé à une distance e du 
centre d'attraction, en «e dirigeeant vers ce centre, 
on aura aussi 

as 



sss tf — # 



• c=; — — 



d$ 



et la troisième équation (1) deviendra 
Son intégrale complète est 



9 

— — ». 



M =z K cos 



|/I+B.in.l/Î 



A et B désignant les deux constantes arbitraires. 
En supposant nulle la vitesse initiale du mobile , 
on aura à la fois 

dM 

di 
d^où Ton conclut 

A = e, B = 0, 

et, par conséquent , 

j = e cos I ^ —•. 

Cette formule montre que la distance e sera nulle 
ou que le mobile atteindra le centre d'attraction , 
au bout d'un temps indépendant delà distancée de 

son point de départ , et égal à — «• L/ — : il 
fera ensuite , de part et d'outre de ce centre , des 



osoiUationsdont l'amplitude et la durée cottstan€es 



seront cette distancée et ce temps 






138. Pour un autre exemple, considérons le 
mouvement d'un corps pesant dans le vide ; nous 
supposons qu'il tombe d'une asseï grande hauteur 
pour qu'on doive avoir égard, pendant sa chute, à 
la variation de la pesanteur. 

Soient BA£ (fig. 36) un grand cercle vertical de 
la terre , D le point de départ du mobile dans ce 
plan , Jl sa position au bout du temps t^ sur la 
droite DC qui aboutit au. centre C de la terre, et 
rencontre en A sa surface. Appelons r son rayon 
CA , A la hauteur AD , # Tespace DM parcouru par 
le mobile , « sa distance CSI au centre C , en sorte 
qu'on ait 

t=s r + h -^ m, 

La force accélératrice $ sera la pesanteur au 
point H ; en la désignant toujours par jf à la sur- 
face de la terre , c'est-à-dire , au point A , et 
supposant que son intensité varie en raison in verso 
du carré de la distance au centre C^ on aura 
dooe 

d'où l'on tire 

gr* 

s* 

au moyen de quoi la troisième équation (l) de- 
viendra 

gn 




(' + *-•)•' 



Je multiplie ces deux membres par 2ds ; j'in- 
tègre ensuite ; puis je détermine la constante arhi- 

dx 
traire de manière qu'on ait — =0 , quand 1=0 : 

di 
il vient 



ds* 
dt^ 



= ^^•(7+^1-7+*)' 



ce qui fera connaître la vitesse acquise par le mo- 
bile , à une distance quelconque s de son point 
de départ. Au point A, où l'on ac=it^ cette 
vitesse ser^ 



l/^2gh 



v^ 



et , par conséquent moindre , comme cela devait 
être , que si la gravité avait , dans toute la hau- 
teur A^ la même intensité qu'à la surface. 
L'équation précédente donne 




41 r= 



{jJ^h^s)dx 
|/(r + fc) jr — jf • 
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Or, en comparant cette éqnation différentielle à 
Téquation (a) du n» 73 , en voit que si Ton con- 
itruit une demi-cyclolde DOC, qni ait son sommet 
an point D et son origine au point 0, situé snr la 
perpendiculaire CO à la droite CD , et dont le cercle 
générateur ait pour diamètre cette droite CD égale 
à r-|-A; <ia<> l^o» mène ensuite par le point M une 
perpoidiculaire HR à la droite DC , qui rencontre 



la cycloîde au point N , on aura 



UN 






en sorte que Tordonnée MN du point N fera con- 
naître le temps t employé à parcourir Tabscisse 
DM , et réciproquement. Sous forme finie , on 
aura 



•l/^=^^(' + '^)'-" + 7(' + »)-(-=^-îi^. 



en intégrant , et en obserrant que s = quand 
«=0. 
Lorsque la hautenr h et , conséqucmment , la 



distance 9, seront très petites par rapport \r, 
celte formule devra différer très peu de celle qui 
répond à la pesanteur constante. En effet, on a 



arc 



f cos = 






)— (•'•= "^'?.;'r- )' 



Je sinus étant très petit , on peut le prendre à la 
place de Taro; ce qui rend d'abord le second terme 
de la formule précédente égal au premier. On peut 
aussi mettre le rayon r au lieu de r -{- A — x ^ et 

réduire, par conséquent, leur somme à 2 \/^rx j 
tt , de cette manière, la formule dont il s'agit de- 
viendra 



y/jr- = . ^. 



on simplement 



9 = \l2si* , 



en négligeant h par rapport à r\ 

Je me contenterai d'indiquer, comme exemple de 
calcul, le cas où le mobile soumis à une pesanteur 
variable est lancé de bas en haut ; et , pour dernier 
exemple du mouvement rectiligne, je vais considé- 
rer le mouvement d'un point matériel attiré vers 
deux centres fixes, situés sur îa droite qu'il décrit. 

139. Soient A et B (fig. 36] , les deux centres 
d'attraction , M la position du mobile au bout du 
temps i, et D son point de départ. On suppose, 
pour fixer les idées , que le mouvement a lieu 
entre les deux centres d'attraction, et de A vers B ; 
faisons 



= «, AM = ji, AD =: •, BM = c— « , 



en sorte que s soit l'espace parcouru, s la distance 
du mobile au point A , « la distance initiale , et o 
la longueur de la droite AB. En supposant toujours 
les attractions en raison inverse du carré des dis- 
tances, et désignant , à l'unité de distance , par a* 
et i> les intensités des forces qui émanent des cen- 

o» 6» 

très A et B , nous aurons — et ; ? 

' «« (o— a)« 



pour leurs 



intensités quand le mobile est en M« La force accé- 
lératrice 9 sera Texcès de la seconde force qui 
tend à augmenter l'espace s , sur la première qui 



tend à le diminuer ; donc , à cause de tUrz=ds , on 
aura 

d* M b» a* 

dt» (c — ;b)« «» • 



(a) 



pour ce que devient la troisième équation (l) , 

dz 
et — pour la vitesse v du mobile au point M. 

dt 

En multipliant l'équation (a) par 2dji et inté- 
grant , on a 

y- étant la constance arbitraire. Pour la déterminer, 
je désigne par k la vitesse initiale qui répond k 
j8=«} on aura 

2h* 2a* 

C — • • 

En retranchant cette équation de la précédente, il 
en résultera 

dt* •^ \c--s c — */ \« s/ ^ 

ce qui fera connaître la vitesse du mobile, dans 
une position quelconque entre les deux points A 
etB. 

140. Il y a, sur la droite AB, un certain point C , 
dans lequel les deux forces d'attraction sont éga- 
les; en sorte que si l'on y plaçait le mobile, ou 
qu'il y parvint sans aucune vitesse acquise , il y 
demeurerait en équilibre. En appelant h la dis- 
tance AC , on a 



h* 



a* 



{c — h)* h* 
On tire de Là dq^x valeurs de h, dont l'une appar* 
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tient ou point G situé entre A et B , et Tautre à un 
point situé sur le prolongement de AB , du côté du 
centre de la moindre attraction. La première de ces 
deux Taleurs est 



h = 



ae 



a + b 

Appelons f la plus petite vitesse initiale qu^il 
faut imprimer au mobile pour qu'il arrive au point 
C, de sorte que, parvenu à ce point , sa vitesse soit 
nulle ; on aura à la fois 

dM 

k=f, » = A, - = 05 

di 

et , en vertu de Téquation (c) et de la valeur de h, 
il en résultera 

J»z=-- 1 (d) 

c <— • • c 

Si la vitesse initiale k est moindre que/^ le mobile 
retombera sur A ; si elle est plus grande , il dépas- 
sera le point C , et ira tomber sur B. Dans le cas 
de k =f, le mobile emploierait un temps infini à 
atteindre le point C, à cause qu'à une distance in- 
finiment petite de ce point , il ne serait plus animé 
que d^une vitesse infiniment petite , et sollicité par 
une force qui le serait également. 

141. Si A et B sont les centres de deux sphères 
homogènes , ou composées de couches concentri- 
ques , on pourra supposer que les attractions que 
Ton considère sont celles de ces deux sphères ; et 
alorsleurs intensités a* et h* , à Tunité de distance, 
seront entre elles comme leurs masses (n» 101). En 
supposant , par exemple , que A soit le centre de la 
lune et B celui de la terre, et négligeant la non- 
sphéricité de ces deux corps , on aura 

b» 

76 

car la masse de la lune , conclue de son action pour 

1 
soulever les eaux de la mer , est — de celle de la 

76 
terre. On aura donc 



A = 



1 + 1/76 



= = (0,10362) c; 



en sorte que le point également attiré par la terre 
et par son satellite se trouve, à peu près, au 
diiième de leur distance mutuelle à partir de la 
lune. 

Soit r le rayon de la terre; on pourra prendre 60 r 
pour la distance c de la lune à la terre ; et si le mo- 
bile est la partie de la surface de la lune , on aura 

3r 
en même temps « = — , diaprés le rapport connu 

11 

du rayon de la lune a celui de Uierre. Au moyen 



de ces valeurs r et « , et de a =r ■ , l'éqiia- 

j/7d 

tion [d) devient 

/• = (0,044894) — . 

r 

En désignant par g Tattraction de la terre à sa sur- 
face , on aura 

pour cette force à Tunité de distance. Si donc on 
fuit 



»1 en résultera 



(0,044804) r =^f*, 



fi = 2jW. 



Or , Tattraction g peut être prise pour la pesanteur 
dont elle est la partie principale ; par conséquent , 
y est la vitesse due à une hauteur r'; et à cause de 

^ r= 0" ,80806 , irr = 20000000- , 



sa valeur est 



/ = 2368" . 



La lune n^ayant pas d'atmosphère dont la résis- 
tance puisse diminuer la vitesse des corps partis de 
sa surface, il s'ensuit que si la terre et la lune 
étaient en repos , un corps lancé de la surface de la 
lune vers la terre, avec une vitesse plus grande 
que 2361 mètres par seconde , dépasserait le point 
d'égale attraction , et viendrait tomber sur la sur- 
face de la terre. Dans le mouvement de la lune au- 
tour de la terre, la droite AB qui va d'un centre à 
Pautre rencontre constamment la surface de la lune 
en un même point , qui devrait être le point D , 
d'où le mobile serait lancé suivant la direction DBj 
mais, pendant une seconde, le point D parcourt sur 
le cercle décrit du centre de la terre, une longueur 
d'environ 1000" par seconde; par conséquent, 
la vitesse absolue du mobile serait, en grandeur et 
en direction, la résultunte d'une vitesse dirigée 
suivant DB , et d'une vitesse de 1000°* perpendicu- 
laire à DB. Cela étant , le corps no restera pas sur 
la droite mobile AB ; il décrira une courbe dans 
l'espace, les formules précédentes ne s'applique- 
ront plus à son mouvement , et il ne viendra plus 
tomber sur la surface de la terre , comme dans le 
cas de Timmobilité de la lune. 

142. En résolvant l'équation (b) par rapport à dt, 
on a 

l/^cz —a* dx 
dt= — — . 

l/^2a*o^{2a* —2b* +cy)8+ys* 

L'intégrale de cette formule s'exprimera toujours 
an moyen des fonctions elliptiques ; en sorte que 
l'on pourra calculer , au moyen des tables de ces 
fonctions , le temps qui répond à une distance don- 
née M, et réciproquement. Hais indépendamment 
des cas où Tune des deui attractions es4 nulle , il 
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en est d'autres pour lesquels Fintégrale de la for- 
nrole précédente peut encore s'obtenir sous forme 
finie. Ces cas ont lieu lorsque la quantité comprise 
sous le radical est un carré parfait ; ce qui exige 
qa'on ait 

(2a« — 2t* + cy)»t= 8a« cy j 

équation d'où Ton tire 

Z 
> = — (a ± *)« . 



En égalant cette valeur à celle de y du n» 139 , il 
▼ient 



i> = 



26> 



c — 



2a« Z{a± by 



L'une 4c ces deux taleurs de k* est celle de/* ; 
TauCre est évidemment plus grande. Ils'entQit donc 
que quand aucune des deux quantités a et 6 n'est 
séro, on peut exprimer le temps sous forme finie 
en fonction de «^ lorsque le mobile a reçu la plus 
petite vitesse /avec laquelle il peut atteindre le 
pointe, et lorsqu'on lui a imprimé une certaine 
vitesse plus grande que celle-là. 

Je substitue la double valeur de y dans Texpres- 
sion de dtj il vient 

K c ac — (o i *) * 

fonnule que J'on rendra rationnelle et qu'on inté- 
grera , sans difficulté, par les règles ordinaires. La 
différentielle dt doit toujours être positive \ la dif- 
férentielle di est positive pendant que le mobile 
s'avance de D vers B, et négative lorsqu'il revient 
vers A. Dans le premier cas , on prendra donc le ra- 
dical |/^« — s«7 '^^^ ^^ même signe que le dé- 



nominateur oc — (a j: h) », et, dans le second 
cas , avec un signe contraire. 

143. Soit que Ton suppose & = ou c = oo , le 
inobile ne sera plus soumis qu'à l'attraction du 
centre A. L'équation (c) se réduiro à 



dt» \ a, z J 



w 



la valeur de dt qu'on en dédoit s'intégrera sous 
forme finie, et fera connaître i en fonction de z, 
di 
Si l'on fait — = 0, on aura l'équation 
dt 

2a^ 2a* 

a z 

pour déterminer la distance s à laquelle le mobile 
s'arrêtera. Dans le cas de 2a* r=: A* «, cette distance 
sera infinie \ ce qui signifie que le mobile ne s'ar- 
rêtera pas. Il en sera de même dans le cas de 
2a* < fts a , d'où il résulterait pour z une valeur 
négative qui ne peut appartenir à aucun point de la 
droite indéfinie DB, suivant laquelle le mobile a 
été lancé. Dans ces deux cas le mouvement appro- 
cbera de plus en plus de l'uniformité, à mesure 
que le mobile s'éloignera de A. 

Quand la distance z sera devenue très grande et 
le mouvement sensiblement uniforme , sa vitesse , 
d'après l'équation (e), sera à peu près égale à 



»/ 



*« — 



2a> 



> ou à |/** — 2^« , en supposant 



qu'on ait a* = jr«* j c'est-à-dire, en supposant que 
le corps soit parti de la surface d'une sphère , d'un 
rayon «, et où l'attraction était égale à g. Ce qui 
montre que la diminution de la vitesse initiale k 
sera d'autant plus grande que cette force et ce 
rayon seront plus considérables. 



CHAPITRE m. 



DU MOUVEMENT CURVILIGNE. 



$ I**'. Formulée générales de ce mouvement, 

144. Dans le mouvement curviligne , la courbe 
décrite par le mobile est ce qu'on appelle la trajec^ 



toire de ce point roatéiicl. Au bout d'un temps 
quelconque t, soit M (fig. 37) la position du mobile. 
Si l'on appelle s l'arc CM de la trajectoire compris 
entre le mobile et un point fixe C , pris arbitraire- 
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ment sur cette même coarbe , m sera une fonction 
de t; en sorte que l*on aura , dans un mouTement 
curviligne quelconque , 

* = FI. 

Si Ton désigne, au même instant, par s, y, %, les 
trois coordonnées rectangulaires du mobile, ces 
variables seront aussi des fonctions de t, et Ton 
aura également 

*=>, *=/'<, '=/"'. 

Lorsque ces trois dernières équations seront con- 
nues, on en déduira, par Télimination de i, les 
deus équations en x, y, z, de la trajectoire. Au 
moyen des équations de cette courbe , on détermi- 
nera ê en fonction de Tune des trois coordonnées, 
e^, par suite , en fonction de <; ce qui fera conuai" 
tre la loi du mouvement sur la trajectoire. Chacune 
des trois équations précédentes est celle du mou- 
vement reotiligne do la projection du mobile sur 
l^un des aies des coordonnées j il s'ensuit donc que 
la détermination complète du mouvement curviligne 
d'un point matériel dans Tespace, se réduira à celle 
de trois mouvemens rectilignes, qui seront les 
mouvemens de ses projections sur les trois axes 
Os, Oy, Osj des coordonnées. Quand ces trois mou- 
vemens seront uniformes, celui du mobile sera 
aussi reotiligne et uniforme , et réciproquement. 

146. Pendant Tinstant dt, le mobile décrira Télé- 

ment de de sa trajectoire; en négligeant, dans cet 

intervalle de temps infiniment petit , Taction des 

forces qui le sollicitent , on pourra considérer son 

mouvement comme reotiligne et uniforme. Si donc 

on appelle v la vitesse acquise au bout du temps t, 

on aura 

ds 

o ^ — . 

di 

Si ces forces cessaient réellement d'agir h l'instant 
que l'on considère , le mobile continuerait de se 
mouvoir avec cette vitesse v, et suivant le prolon- 
gement MT de Pélément ^^ c'est-à-dire, suivant 
la tangente à la trajectoire, puisque en vertu de 
l'inertie de la matière il ne pourrait alors changer 
ni la direction de son mouvement ni la grandeur de 
sa vitesse (n» 113). On peut donc considérer un 
point matériel qui décrit une ligne courbe quel- 
conque comme étant animé, à chaque instant, 
d'une vitesse dirigée suivant la tangente à cette 
courbe , et esprimée par le rapport de son élément 
différeutiel à l'élément du temps. 

*£n représentant, au bout du même temps i, par 
P* 9t ^9 ^^^ vitesses des projections du mobile sur 
les trois axes des x, y, a, on aura aussi, dans ces 
trois mouvemens rectilignes, 

d» dy d% 

^ dt' 



dt 



di 



Mais si l'on désigne par a,C^y^\ts ongles qne fait 



la tangente k la trajectoire, ou la direction de la 
vitesse v, avec des parallèles aux axes des s, y, m, 
on a (n* 17) 

ds dy di 

cos « = — , cas C = — , cos 7^ = — ; 
de * di di 

d^où Ton conclut 

|7 = i;cos«, 9 = ocosC, r = ocos^, (1) 

et en même temps 

©» = f» + ^» -(- r«. 

Le temps i croissant continuellement, sa diffé- 
rentielle est toujours positive. Les vitesses |»^ q, r, 
sont positives ou négatives, selon que les coordon- 
nées X, y, Zf croissent ou décroissent. Dans les 
équations (1) , on peut regarder la vitesse 9 comme 
une quantité positive; le sens de cette vitesse, ou 
la partie XT de la tangente à la trajectoire, suivant 
laquelle elle sera dirigée, se déterminera alors par 
les signes de p, q, r, qui Teront connaître si les an- 
gles «, C, y, sont aigus ou obtus. Dans Péquation 

di 
V ^ — , on considérera la vitesse • comme posî- 
di 

tive ou comme négative , selon que farc ê croitra 
ou décroîtra. 

On appelle cimipoianiii de la vitesse v d*#i point 
matériel les vitesses p, q, r, de ses trois projec- 
tions sur des axes rectangulaires; et chacune de 
ces trois composantes est ce que Ton entend par la 
vitisii du mobile, parallèlement à l'axe auquel 
elle répond. En comparant les équations (1) à celles 
du no 31 , on voit que cette composition des vi- 
tesses se fera suivant les mêmes règles que celle 
des forces. D'après cette analogie , si l'on mène par 
le point M une droite quelconque HA, qui fasse 
avec les parallèles aux axes des x, y, m, menées par 
le même point, des angles a, h, c, aigus ou obtus, 
la composante de la vitesse v suivant cette droite 
MA aura pour expression générale 

p cos a -f- 9 cos h '\' r cof c. 

La quantité de mouvement (n» 126) d'un point 
matériel isolé, et celle d'un corps dont tous les 
points sont animés de vitesses égales et parallèles, 
se décomposeront en d'autres quantités de cette 
nature , et celles-ci se réduiront à une seule , sui- 
vant les mêmes règles que les vitesses qu^elles ont 
pour facteur. 

146. Au bout du temps t '^ dt, soient p 4- p\ 
q'\' ^fT -Y ^9 ce que deviennent les trois compo- 
santes de la vitesse du mobile , parallèles aux axes 
des Sj y, t; en sorte que p\ q', H, représentent les 
augmentations infiniment petites de vitesses qui 
ont lieu suivant ces directions pendant l'instant dt. 
L'accroissement de vitesse suivant la droite MA, sera 

p' cos a -{- g' cos 5 -|- H cos o. 
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Or , quelles qoo soient les quantités f^ , q\ f^ , si 
Ton fait 

«1 = p'» -|. ç'» + r*! , 

et qu'on regarde u comme une quantité positÎTe , 
on pourra toujours trouver trois angles «', C\ y\ 
aigus ou obtus , tels que Ton ait 

ji' = ticos«'j 9' = ucosC, r'rsiicosy; 

au moyen de quoi raccroissement de TÎtesse sui- 
vant HA, deviendra 

u (cos a COS a! -|- cos h cos C -|- cos o cos y^). 

De plus , la quantité comprise entre les parenthèses 
est le cosinus d'un cerUin angle que j'appelle 9, 
L'accroissement dont il s'agit est donc égal à 
ticos r; par conséquent, « est sa plus grande valeur, 
et elle répond à la direction de la droite HA, pour 
laquelle les angles a, h, c, sont les mêmes que «', 
C, y\ ce qui rend le coefficient de u égal à l'unité. 
Dans toute autre direction , l'accroissement de vi- 
tesse sera égal au maximum u, multiplié par le co- 
sinus de l'angle 9 que fait cette direction quelcon- 
que avec celle du wuismum; d'où il résulte qu'il 
sera nul par rapport à toutes les directions perpen- 
diculaires à celles de sa plus grande valeur. 

Quelle que soit la variation de vitesse du mobile, 
en grandeur et en direction , pendant l'instant di^ 
il j ft donc toujours une certaine direction pour la- 
quefle l'augmentation de vitesse est la plus grande, 
et qui jouit de cette propriété, que , suivant toutes 
les directions perpendiculaires à ceUe*là , la vitesse 
n'est ni augmentée ni diminuée. 

147. La direction d'une force qui agit sur un 
point matériel en mouvement, est la droite suivant 
laquelle elle augmenta ou diminue la vitesse ac- 
quise, et perpendiculairement à laquelle elle n'y 
produit aucune altération. Ainsi , quand nous di- 
sons que la pesanteur d'un corps en mouvement 
dans un sens quelconque est verticale , comme 
celle d'un corps en repos , nous entendons par là 
que cette force augmente la vitesse verticale , et 
n'altère aucunement la vitesse horisontalc. 

Cela étant , désignons , au bout du temps t, par 
U, U', U", etc. , les intensités des différentes forces 
qui agissent sur le point matériel dont nous consi- 
dérons te mouvement curviligne \ par a, h, e, a', 
V, c\ a*', b"^ c% etc. , les angles qne font leurs di- 
rections données avec des parallèles aux axes des 
s, y. S; et par X, T, Z, les sommes de leurs com^ 
posantes suivant ces axes; nous aurons d'abord 
(n«32) 

X = U cos a -I- U' cos a' -|- U" cos o" -|- etc. , 
T == U cos 6 -h U' cos V + U" cos b" + etc. , 
Z = U cos c -{- U' cos c' + 13" cos c" + etc. 

Soient ensuite «^ ^*'f^"j etc., les vitesses infiniment 
petites que ces forces U, U', U'^, etc., produiraient, 
pendant l'instant dt, suivant leurs directions res- 
pectives , si chacune d'elles agissait seule sur le 



mobile animé de la TÎtesse v. On veita , comme 
dans le n^ 116, que la simultanéité de ces Ibrces 
n'influera nullement sur les grandeurs et les direc- 
tions des vitesses qui seront réellement produites ; 
par conséquent , si l'on continue d'appeler f^, ^, 
f', les quantités infiniment petites dont les vitesses 
p, q, r, des projections du mobile sur les axes des 
X, y, z, s'accroîtront dans l'instant di, ces quanti- 
tés seront les sommes des composantes de v, u', 
u", etc. , suivant ces trois axes; en sorte que nous 
aurons 

f/ = Il cos a -|- II' cos a' •^ u' cos af^ 4" ®^^- 1 

. gf* = tt cos 6 -|- ti' cos b' -|- u' cos b" -|- etc. , 

r* = « cos c -f- u' cos c' -|- a" cos c" -|- etc. 

Hais en appliquant à chacune des forces «, tf', 
u", etc. , ce qu'on a trouvé (n** 1 18) pour 1» mesure 
d'une force d'après la vitesse dont elle est capable , 
on a aussi 

u=:Vdt, «' = U'd/, n" = U"A, etc; 

en comparant les valeurs de p', ^, H, à celles de 
X, Y, Z, il en résulte donc 

pf = %dt, rf=zYdt, r^ = Zdt; i 

ce qui montre que l'accroissement de la compo- 
sante de la vitesse du mobile suivant chaque axe , 
dans l'instant dtj est la vitesse produite, pendant 
cet instant, par la composante totale suivant ce 
même axe , des forces données qui agissent sur ce 
point matériel. 

Ce résultat tient à ce que les forces sont propor« 
tionnelles aux vitesses qu'elles impriment au mo* 
bile dans un même temps infiniment petit , les- 
quelles vitesses infiniment petites ne changent pas, 
soit que ces forces agissent isolément, soit que 
leurs actions aient lieu simultanément. 11 s'ensuit 
aussi que si les forces appliquées au mobile sont, par 
esemple , au nomlirc de trois , non comprises dans ' 
un même plan; que l'on prenne sur les directions 
de ces trois forces U, U', U", à partir de leur point 
d'application , des droites de grandeurs finies qui 
soient entre elles comme les vitesses correspon- 
dantes u, u', u"f et que l'on achève le parallélépi- 
pède dont ces trois droites seront les côtés adja- 
cens , la résultante de ces forces sera dirigée 
suivant la diagonale, et sa grandeur sera à celle de 
chacune de ces forces comme la diagonale est au 
côté correspondant. 

148. Si les forces qui agissent sur le mobile sont 
indépendantes de sa vitesse et de sa position dans 
l'espace , les mon ve mens de ses trois projections 
sur les axes des coordonnées seront indépendans 
entre eux ; en sorte que sa projection sur chaque 
axe se trouvera , au bout d'un temps quelcon- 
que , au même point , et oura la même vitesse 
que si les forces eties vitesses étaient nulles paral- 
lèlement aux deux autres axes. Il n'en sera plus de 
même , en général , quand les forces données ve- 

11 
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rieront , en grandeur ou en direction , soit avec la 
positton du mobile, soit avec sa ritesse acquise; 
mais on pourra toujours déterminer sa TÎtesse et sa 
position, à chaque instant, de la manière sui- 
▼anle. 

Puisque toutes les forces qui agissent sur le mo- 
bile peuTent toujours être réduites à une seule , 
supposons que U , capable de la vitesse u, soit 
cette force unique, et désignons par t Tespace 
qu^elle fera parcourir au mobile pendant Tinstaut 
dt, suivant sa direction , indépendamment de la 
vitesse v de ce point matériel au bout du temp^ /. 
après ce qu^on a vu dans le n° 114, nous au- 
rons 

• = l/iudt. 

Hais , en vertu do cette vitesse acquise v et de 
Taction de la force V ou de ses composantes, les 
«spaces parcourus par les projections du mobile 
sur les axes des x, y, », pendant Tinstant dt, se- 
ront 

pdt + \l2ffdt , qdt 4- ^t^dt, rdt + \IZr*di ; 

donc , à cause de 

ff z= u cos a , ^ = Il cos 6 , H = ti cos c, 

et en ayant égard aux équations (1) et à la valeur 
de • , on aura 

gi — X = M cos « -f- • cos a , 
y — y = M cos C -}- • cos b , 
«' — « = M cos y "^ * cos c j 

m étant Tespace vdt qui serait décrit par le mobile 
dans Tinstant dt, en vertu seulement de la vi- 
tesse V, et 9^, y', a', ses trois coordonnées au bout 
du timps €'•{' di, qui étaient s, y, z, au bout du 
temps i. 

Cela posé , soient toujours H (fig. 37), le point 
de la trajectoire dont s, y, z, sont les trois coor- 
données , et HT la direction de la vitesse v. Soit 
aussi HA celle de la force V. Prenons sur HA et HT 
des droites HH et HK. , égales à • et m , et achevons 
le parallélogramme HHH'K, dont ces droites sont 
les deux côtés adjacens. L^extrémité H' de sa dia- 
gonale sera , en vertu des équations précédentes , 
le point dont les coordonnées sont a^, y', »', ou la 
position du mobile au bout du temps t -f- dt. 

Appelons v' la vitesse du mobile au point H', 
laquelle vitesse sera dirigée suivant le prolonge- 
ment H'T' de la droite HH', et aura pour valeur la 
composante de v suivant HH', augmentée de la 
vitesse produite suivant cette direction par Faction 
de la force U pendant Tinstant dt. L'espace t étant 
infiniment petit par rapport à », il sVnsuit que 
Tangle THH' est aussi infiniment petit { la compo- 
sante de V est donc cette vitesse même , en négli- 
geant les infiniment petits du second ordre. De 
plus , si Ton désigne par l Pangle AHH' que fait la 
direction de la force U at ec le côté MM' de la tra- 



jectoire, on aura u ou9 1 pour Taugmentatioii de 
vitesse qui sera produite par Taction de cette forcej 
il en résultera donc 

</ =: V -f- « cos l. 

Je fais v' dt = a*', et je prends sur H'T' une par- 
tie H'K' égale à a»' j je désigne par H' A' la direction 
de la force cpii agit sur le mobile quand il est par- 
venu en H'; sur cette droite, je prends une par- 
tie H'H' , égale à Tespace que cette force peut faire 
parcourir au mobile dans un instant (2/; j'achève le 
parallélogramme H'H'H"K'; et Textrémité H" de la 
diagonale sera un troisième point de la trajec- 
toire. 

£n commençant cette suite de constructions au 
point de départ du mobile , où Ton doit connaitre 
sa vitesse en grandeur et en direction, il est évi- 
dent que Ton déterminera successivement tous les 
points de sa trajectoire plane ou à double cour- 
bure , et , en même temps , la vitesse dont il sera 
animé en chacun de ces points. Si les intervalles 
de temps, qu'on a supposés infiniment petits et 
désignés par dt, sont seulement très petits , on ob- 
tiendra une suite de points qui seront les sommets 
d'un polygone , d'autant moins diiférent de la tra- 
jectoire , que ses côtés seront plus petits. En re- 
gardant la vitesse comme constante sur chaque 
côté , et prenant pour sa valeur la demi-somme des 
vitesses qu'on aura trouvées aux deux extrémités , 
on pourra calculer le temps employé à parcourir 
une portion- quelconque du polygone ; par consé- 
quent , on connaîtra de cette manière la courbe dé- 
crite parle mobile , ainsi que sa vitesse et sa -posi- 
tion à un instant donné sur cette courbe, à tel 
degré d'approximation qu'on voudra ; mais il vaut 
mieux faire dépendre les valeurs des coordonnées 
du mobile en fonctions du temps , d'équations dif- 
férentielles que l'on intégrera ensuite s'il est pos- 
sible. 

149. Ces équations différentielles du mouvement 
curviligne sont une suite immédiate du principe 
éubli dans le n» 147. 

En efiet , les composantes de la vitesse du mo- 
bile, parallèles aux oses de ses coordonnées s, y, m, 

dx dy di 
. étant —, — , — , au bout du temps queloonque t, 
dt dt dt 

leurs accroissemens , pendant l'instant dt, seront 

dx dy dz 
d. —, d, — , d. — j et comme chacun d'eux est 

dt dt dt 

dû uniquement a la composante suivant l'axe cor- 
respondant, de la force qui agit à cet instant sur le 
mobile, il s'ensuit qu'en appelant toujours X, T, Z, 
les composantes de cette force , parallèles aux axes 
des coordonnées s, y, », nous aurons 

ds dy d» 

d.-'^Xdt, d.— = Ydt, d.^^tdt, 
dt dt dt 
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oo, ce qui est la même chosa^ 

d*x_ *y„Y ^*'_7 



(8) 



Le problème consistera, dans chaque cas , h in- 
tégrer ces trois équations du mouvement j et Ton 
peut considérer , pour cette intégration , le pro- 
cédé du no précédent comme une méthode géné- 
rale d'approxinfetion. Leurs intégrales contiendront 
fiix constantes arbitraires, que Ton déterminera au 
moyen des trois coordonnées du mobile à Torigine 
du mouvement, et des trois composantes de la vi- 
tesse initiale , c*est-à-dire , au moyen des valeurs 

dx dff ds 
des six quantités s, y, %, — ; — , — , qui seront 

di dt di 
données pour < = 0. Ces intégrales et leurs différen- 
tielles premières feront ensuite connaître la position 
do mobile à un instant quelconque , et sa vitesse 
en grandeur et en direction. En éliminant entre 
elles le temps t, on aura les deux équations de la 
trajectoire. Quand on saura d^avanoe que cette 
courbe est plane , on pourra prendre son plan pour 
celui des s et y, par exemple ; ce qui réduira les 
trois équations précédentes aux deux premières. ^ 

160. Au bout du temps t, soient a, b,c, les 
trois coordonnées d^un second point matériel , à la 
position duquel on veut comparer celle du premier. 
Les axes de ces coordonnées étant ceux des x, y, g, 
je fais 

* = «+«', Jf = i + y, JJ=e+jB'; 

les variables s*, y', té, feront connaître à chaque 
instant la position du premier point par rapport au 
second; et d'après les équations (2), on aura 

d^s? d^a d*}f d^h d^J d*c 

dt* di* di» dt* dt* dt*^ 

pour les déterminer en fonctions du temps. 

Quand le mouvement du second point ne sera 
pas connu , mais que Ton donnera seulement les 
composantes A, B, C, parallèles aux axes des coor- 
données, de la force qui le sollicite , on aura 



d^ a 



= A, 



d* h 



= B, 



d* c 
"AT 



= C, 



et il en résultera 



= X-A, ^ =Y-B, Z^=:Z-C, 
' -''- ^ dt* ' 



iHi 



dt* 



pour les équations du mouvement relatif dn pre- 
mier point. 

Si la force dont A , B , C , sont les composantes 
agit à la fois sur les deux mobiles, ces composantes 
entrèrent aussi dans les valeurs de X, Y, Z, et 
disparaîtront de ces dernières équations. Cest ce 
qai arrivera, par exemple , i Tégard des corps qui 
se meuvent à la surface de la terre, et dont on 



rapporte les positions ft des points déterminés de 
cette surface : les forées relatives à ces points et 
provenant dn mouveipent diurne de la terre, n'en- 
trent pas dans les équations des divers mouvemens 
que Ton considère à sa superficie ; et Ton en fait 
complètement abstraction, en formant ces équa- 
tions. 

Toutefois, cela ne vent pas dire que les mou- 
vemens que nous observons soient tous indépen- 
dens de la vitesse de rotation de la terre. Elle 
influe pour une petite partie sur l'intensité de la 
pesanteur, et, conséquemment , sur les mouve- 
mens verticaux. De plus , quand un corps tombe 
d'une hauteur considérable , la vitesse de rotation 
dont il est animé h son point de déport est un 
peu plus grande que celle qui a lieu au pied de la 
verticale menée par ce point ; d'où il est aisé de 
conclure que le mobile doit s'écarter un peu de cette 
droite, et venir rencontrer la terre à une petite dis- 
tance de son extrémité inierienre. Cette déviation, 
quia été effectivement observée, rend sensible, 
par une expérience directe , le mouvement de la 
terre autour de son axe. 

Les mouvemens indépendans de cette rotation 
sont ceux que produit le choc des corps, eê aussi 
ceux qui sont dus à l'action musculaire des hommes 
et des animaux. 

161. Les équations (2) sont celles du mouvement 
d'un point matériel entièrement libre; mais il est 
facile de les étendre à on point matériel assujetti à 
se mouvoir sur une surface donnée. Il suffira pour 
cela , comme dans le cas de l'équilibre (no 36), de 
joindre aux forces données qui agissent sur le mo- 
bile, une force de grandeur inconnue, qui repré- 
sentera la résistance de la surface. Cette force sera 
normale à la surface donnée ; je la représenterai 
par N^ et par x, /u, r, les angles qu'elle fait avec les 
prolongemens des coordonnées x, y, x, du mobile ; 
les équations du mouvement seront alors 



d^ X 

d^y 
dt* 

d* X 
di» 



X -}- N cos X , 
Y -|- N cos f» , 
Z + n cos », 



(9) 



En représentant par L=0 réquation de la surface 
donnée, et faisant, pour abréger, 

. /dl» dl» dl»\^'f* 

±(— +— +— ) ' 



= +(- . 

\dx* dy» dsi 



on aura (no 21) , en même temps , 

dL dh dl 

cos X == V — , cos ^ = V — , . cos r = V — . 
dx dy dx 

Après avoir substitué ces valeurs dans les équa- 
tions (9), on éliminera entre elles le produit HV; 
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les deui équations qui «n résulteront , jointes è 
L =0, serviront à déterminer j?^ y, z, en fonctions 
de t. On tirera ensuite de Tupe des équations (3) , 
ou d^uoe combinaison quelconque de ces équa- 
tions, la valeur de NV ; et comme N doit toujours 
être une quantité positive, le signe de cette valeur 
fera connaître celui de V ; au moyen de quoi la 
force normale N et le sens dans lequel elle agit , 
seront complètement déterminés. 

Si le mobile est assujetti à se mouvoir sur deux 
surfaces données , ou sur leur courbe d^intersec- 
tion, ou le considérera encore comme entièrement 
libre , après avoir joint aux forces données deux 
forces inconnues N et N', normales à ces surfaces ; 
et en désignant par x, /u, r, les angles qui déter- 
mineront les directions de la première par rapport 
aux axes des x, y, z, et par x', /*' ''t 1^^ angles qui 
répondront à la seconde, il en résultera 



d» y 
dt» 

dt* 



= X + N COS X -|- I'' C08 x', 



= Y + W COS /« + W COS /*', )> (4) 



= Z + N COS r -f N' COS r' , 



pour les équations du mouvement. Si L=0 est 
Féquation de la surface dont N est la résistance , 
et qu'on représente par L' =0 celle de la surface & 
laquelle N' correspond, les valeurs de cos x, cos /m, 
COS r, seront les mêmes que précédemment, et 
celles de cos x', cos /a' , cos r', s'en déduiront par le 
cbangement de V et L en Y' et L'. Après avoir 
substitué les unes et les autres dans les équations 
(4), on éliminera les produits NV et N'Y'. L'équa- 
tion qui en résultera, et les équations données 
L=0 et L' = 0, serviront à déterminer les valeurs 
de X, y, g, en fonctions de t. Cela fait, on tirera de 
denx des équations (4), les valeurs de NY et N'Y', 
dont les signes seront ceux de Y et Y'; et, de cette 
manière , on connaîtra les forces normales n et N', 
et le sens dans lequel elles agissent : leur résul- 
tante sera, en grandeur et en direction, la résis- 
tance de la courbe sur laquelle le mobile est 
astreinte se mouvoir. 

162. Pour donner une forme pins simple aux 
équations (4) , soient m la masse du mobile et mP 
la pression qu^il exercera, dans son état de mouve- 
ment, sur la courbe qu'il est forcé de décrire. 
Désignons par « , «',«", les angles que fait la di- 
rection de cette force avec les prolongemens, dans 
le sens positif, des coordonnées x, y, % , de ce 
point; la résistance que la conrbe oppose au mou- 
vement du mobile , considérée comme une force 
accélératrice , sera égale et contraire à P ; en la 
joignant aux forces données X, Y, Z, qui agis- 
sent sur le mobile, nous aurons, au lieu des équa- 
tions (4), 



d* X 

d^y 
dt* 

d» s 



X — P cos * , 
Y — P cos «' , 
Z _ p cos «". 



(«) 



La direction de la force P n'e^ pas connue à 
priori : on sait seulement qu'elle est normale à la 
courbe donnée ; d*où il résulte que le cosinus de 
l'angle compris entre cette direction et la tangente 
à la trajectoire doit être égal à zéro ; ce qui donne 

dx dy ds 

— cos « -I cos «r' H cos «" = 0. (6) 

ds dt da 

Les angles «, «', «'', seront, en outre, liés entre 
eux par l'équation ordinaire 

cos> m -f- cos* V -|- cos» «" = 1. 

On éliminera P , «^ «', «", entre ces équations, 
en ajoutant les équations (5) , après les avoir mul- 

dx dy dz 
tipliées par — , — , — ; en ayant égard à l'équation 

ds de ds 
(6) , et en faisant , pour abréger , 

ds dy dz 

X — -l-Y l-Z — = ♦, 

ds ds ds 

on a alors 

dsd* s + dyd* y + dzd* » 

dsdt* ~~ 

En différentiant l'équation identique 



djF> + dy* + dz* 



dt* 



ds* 



et divisant par 2ds, on voit que le premier membre 

de l'équation précédente est la même obose que 

d*s 

..i— ; on aura donc simplement 

dp 



d* s 



= ♦. 



(7) 



La force f est la somme des composantes des 
forces données, suivant la tangente à la trajectoire, 
lesquelles composantes seront regardées comme 
positives ou comme négatives , selon qu'elles ten- 
dront à augmenter ou à diminuer l'arc s décrit par 
le mobile. L'équation (7) signifie donc que dans le 
mouvement curviligne, comme dans le mouvement 
reotiligne, la force qui agit sur le mobile dans le 
sens de son mouvement est égale au second coeffi' 
cient différentiel de l'espace parcouru : à cause 

ds 
de 0=:-^, on peut aussi dire qu'elle est égale ou 
dt 



DYNAHIQDS, PREKIÈRB PARTIE. 



8ft 



premier coefficient dlfTérentiel de la TÎtesse ac- 
quise r. 

Cette équation étant indépendante de la résis- 
tance de la courbe , contient aussi au mouvement 
d^un point matériel entièrement libre et à celui 
d*nn point matériel assujetti à demeurer sur une 
sarface courbe ; mais c^est principalement dans le 
cas d'un point matériel qui se meut sur une courbe 
donnée, que cette équation pourra être utile. On 
tirera des équations de cette courbe les valeurs de 
s, y, s, en fonctions de s ; et après les avoir sub- 
stituées dans Téquation (7), il ne restera plus qu'à 
intégrer cette équation du second ordre entre » et 
I. Les deux constantes arbitraires que renfermera 
son intégrale se détermineront au moyen des va- 

ds 
leurs de ê et — qui répondent à ^=0, c'est-à-dire, 
dt 

an moyen de la position et de la vitesse initiales du 
mobile. Quand les trois coordonnées x , y , z, 
auront été déterminées en fonctions de t, d'après 
l'intégrale de l'équation (7), jointe aux deux équa- 
tions données delà trajectoire, les équations (5) 
feront connaître, à un instant quelconque, les trois 
composantes de la pression P qu'éprouvera la 
courbe sur laquelle le mobile est obligé de se 
mouvoir. On trouvera , dans le chapitre suivant , 
une détermination plus simple de cette force en 
grandeur et en direction. 

$ n. Conséquences principales des formules 
précédentes, 

153. Lorsque le mobile est sollicité par une 
force dirigée vers un centre fixe, on obtient immé- 
diatement trois intégrales premières des équa- 
tions (2). 

Pour cela, plaçons l'origine des coordonnées 
X, y, X, en ce point ; représentons, en grandeur et 
en direction, la force qui sollicite le mobile , par 
son rayon vecteur; et construisons le parallélépi- 
pède dont ce rayon est la diagonale, et qui ■ ses 
trois cotés adjacens sur les axes des x,y, z. Les 
trois coordonnées x, y, x, dn mobile seront les 
grandears de ces trois côtés, et représenteront 
les trois composantes de la force donnée; en sorte 
que Ton aura 

X : T : z :: « : y : s; 

d'où l'on tire 

Xy = YdP , Zj7 = X« , Ys = Zy. 

D'nn antre côté , les équations (2) peuvent être 
remplacées par celle-ci : 



— ar(ft y = rxy ^ Y*) dt^ , ï 

— s<l> s = (Zx — Xf ) <i«* , > 

— y<<« s = (Y« — Zy) dl«. S 



yd* X — xd* y = 

xd* X 

xd»y 



(«) 



Or, leurs seconds membres sont nuls en vertu des 
équations précédentes; et comme leurs premiers 



membres sont les différentielles de ydx—Tdy^ 
xdz — xdXj xdy — ydx, on aura, en intégrant. 



ydx — rdy = cdt ^ 
xdz — zdx = c'd/, 
zdy — ydx = c"d/; 



(») 



e, e\ c", étant des constantes arbitraires. 

154. Pour énoncer le théorème contenu dans ces 
intégrales premières des équations du mouvement, 
considérons la projection AHB (fig. 38) de la tra* 
jectoire du mobile sur le plan des coordonnées sf et 
y, dont les axes sont 04? et Oy. Au bout du temps 
tj soient M la projection du mobile, OP et MP son 
abscisse x et son ordonnée y ; et G étant le point 
où cette courbe coupe Taxe Oy, appelons u le sec- 
teur COU , p Taire COPM, q le triangle OPH ; nous 
aurons 

u = p ^ q, î = l/Zxy, 

Si H' est la projection du nmile au bout du temps 
i + dif MOfl' sera l'aire décrite par le rayon vecteur 
de cette projection pendant l'instant <2l; ce sera 
aussi la différentielle de m on de p — 9 ; et à cause de 

dp =z ydx j dq = l/Zsdy + ^ftydx^ 



on aura 



du = l/Zijfds ~ '<fy); 



par conséquent , la première équation (b) signifie 
que l'aire décrite pendant chaque instant di par le 
rayon vecteur de la projection H du mobile est con- 
stante et égale à 1/d cdt; donc aussi l'aire décrite 
pendant un temps t quelconque , est proportion- 
nelle à cette variable et égale à 1/3 et. Les aires 
décrites dans ce même temps par les rayons vec- 
teurs des projections du mobile sur les plans des 
s et s, et des y et s, seront de même égales à 
\/Z c'# et \/i c'U, 

Concluons donc que quand un point matériel est 
soumis à une force constamment dirigée vers un 
centre fixe , les aires décrites autour de ce point 
par le rayon vecteur de sa projection sur un plan 
quelconque passant par ce même point, sont pro- 
portionnelles au temps employé à les décrire. 

Réciproquement, lorsque cette propriété a lie» 
par rapport à trois plans rectangulaires menés par 
le centre des aires , on en peut conclure que la 
force ou la résultante des forces qui sollicitent le 
mobile est constamment dirigée vers ce centre 
fixe. 

En effet, si les équations [b) sont données, on 
aura , en les différentiant , 

yd*x—-sd*y=Of xd*z — xd*x=iOj sd«y--yrf»«=05 

en vertu des équations (a), qui sont celles d'un 
mouvement quelconque , on aura donc aussi 

\y =z Yx , ZdT = Xs , Y-B = Zy ; 

par conséquent , les forces X , Y , Z , seront entre 
elles comme les coordonnées ^r^ y, s, do mobile ; 
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ce qui suffit pour que leur résultante soit constam- 
ment dirigée Ters l'origine des coordonnées. Au 
reste, cette force peut être attractive ou répulsive , 
c'est-à-dire qu'elle peut agir suivant le rayon vec- 
teur du mobile , ou suivant son prolongement. 

165. Lorsqu'un point matériel est soumis à une 
force dirigée vers un centre fixe , il est évident que 
sa trajectoire est une courbe plane, puisqu'il n'y 
aurait aucune raison pour qu'il sortit , plutôt d'un 
côté que de l'autre , du plan passant par la direc- 
tion de sa vitesse initiale et par le centre fiie. C'est 
aussi ce que Ton déduit des équations [b) ; car en 
les ajoutant , après les avoir multipliées par s, y, sj 
et divisée par dt, il vient 

es -|- c'y -f- c"« = 0. 

On peut prendre ce plan pour celui des x et y ; 
l'aire décrite par le rayon vecteur même du mobile, 
dans le plan de sa timectoire , sera donc propor- 
tionnelle au temps \ W^ de plus , le théorème pré- 
cédent se réduira à cette proportionnalité. En 
effet , si elle a lieu pour l'aire décrite sur le plan de 
la trajectoire , elle aura lieu également pour l'aire 
décrite par le rayou vecteur de la projection du 
mobile sur tout autre plan \ car cette autre aire 
n'est autre chose que la projection de la première 
sur ce plan ; et nous savons {p9 10) que la projec- 
tion d'une aire plane a un rapport constant avec 
l'aire projetée. 

166. L'aire infiniment petite HOU' peut aussi 
a^exprimcr en coordbnnées polaires. Pour cela , dé- 
signons par r le rayon vecteur OH , et par 6 l'angle 
HOdr qu'il fait avec l'axe des s. Décrivons du point 
, comme centre , l'arc de cercle HN qui coupe 
au point N le rayon vecteur OH', correspondant & 
l'angle 6 — d6 , et qui aura pour longueur rdA, Le 
secteur circulaire HON sera égal à 1/2 r* d% , et 
pourra être pris pour l'aire HOH', en négligeant 
l'aire HRH', infiniment petite du second ordre. On 
devra donc avoir 

ydx — xdy z=z r* d\\ 

équation que l'on vérifie effectivement au moyen 
des valeurs 

X = f ces fl , y =: r sin 9 I 

et de leurs différentielles , qui sont 

(isr= cos 6 (ir -|- r sin 6 dft,(ly= sin 6 <2r — rcos6i28, 

à cause que celle de l'angle A est ici — (/O. De 
cette manière, la première équation (6) prendra 
la forme 

r« J6 = cdt , 

sous laquelle on l'emploie ordinairement. 

On exprime de même en coordonnées polaires 
l'élément de la courbe. En désignant l'arc CH par 9 
et cet élément par da , on aura à la fois 

' = d<r, HR = rde, WH' = (frj 



en considérant HNH ' comme un triangle rectiligne 
rectangle en N , on en conclura donc 

dfft = dr» + r* <î0»j 

ce qu'on peut aussi déduire de la formule 
dff* = df • -|. dyt , 

an moyen des valeurs précédentes de dx et dy. 

A cette occasion , nous ferons remarquer que , 
dans une trajectoire plane , les composantes de la 
vitesse du mobile suivant le prolongement HO ' do 
son rayon vecteur HO, et suivant^la perpendicu- 
laire h ce rayon , sont exprimées par 

dr rd% 



di 



dt 



car l'angle O'HT que fait ce prolongement avec 
la tangente HT est complément de l'angle H du 
triangle H'HN ; d'après ce triangle, on a donc 

dr rdk 

oos O'HT = — , sin O'HT = — ; 
dv dr 

et en multipliant ce cosinus et ce sinus par la vi- 

df 
tesse -^ , dirigée suivant HT , on aura les compo- 

di 
santés dont il s'agit. 11 est souvent utile d'en faire 

ds dy 
usage. Elles diffèrent des composantes — et -— de 

dt dt 

la même vitesse en ce que les directions de celles- 
ci sont fixes , et que celles des précédentes varient 
avec la position du mobile. 

d% 
La vitesse — , avec laquelle le rayon vecteur OH 

dt 
décrit l'angle €0H compté à partir d'une droite 
fixe, est ce qu'on appelle la vitesse angulain du 
mobile. Elle se déduit , comme on voit , de sa vi- 

tesse — , perpendiculaire à OH, en la divisant par 

dt 
la longueur de ce rayon. 

167. Revenons maintenant aux équations diffé- 
rentielles du mouvement. 

Ajoutons les équations (6) du n^ 162 . après les 
avoir multipliées par ds ,djf , dt; en ayant égard à 
l'équation (6) du même numéro , et observant que 

dxd^ s -H dvd* y + dzd» x ^ ^* ^ 

*• 2 di» 2 

il en résultera 

l/2i.vi :=iXdx + Jdy + Zds. (e) 

Supposons que les expressions des forces données 
X ^ T , Z , ne renferment explicitement ni le 
temps i, ni la vitesse « ^ et qu'en considérant s , 
y, %, comme des variables indépendantes , cette 
formule (c) soit une différentielle exacte ; faisons , 
en conséquence , 

\dx + Yrfy + Ida = (f.F (* , y , *) ; 
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F indiquant une fonction donnée : en intégrant Vé- 
quation (c) et désignant par G la constante arbi- 
traire , nous aurons 

r» = 2F(4r,y,*) + C. 

Pour éliminer cette constante, soient a, h, c, k, les 
Tsleors initiales de x^ y ^ js ^ v; on aura 

ik»= 2F (a,b,c) + C, 

et, en retranchant cette équation de la précé- 
dente , 

r. = *.+ 2ï (*,y,*) -2F (û,6,c). (rf) 

Ce résultat étant indépendant 4e la résistance N 
de la courbe, égale et contraire à la force P qui 
entrait dans les équations dont on Ta déduit , il 
s'ensuit quHl a également lieu dans le mouvement 
d^un point matériel entièrement libre , et dans 
le mouTcment sur une surface ou sur une courbe 
donnée. 

La conséquence immédiate de cette équation (d), 
c^est que la ritesse est constante et le mouvement 
nniforme toutes les fois que le mobile n^est solli- 
cité par aucune force donnée ; car alors la fonc- 
tion F est nulle , et Ton a v=rkj soit que le mou- 
Tonent oit lieu sur une surface ou sur une courbe 
donnée , ou que le mobile soit entièrement libre. 

Cette équation nous montre , de plus , que dans 
U supposition qu'on a faite sur la nature des 
forces X , Y , Z , Taccroissement du carré de la 
TÎtesse du mobile , en passant d'une position à une 
antre , est toujours le même , quelle que soit la 
courbe qu'il a décrite , et ne dépend que des coor- 
données a, bj c, œ^y, z , des deux points eiirènies. 
Lorsque cette courbe sera donnée , ou seulement 
lorsque le mobile sera assujetti à se mouvoir sur 
une surface donnée , on prendra pour k la vitesse 
du mobile tangente à cette courbe ou à cette sur- 
face. Si la percussion exercée sur le mobile à l'ori- 
gine de son mouvement n'a pas cette direction , 
elle se décomposera en deux autres forces , l'une 
normiale et l'autre tangentielle ; la première sera 
détruite par la résistance de la courbe ou de la 
surface donnée ; et c'est la seconde qui produira 
U vitesse it, et qui en déterminera le sens de la 
direction. 

Si l'on désigne par C une constante arbitraire , 
réqaation 

F(»,y,5) = C, 

sera celle d'une surface qui sera atteinte avec des 
vitesses égales par tous les mobiles soumis aux 
mêmes forces, partis du point dont a,b, c, sont 
les coordonnées, suivant diiférentes directions et 
avec une même vitesse k. Lorsque , par exemple , 
ces naobUes ne sont sollicités que par la pesanteur^ 
cette équation est celle d'un plan horizontal. 

Dans le cas d'une courbe donnée , on déduira de 
ses équations les valeurs de a,y ^ s , en fonctions 



de Tare f ; en les substituant , dans l'équation (d!) i 

ds 
et y mettant — & la place de v, on en tirera 

d$ 

dt =: Sdê, 

où s est une fonction donnée de s ; par conséquent 
dans ce cos, la détermination du temps en fonction 
de l'espace parcouru se trouvera réduite à l'in- 
tégration d'une différentielle donnée. Hais la suppo- 
sition sur laquelle est fondée l'équation [d) , et , 
conséquemmenty cette équation , n'auront pas lieu 
quand le mobile éprouvera la résistance d'un 
milieu, qui est une force dépendante de la vitesse^ 
il en sera de même lorsqu'il s'agira du mouvement 
d'un point matériel attiré ou repoussé par d'autres 
points qui seront eux-mêmes eu mouvement ; cir- 
constance qui introduira le temps t explicitement 
dans les valeurs de X, Y, Z. ||ans ces deux cas, si l.i 
trajectoire est une courbe donnée, on fera usage de 

ds 
l'équation (c) , dans laquelle on mettra — au lieu 

dt 
de p , et qui se changera dans l'équation (7) du 
n» 162. 

168. La formule 'Sdx'i'Ydy'^'ldz sera une 
différentielle exacte, comme on vient de le suppo- 
ser , toutes les fois que le mobile sera attiré ou 
repoussé par des centres fixes, et que les intensités 
de ces forces seront exprimées par des fonctions de 
la distance aux centres dont elles émanent. 

En effet, soient e, f, g, les trois coordonnées d'un 
des centres fixes , rapportées aux mêmes axes que 
X, y, z. Désignons par r la distance du mobile à ce 
point ^ on aura 

•^ ==(« — *)" + (/ — y)* + (y — «)• ; 

et les cosinus des angles que cette droite r fait 
avec des axes menés par le mobile , suivant les 
directions des jt, y, s, positives, seront les rapports 
de — *, f — y, g — z,kr. Si donc on représente 
par R la force attractive, dirigée du mobile vers ce 
centre fixe , ses trois composantes auront pour ex- 
pressions 

R(«-») R(/-y) R(g-«) 
- , - , ( 

et coDséqnemment, la partie de Xdr-^-'ïdf-{-Zdî 
qui proviendra de R , sera 

R 

. r 
Hais en différentiant la valeur de r> , on a 

f<lr= — (e — ar)cte— (/— y)dy — (y — «) dz, 

ce qui réduit à — Kdr la quantité précédente. Si 
la force qui émane du centre fixe était répulsive , 
il suffirait de changer le signe de cette quantité , 
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qui deviendrait R(2r, en considérant, dans tous les 
cas, R comme une quantité positite. 

On conclut de là que si le mobile est sollicité 
par un nombre quelconque de forces R, R', R", etc., 
qui émanent do centres fixes, dont les distances à 
ce point matériel sont r, r', r", etc., on aura 

les signes supérieurs ayant Heu dans le cas des 
attractions, et les signes inférieurs dans le cas des 
répulsions. Or, en supposant que chacune de ces 
forces soit une fonction donnée de la distance cor- 
respondante , tous les termes de cette valeur de 
lidX'^Ydy'{-lds seront des différentielles dé- 
pendantes d*une seule variable, et, par conséquent, 
cette formule sera une dilTérentielle exacte; ce 
qu'il s'agissait de prouver. 

On voit aussi par là , et d'après l'équation {d) , 
que l'accroissement du carré de la vitesse prove- 
nant de chacune des forces R , R', R", etc., sera 
le même que si elle existait seule : à Tégard de la 
force R , par exemple , cet accroissement sera ex- 
primé par ^'HfBidr, en prenant l'intégrale de 
manière qu'elle s'évanouisse pour la valent* ini- 
tiale de r. 

169. Dans le eus d'un point matériel pesant qui 
se meut , sur une courbe donnée, dans le vide et 
tans frottement sur cette courbe^ l'équation (d) 
se réduira à 

p* = h* + 2g (a — c), 

en désignant par g la gravité , et prenant l'axe des 
M positives vertical et dans le sens de cette force , 
de sorte qu'on ait 

X = 0, Y = 0, l = g. 

Soient ADRC (fig. 39} la courbe donnée, R son 
point le plus bas, A son point le plus élevé, qui 
peut n'être pas dans la même verticale que R, et 
D le point de départ du mobile. Plaçons en ce 
dernier point l'origine des s , et supposons que la 
vitesse initiale k soit due à une hauteur hf nous 
aurons 

= 0, k*z= 2gkf 

et , par conséquent, 

v*z=:2g {h + s). 

Il en résultera que quand le mobile arrivera au 
point R , la vitesse mcueima sera la même que s'il 
fût tombé de la hauteur h, augmentée de celle du 
point D au-dessus du plan horizontal mené par le 
point R. En vertu de cette vitesse acquise, le mo- 
bile s'élèvera le long de BCA; sa vitesse diminuera 
continuellement j et si l'on a A=:0, elle sera nulle 
au point C situé dans le même plan horizontal c^e 
D. Parvenu au point C, le mobile redescendra le 
long de GB; et il oscillera ainsi indéfiniment de D 
vers C, et de C vers D, Lorsque la constante h ne 
sera pas nulle , le mobile s'élèvera au-dessus du 



point C. Si l'élévation du point A au-dessus du 
plan horizontal qui comprend D et C, est moindre 
que h^ le mobile n'atteindra pas le point A ; il 
s'arrêtera en uu certain point C; et si l'on aiène 
par C un plan horizontal qui coupe la courbe en 
un autre point D', le mobile oscillera indéfiniment 
deC vers D', et de D' vers G'. Les oscillations se- 
ront toutes isochrones ou d'égale durée. Cela est 
évident k l'égard de celles qui auront lieu dans le 
même sens; et l'on voit aussi que la durée de 
chaque oscillation de G' vers iV sera la même que 
celle d'une oscillation de D' vers G', en observant 
qu'un élément quelconque de la courbe sera par- 
couru avec la même vitesse dans les deux cas. Cette 
durée commune de toutes les oscillations entières 
dépendra de la forme de la courbe et de la gran- 
deur de h. 

Lorsque l'élévation de A au-dessus du plan 
horizontal passant par le point de départ sera égale 
à h, le mobile opprochera indéfiniment du point 
A, mais ne l'atteindra qu'après un temps infini. 
Quand cette élévation sera plus grande que h, le 
mobile dépassera le point A , et parcourra la cir- 
conférence entière de la courbe donnée. Revenu 
au point D , sa vitesse sera la même qu'à l'origine 
du mouvement ; d'où l'on conclut qu'il fera une 
suite indéfinie de révolutions , qui auront toutes 
une égale durée , dépendante de la forme de la 
courbe et de la grandeur de h. 

Si la courbe donnée est d'abord comprise dans 
un plan vertical, tangent à un cylindre à base 
quelconque, et qu'on enveloppe ce plan sur le 
cylindre , de sorte que la courbe donnée devienne 
une ligne à double courbure, le mouvement oscil- 
latoire ou révolutif du mobile ne changera nulle- 
ment, en supposant , toutefois, que son point de 
départ et 8^ vitssse initiale restent les mêmes; car 
alors la valeur de i en fonctions de s , déterminée 
comme il a été dit précédemment (n» 167), ne dé- 
pendra que de celle de s en fonction ûe s , qui ne 
changera pas , quelle que soit la base du cylindre 
vertical sur lequel la courbe donnée sera tracée. 

160. Dans tous les cas où l'équation [d) a lieu, et 
où le mobile n'est pas astreint à se mouvoir sur 
une courbe donnée , celle qu'il décrit pour aller 
d'un point donné que j'appellerai A, à un autre 
point donné que je nommerai R, jouit d'une pro- 
priété remarquable. Si le mobile est entièrement 
libre, rinlégraley^df^ prise depuis le point A jus- 
qu'au point R , est plus petite que suivant toute 
autre courbe aboutissant à ces deux points; s'il est 
assujetti à se mouvoir sur une surface donnée, 
cette propriété de la trajectoire n'a plus lieu que 
relativement à toutes les courbes tracées sur cette 
surface , et qui aboutissent toujours aux points A 
et B. Dans ces deux cas , ds est Télément différen- 
tiel d'une courbe quelconque, qui répond aux 
coordonnées x, y, m, et r une fonction de ces trois 
variables et d'une constante k , donnée par l'équa- 
tion (d). 



DTIIAXIQUB, PRintU PA&TIB. 



ao 



L« dëmonstration de ce théorème revient à proo- 
▼er quVn vertu des équattons do motiTement, la 
Tariation de fvds est nulle, en supposant fixes les 
limites de cette intégrale : alors elle sera un mûii- 
ou un maximum; et ce sera toujours le rniiii- 
qni aura lieu quand le mobile sera entière- 
ment libre ; car il est évident que rintégral«/«d!t 
pourra croître indéfiniment aveo la longueur de 
la trajectoire, et ne sera pas ausoeptible de 




Or , par les règles les plus simples du calcul des 
variations, on a 

tfvdg =:fi.tdi , t.vdê = tvdi + vida, 

D^ailleors di étant Téléroent du jtemps, on a its= 
€di}àeioù 

Hda = \/Zdtl.9*, 

Si Ton différentie Téquation (d) et que l'on rem- 
place les différentielles d», ây ,di, par les varia- 
tions l9^ iy, iM, on aura 

En ayant égard aux valeurs de oos ik , cot ^ , oos v , 
et observant que 

iL dl dl 

dx djf d» 

les équations (3) du no 161 donnent 

d*M d*y i*M 

Il^+Tiy+Zl^= — /«H ^W* — *»— HVH. 

di» dt* dl» 

Le terme IfVI'L n'entrerait pas dans cette équation, 
si le mobile était entièrement libre j quand il est 
assujetti à se mouvoir sur la surface dont Téqua- 
tion estLs=0, ce terme est nul; car toutes les 
courbes que Ton compare à la trajectoire du mo- 
bile devant aussi être tracées sur cette surface, on 
a XL r= ; donc on doit supprimer ce terme dans 
tous les cas j et il en résulte 

1 d^s dHf d»M 
itdsz=:-^dU.v*=i ^-1 iy-i te. 

2 di di di 

Quant an second terme vidt de la variation de 
vds, nous avons 

df = dx* + dy» + da* f 

et, par conséquent, 

ds dy dB 

Idê^ '^hLg+ ^Idy + '-idM'y 
de ds ds 

donc, i cause deds=t>di, et en intervertissant, 
dans le second membre, Tordre des earaotéris- 
tiqnca d et I, nous aurons 

ds dy d% 

vids = — dJ* H dly H dlz. 

di di di 



En réunissant ces deux parties de la valeur de 
l,vds, il vient * 

/dx dy d» . 
J'.fMtff £=:d( — te-f iy^ IjA . 

^i di di / 

d'où l'on conclut 

y» ^ dy d3 
'••*=7-'^ + "^'S^H ^' + constante , 
di di di ' 



pour Pinfégrale indéfinie de ^ ads. Mais les deux 
points extrêmes A et B étant supposés fixes, les 
variations te, iy,lx, qui s'y rapportent, devront 
être nulles; par conséquent, Tintégrale définie 
J^.9ds, prise depuis le point A jusqu'au point B, la- 
quelle est égale à la variation l.Jvds, se réduira i 
zéro; ce qu'il s'agissait de démontrer. 

161. Quand le mobile, assujetti à se mouvoir 
sur une surface courbe, n'est sollicité par aucune 
force donnée, sa vitesse est constante (n» 167) ; 
l'intégrale fvdg est donc le produit i;«. Par consé- 
quent l'arç s décrit par le mobile est, en général , 
la ligne la plus courte du point A au point B; et il 
suit de l'uniformité du mouvement , que, dans ce 
cas, le mobile va d'^un point à l'autre , dans un 
temps plus court que s'il était forcé de décrire sur 
la surface donnée toute autre courbe que sa tra- 
jectoire. Toutefois , si cette surface est fermée de 
toute part , comme une sphère , par exemple, les 
points A et B seront les extrémités de deux arcs de 
grand cercle, dont l'un sera moindre et l'autre 
plus grand que tous les arcs de petits cercles abou- 
tissant aux mêmes points; et le mobile pourra 
décrire l'une ou l'autre de ces deux portions d'un 
même grand cercle , selon le sens de sa vitesse 
initiale k tangente à la spbère. 

On peut présenter Téquation différentielle de la 
trajectoire sous une forme qui mette en évidence 
la propriété de la ligne la plus courte sur une sur- 
face quelconque , laquelle consiste en ce que son 
plan osculateur en chaque point est normal à cette 
surface. 

Les forces X, T, Z, étant supposées nulles, les 
équations (3) du n» 161 se réduisent à 

d» X d» y d* fi 

„ = W cos X , -;; — =:tf cos /«, — :— =Ncos r. 
d/« 4i* ^ di* 



A cause que v est une constante, et que vi=si, 
on a 

d» X d* X d* y i* y d* s d* m 

di» '^ de** di» " de»' di»" de» ^ 



en prenant Parc s pour la variable indépendante ; 

12 
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et cela étant , en pourra remplaeer les équationa 
précédentes par celles-ci : 



' Âï 



n Â» 



<<y 



— f — cos *• — — cos X A , 
v*\di dt / 

I s= — 1 — C08X — — cos r I, 



(if) 



^'rff 



— (— COir— — COSf» ), 

v^\dà de ^ 



qui 8'ei\ déduisent aisément. Je les ajouta après les 
SToir multipliées par cos v , cos fi , cos x ; la quan- 
tité N disparait , et Ton a simplement 



' ' — C0Sr-| TT COS/* 



dsd^y—dyd^a dL dtd^jt—dsd^M dL 



dii 



d» 



f 



dfi 



d» 



^ dffd^M~^zd*y dL | 



if) 



dêi 



d«s 



dvd^M — dMd^y ^ 1 

4- Zl cos x= 0. 



•(•) 



D'après les Taleurs de cos x , cos.fi ) oos » , citées 
dans le n* 151 , on aura dono 



pour 'Féquation différentielle seconde de la traji 
toire. On y substituera la Taleur de Tune des troia 
coordonnées s, y, m, en fonction des deux autres , 
tirée de Téquation L =r de la surface donnée , 
sur laquelle cette courbe doit être tracée ; on in- 
tégrera ensuite Téquation à deux Tariables qui en 
résultera ; puis on déterminera les deux constantes 
arbitraires que Tintégnle renfermera , en assujet- 
tissant la courbe à passer par les deux points A et B 
de la surfaoe donnée. L*équation qu'on obtiendra 
de cette manière , et qui sera , comme on Toit , 
indépendante de la grandeur et de la direction de 
la TÎtesse initiale k , devra être celle de la ligne la 
plus courte entre ces deux points. 

Or, si Ton appelle «, C,^, les angles que la nor- 
male au plan osculateur d'une coniî>e quelconque, 
an point dont les coordonnées sont « , y , js , Cait 
avec leurs prolongemens dans le seds positif, et 
qu'on fasse , pour abréger. 



[{dMdi^y — dyd^ «)* + {dâd* » — dmd^ s)< + {dyd^ b — dtd^ y> ]>/* = h. 



on 


trouTera 












cos 


« 


" 




(dyd* 5 




ces 


e 




'h 


{d%d^ » 




cos 


y 


:^ 


— 


{dsd*y 



-rfarf-y), 



— dxd* à) , 



— dyd^ «), 



d'après les formules (8) du n« 19 , ou ces mêmes 
angles sont représentés par x , >« , ». Sn vertu de 
l'équation (a) , on aura donc 

cos X cos « 4" ^®* ^ cos.fi 4- cos i>f cos ? = ) 

. ce qui montre que la normale au plan osculateur 
de la trajectoire, et la normale à la surface donnée, 
aontpexpendiculaires l'une à l'antre j d'où l^on con- 
clut que l'équation (/^, qui appartient à la ligne la 
plus courte , est aussi celle de la courbe qui a par- 
tout son plan osculateur normal à la surface don- 
née ; en sente "qne ces deux lignes sont une seule 
et même courbe tracée sur cette surface, quand on 
les assujettit l'une et l'autre à passer par les mêmes 
points extrêmes A et B. 

Il suit de là que , quand ces deux points appar- 
tiennent aune des lignes de coqrbnre de la surface 
donnée , cette ligne est la plus courte d'un point à 
l'autre \ car son plan osculateur en un point quel- 
conque renferme deux normales consécutives i la 
surface donnée, et est , par conséquent, normal à 
oette surface. 



$ ni. DiyrutUm nur le mouvement dé ta iumièrÊ. 

162. Le théorème du n» 160 est connu sous la 
dénomination de principe d» la moindre acOen, qui 
lui vient du point de vue métaphysique sous le- 
quel on l'a "d'abord envisagé , et qu'on a depuis 
justement abandonné. Mais il peut encore être 
utile de donner ici une des premières applications 
qu'on a faites de ce principe, celle qui est relative 
à la réflexion et à la réfraction de la lumière dans 
le systèmto de l'émission. 

Tant qu'Un rayon lumineux se meut dans un 
milieu d'une égale densité , sa vitesse et sa direc- 
tion , restent les mêmes ; mais quand il paftse d'un 
milieu dans un autre , sa direction s'infléchit et sa 
vitesse change. ■Dans l'instant du passage , la lu- 
mière décrit une courbe d'une étendue inappré- 
ciable, dont on peut faire abstraction sans erreur 
sensible. La trajectoire de chaque particule lumi- 
neuse est donc alors l'assemblage de deux droites, 
dont chacune est décrite d'un mouvement uni- 
forme. Ainsi , en appelant f ti y^ les longueurs 
de ces droites , n la vitesse de la lumière dans le 
premier milieu , »' sa vitesse dans le second , on 
aura ny pour la valeur de l'intégrale fvde , prise 
depuis le point de départ de la particule jusqu'à 
son entrée dans le second milieu , et «y pour la 
partie de cette intégrale relative nu second milieu; 
par conséquent cette intégrale, prise dans tonte l'é- 
tendue de la trajectoire , sera exprimée par ny -f- 
li'y' ; et cVst cette somme qui doit être un mûit- 
j d'après le principe de la moindre action. 
Avant d'aller plus loin , observons que, si le se- 
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condmilieo est une substance diaphane et crislal- 
lîsée, la TÏtesse de la Inmièrei dans cette snbstance 
dépendra, en général , de la direction du rayon lu- 
ndoeui ; en sorte qu^elle sera constante pour un 
«ème rayon, mais variable d^un rayon à un autre. 
La phénomène de la dmMê réfraeUam que présen» 
test le spath ePIsiandê et la plupart des cristaui 
tiunsparens , tient k la différence de vitesse des 
différons rayons lumineux qui les traversent. On 
doit alors regarder la vitesse »' comme une fonc- 
tion des angles qui déterminent la direction de 
chaque rayon ; et la loi de la réfraction dépend de 
la forme que Ton suppose à cette fonction. En fai- 
sant une hypothèse convenable sur cette forme , 
Laplace est parvenu à déduire du principe de la 
moindre action "^ , la loi de la double réfraction , 
découverte par Huygens et confirmée par Halus { 
mais ce n^est point ici le lien d*exposer cette théo- 
rie : nous nous bornerons k considérer le cas où 
tous les rayons se meuvent avec la même vitesse , 
qo^es que soient leurs directions. Dans le calcul 
suivant, les vitesses » et n^ seront donc regardées 
comme des quantités données pour chaque milieu 
en particulier, et indépendantes de la direction 
des rayons lumineux. 

163. Soient maintenant A et B(fig. 40) les deux 
points extrêmes de la trajectoire. Supposons que 
la surface de séparation des deux milieux soit 
plane et menons par ces deux points un plan qui 
la coupe suivant la droite CD. Soit encore A£B une 
ligne brisée au point £ , qui représente la projec- 
tion de la trajectoire sur ce plan. Menons par les 
points A, B, £ , les perpendiculaires AF, BGr, HEK., 
à la droite CD. Puisque la position des points A et 
B est donnée, les trois droites AF , BCr , FG, sont 
connues ; mais la position du point Ej et les angles 
AXH et BEK sont inconnus , et doivent être déter- 
minés par la condition du immmwm. Nous suppose- 
rons donc 



on aura dooo 



i . 



AF = a, BG = 6, FGz=e, A£H = «, B£K=:s 

les trianglea rectangles AF£ et BG£ donneront 

£F = atangdP, £G=&taogs'; 

par conséquent , on aura 

qtangs-f ft tang«' = c. (o) 

Le rayon lumineux traverse la surface de sépa- 
ration des deux milieux en un point dont E est la 
projection sur le plan de la figure. Si nous appe- 
lons M la distance de ce point inconnu au point £ , 
y sera Thypoténuse d'un triangle rectangle dont s 
et A£ seront les deux petits côtés , et ^ Thypoté- 
nnse d*un autre triangle qui aura m et BE pour 9eê 
deux peiils côtés j mais en considérant les trian- 
gles AEF et BEG , on a 

6 



AE = 



cos s 



BE = 



cos s 



7> 



' MmtUt à» U prtmiin cl«fM 4t l'Xusiifai , pour l'uoét 180»^ 



y=|/^ 



+ 



a< 



coi>« 



,»> 



=1/ 



«• + 



»• 



COS» «* 



Si Ton substitue ces valeurs dans la quantité ny -{- 
n'y , il en résultera une fonction de e , « , s' , qui 
devra être un mtiismiMi par rapport à ces trois va^ 
riablea , dont les deux dernières sont liées entre 
elles par Téquation (u). Il faudra donc d'abord que 
la différentielle de cette fonction , prise par rap- 
port as, aoit égale à séro \ d'où Ton conclut 



fi's 



n h»'— = 1 = 0. 

ds d% y }f 

Qt , on ne peut satisfaire à cette condition qu'en 
prenant s = ; ce qui nous apprend que le rayon 
lumineux traverse au point £ la surface de sépara- 
tion des deux milieux, et, par conséquent, qu'il ne 
sort pas du plan perpendiculaire à cette surface , 
mené par les points A et B. 
En faisant donc s = , on aura simplement 



•V + «y = 



na 



M 



cos s cos 9^ 



et en égalant à xéro la différentielle complète de 
cette quantité , il vient 

9 

«a sin S d# n'ô sin s' ds' 



cos* s 



ces* x' 



mais en différentiant aussi Téquation (a) , on a, en 
même temps , 



ods 



hds» 



•p*. 



cos* X 



cos* 



-. = 0; 



ds' 



et si Ton élimine — entre ces deux équations , on 

ds 
trouve 



» sin dP = n^ sin «'• 



(») 



Celle-ci et Téquation (a) détermineront les valeurs 
de s et s;' qui répondent au mtnsmMR de siy -|- ny . 
Après avoir calculé la val^hr de s, on construira le 
point E, en prenant EF = a tan{^ #; ensuite on 
tirera les droites A£ et BE, et la ligne brisée ABB 
sera la route que suit le rayon lumineux pour aller 
du point A au point B. 

L'angle A£H compris entre la normale EH à la 
surface de séparation des deux milieux, et le rayon 
incident AE, est ce qu'on appelle VangU jà^inei^ 
dlmet; l'angle BEK, compris entre le prolonge- 
ment E& de cette normale et le rayon réfracté BE , 
se nomme VangU d» rèfracHoH, Ces deux angles ont 
été désignés par s et y. Ainsi l'équation {h) fera 
connaître l'angle de réfraction quand l'angle d'inci- 
dence sera donné ; et l'on voit, d'après cette équa- 
tion, que le sinus de l'angle de réft«ction est au 
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sinus de Tangle d'incideDce dans un rapport con- 
stant. 

Cest, en effet, la loi connue de la réfraction or- 
dinaire, dont la découverte est due à Descartes. Le 
rapport des deux sinus dépend de celui des vitesses 
• et fi' relatives aux milieux que l'on considère, et, 
pour cette raison, il varie avec les différentes sortes 
de milieux transparens. 

IM. Si le rayon lumineux , au lieu de pénétrer 
dans le second milieu , est réfléchi à la surface de 
séparation, sa vitesse sera constante dans toute 
rétendue de la trajectoire , qui est alors comprise 
en entier dans un même milieu. L'intégrale /ri» 
sera donc égole à la longueur totale de la trajec- 
toire, multipliée par cette vitesse cooltante; par 
conséquent , cette longueur devra être un mini- 
nitts^ en vertu du principe de la moindre action. 

Supposons donc , comme dans le numéro précé- 
dent, que la surface de séparation soit plane. Soient 
A et B (fig. 41) tes deux points extrêmes de la tra- 
jectoire ; menons par ces points un plan perpendi- 
culaire à cette surface , qui la coupe suivant CD : 
chaque particule de lumière ira du point A au point 
B, en suivant une ligne brisée AEB, la plus courte 
do toutes celles qui se réfléchusent sur la surface 
de séparation. Or, il est d'abord évident que cette 
ligne sera comprise dans le plan perpendiculaire à 
cette surface ; car toute autre trajectoire serait plus 
longue que sa projection sur ce plan. De plus, il 
cstois/âde prouver, sans aucun calcul, que la plus 
courte ligne brisée est celle qui fait deux angles 
égaux avec la droite CD, c'est-à-dire que si Ton a 

AEG = BED , 

la ligne AEB sera plus courte que toute autre ligne 
brisée AE'Q, dont le point E' appartient , ainsi que 
£, à la droite CD. 

En effet, abaissons de A la perpendiculaire AF 
sur cette droite; prolongeons-la d'une quantité A' F 
égale à AF, et tirons ensuite les droites A'£ et A'£'. 
Les deux angles A£C et A'EG seront égaux : donc 
les deux angles A £G et BED le seront aussi, à cause 
de l'équation précédente ; par conséquent , la ligne 
A'EB sera droite : on aura donc 

A'E 4- BE 1^ A'E' + BE'i 

et, cause de A'E =s A£ et A'E' = AE', il en 
résolten 

AE + BE < AF + HE'; 

ce qu^il s^agissait de prouver. 

Si Ton élève an point E la perpendiculaire EH 
sur la droite QD, AEU et B£H seront les angles 
d'incidence et de réflexion do rayon lumineux qui 
▼a du point A au point B. Ces angles seront égaux, 
puisqu'ils sont complémens des angles égaux AEG 
et BED; d'où il résulte la loi connue de la réflexion 
de la lumière, qui consiste en ce que l'angle de 
réflexion est toujours égal à Tangle d'incidence. 

165. Lorsque l'on admet la théorie de rémission 



de la lumière , les lois de la réflexion et de la r^ 
fraction se déduisent de l'expression du carré de la 
vitesse d'un point soumis à des forces d'attraction 
(no 158] , d'une mauière plus directe qu'en faisant 
usage du principe de la moindre action. Gette ques- 
tion nous offrant un exemple du mouvement d'un 
point matériel , intéressant par la nature des forces 
que l'on j considère, et par son application à la 
Physique , nous allons en exposer la solution dans 
le cas ordinaire, où les deux milieux que traverse 
la lumière ne sont pas cristallisés. 

Dans cette théorie, on suppose chaque particmle 
lumineuse soumise à l'attraction de tous les points 
matériels du milieu qu'elle traverse, et l'on regarde 
cette force comme une fonction inconnue de la 
distance , dont on sait seulement qu'elle décroit 
avec une extrême rapidité quand la distance aug- 
mente , de sorte qu'elle devient tout-à-fait inseosi* 
ble dès que la distance a une grandeur sensible. 
Ainsi , par exemple , désignons par r la distance du 
point attiré au point attirant, par » une ligne de 
grandeur finie, mais insensible , et par e la base 
des logarithmes népériens. Une force de cette na- 

r 

ture pourra être représentée par Ae A étant 

son intensité relative à une distance r infiniment 
petite. Dès que cette distance aura une grandeur 
sensible , et sera , par conséquemment , un très 
grand multiple de 4, cette fonction n'aura plus au- 
cune valeur sensible. 

Tant qu'un rayon lumineux se meut dans un mi- 
lieu homogène et d'une densité constante , les at- 
tractions qu'il éprouve se détruisent, et son mou- 
vement est rectiligne et uniforme. Mais supposons 
qu'il soit parvenu en un point M (fig. 42) situé à 
une distance insensible de la surface GD, qui sépare 
deux milieux différons , et que nous supposerons 
horizontale pour fixer les idées; de ce point M, 
abaissons sur GD une perpendiculaire HP, et me- 
nons ensuite , dans le milieu supérieur , deux plans 
G'D' et C"D" parallèles à GD, ^ont la distance mu- 
tuelle soit égale à MP, et dont le premier passe par 
le point H; il est évident que les attractions exer- 
cées sur le rayon lumineux au point H, par les deux 
couches du milieu supérieur, qui sont comprises , 
l'une entre GD et G'D', l'autre entre G'D' et G"!/', 
seront égales et contraires; elles se détruiront donC| 
et le mobile ne sera sollicité que par l'attraction île 
la partie du milieu qu'il traverse , supérieure à 
G"D", et par l'attraction totale du milieu inférioor. 
Ces deux forces seront perpendiculaires à GD; elles 
varieront avec la distance HP suivant des lois ia-> 
connues, mais telles que chacune de ces forces 
sera insensible quand MP ne le sera pas, et qu'elles 
atteindront leurs maxima lorsque cette distance 
sera nulle, ou que le mobile sera parvenu à la sur- 
face de séparation des deux milieux. 

Au bout du temps i, je représente par s la dis- 
tance HP, et par Z et V des fonctions inconnues de 
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%, qui expiri ment les forcei occëlërairices proTeatnt 
des attractions do milieu Âoferieur et de la partie 
de Tautre milien , aupérieure à CD'. La force ac- 
célératrice totale, tendante à diminoer %, aéra U 
différence Z — Z'; par conséquent, on aura, dans 
le milieu supérieur , 



IF 



+ Z-Z'=:U. (1) 



pour Téquation du mouTement yertical d^uue par- 
ticule lumineuse. 

Lorsque ce mobile aura traversé la surface CD en 
un point £, et qu^il aura pénétré dans le milieu in- 
férieur josqu^en un point H', tel que la perpendi- 
culaire H'P' à CD soit aussi représentée par s^ il est 
aisé de voir que la force accélératrice qui tendra a 
diminuer cette variable , sera alors la différence 
V — Zi en sorte que Ton oura 






J^V ^Z =0, 



W 



pour réquûtion du mouvement vertical dans le mi- 
lien inférieur. 

Quant au mouvement horizontal ou parallèle à 
CD, il sera uniforme , et la vitesse horisontale ne 
changera pas en passant d'un milieu dans Tautre ; 
car les forces attractives de chaque milieu se dé- 
truisent parallèlement à CD, et, dans ce sens , un 
rayon lumineux n*est soumis à aucune force accé- 
lératrice. Ainsi, en appelant k la vitesse de la lu- 
mière en un point A du milieu supérieur, situé à 
une distance sensible de CD, et « Tangle ai;;u que 
la direction de cette vitesse fait avec la verticale , 
on aura, à un instant quelconque, h sin a pour la 
vitesse parallèle & CD. Si le rayon lumineux pénè- 
tre , d^une quantité sensible , dans le milieu infé- 
rieur , et qu*on représente par V et »' ce que de- 
viennent A et # en un point A' de ce milieu , situé 
i une distance sensible de CD, on pourra également 
représenter lu vitesse horisoiitale du mobile par 
A' sin V) eu sorte que Ton devra avoir 



sin 



=: V 



sm 



•'. 



(3) 



On voit aussi, à priori, que la trajectoire du 
mobile sera une courbe plane et verticale; il ne 
restera donc plus qu^à déterminer sa vitesse per- 
pendiculaire à CD, soit dans le milieu supérieur , 
soit dans le milieu inférieur , à une distance quel- 
conque s de cette surface CD. 

166. Je désigne cette vitesse par u, de sorte 
dzt 
qn^on ait—— = «• pour les deux milieux. En mul- 
dt* 

tipliant Téquatiou (1) par Ziis^ intégrant et dési- 
gnant par c la constante arbitraire , on aura , dans 
le milieu supérieur , 

!•• = o + 2/Z'di — 2/Zdj. 
Je supposerai que ces deux intégrales s'évanouis- 



sent avec s , et Je représenterai par h et h! leurs 
valeurs à une distance sensible de CD. Il sera per- 
mis d'étendre ces intégrales h et A' depuis séro 
jusqu^à Tinfini; car, au delà d*une valeur sensible, 
les fonctions Z et Z' , et par conséquent les parties 
correspondantes de ftd% etfZ'dj^ , sont nulles ou 
insensibles par hypothèse* On pourra donc écrire , 
si Ton veut. 



*=/V A'=/ 



Vd». 



D'ailleurs , pour une valeur sensible de s , on a 
iit = k» cos* a ; on aura donc alors 

k* COS* «t =r 4* 2^' "^ ^^ 9 

et en éliminant û de la valeur générale dû u* , il 
en résultera 

ii> =ib« cos« a+2h^ 2h'+2fVds ^2fld%, 

en un point quelconque M. 

Je représente par Ai la vitesse du mobile au 
point E de la surface CD, et par «i l'angle que fait 
sa direction avec la verticale. On aura en ce point 
«* = A> I oos «i ; et comme il répond à s = , 
les deux derniers termes de la formule précédente 
s'évanouiront, et elle se réduira à 

k*i cos* «1 = k* ces» A + SA — SA'. (4) 

Pour que le rayon lumineux atteigne la surface de 
séparation des deux milieux , il faudra donc que le 
second membre de cette équation soit une quan- 
tité positive, ou qu^on ait 

A' < A + 1/2A* cos« a. 

Si cette concUton n'est pas remplie , ce qui exi- 
gera que l'attraction du milieu supérieur surpasse 
celle du milieu inférieur , la vitesse verticale du 
mobile s'épuisera avant qu'il ait atteint le plan 
CD. Il y aura donc un point de In trajectoire où la 
tangente sera huriiontale. Parvenu en ce point , le 
mobile rétrogradera ; les deux branches de cette 
courbe , aboutissantes en ce même point , seront 
semblables , puisqu^lles seront décrites en vertu 
de forces égales pour la même valeur de s j et, pour 
une grandeur sensible de cette distance s , ces 
deux branches se changeront en des lignes droites 
qui feront des angles égaux avec la verticale , ou , 
autrement dit , les angles de réflexion et d'inci- 
dence seront égaux. 

Si, au contraire , Pattraction du milieu inférieur 
surpasse celle du milieu supérieur , et que la con- 
dition précédente soit remplie , le rayon lumineux 
pénétrera dans le second milieu avec une vitesse 
perpendiculaire à CD, qui sera déterminée par l'é- 
quation (4). Dans cette hypothèse, on aura, diaprés 
Téquation (2) relative à ce milieu , 

ti> = A«, 005» «I + 2/Zds — 2/Z'ds , 
en supposant toujours les intégrales nulles quand 
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s r= 0. A une distance tensible de CD , on a 
ii« = A'* cos* «'; on aura donc 

k'* cos> «' = A>i cos> «1 4- SA — 2A'; 

et en éliminant A>i cos* «i au moyen de Téqua- 
tion (4), il en résultera 

V« cosB «' = A* cos* • -f 4A — 4A'. (5) 

Pour que le rayon lumineux , après avoir traversé 
la surface CD, pénètre jusqu^à une profondeur sen- 
sible dans le milieu inférieur , il sera donc néces- 
saire et il suiBra qu^on ait 

V < A -f 1/4A* oos* «. 

Lors donc que A', quoique < A 4" V^ ^ * ^^'* * t 
surpassera néanmoins A -f" 1/4 ^* *^^* *) ^^ 
mobile ne pénétrera dans le milieu inférieur que 
jusqu'à une distance insensible an delà de CD ; il 
rentrera ensuito dans le milieu supérieur ; et les 
deux branches de sa trajectoire seront semblables 
de part et d'autre du point où il commencera à 
rétrograder. Par conséquent , la lumière sera ré- 
fléchie comme dans le cas précédent , en faisant 
Tangle de réflexion égal à Tan gle d'incidence; en 
aorte qu'il y a deux cas distincts de réflexion dans 
la théorie que nous considérons. 

167. Supposons maintenant que ni l'un ni l'au- 
tre de ces deux cas n'ait lieu, de sorte que le rayon 
lumineux soit réfracté. D'après l'équation (3) , on 
aura 

A'* sin* af = A* sin* « ; 

et en ajoutant membre à membre l'équation (5) et 
celle-ui, il en résultera 

*'.= A« + 4A — 4A'; (6) 

ce qui montre que l'augmentation du carré de la 
vitesse du mobile, en allant du point A du milieu 
supérieur au point K! du milieu inférieur, sera in- 
dépendante , comme cela devait être (n° 167} , du 
chemin qu'il aura suivi. 

On tire aussi des équations (3) et (6) 



s m 



sm « 



l/*»+4{A-A'î' 



P) 



formule qui renferme la loi du rapport constant du 
sinus de réfraction au sinus d'incidence , et qui 
donne la valeur de ce rapport en fonction de la vi- 
tesse A de la lumière dans l'un des deux milieux , 
et de la différence A — A' de leurs pQuwrirB ré- 
fringenê h ti V, 

Si le milieu inférieur est terminé par deux plans 
parallèles, et qu'il y ait au-dessous le même milieu 
qu'ou-dessus, l'expérience prouve que la lumière, 
après avoir subi deux réfractions et traversé les 
deux faces du milieu intermédiaire , reprend une 
direction parallèle à celle qu'elle avait dans le 
milieu supérieur. C'est aussi ce qui résulte de l'é- 
quation (7); car si l'on désigne par «" l'angle que 
le rayon lumineux fait avec la verticale, après être 



sorti du milieu intermédiaire , il faudra , pour dé- 
terminer sin «'', échanger entre elles, dans cette 
équation, les quantités A et A', et y mettre A', «', 
«", au lieu de A, «, J, On aura donc 



sin 



.rf 



aitt 



? 1/ A'.+4(A-AV 



ou bien , en vertu des équations (6) et (7) , 




sm 



ce qui donne , effectivement. 



.ir 



Le phénomène de la dispersion, qui provient 
d'une valeur différente de l'angle de réfraction «', 
pour les rayons diversement colorés dont se com- 
pose un même rayon de lumière incidente , peut 
être attribué , d'après la formule (7) , soit à une 
inégalité de leur vitesse A , soit à une action diffé- 
rente de chaque milieu sur ces différens rayons , 
d'où il résulterait des valeurs inégales de A — A'. 

16l3. Toutes choses d'ailleurs égales , cette équa- 
tion (7) montre que le rapport du sinus de réfrac- 
tion au sinus d'incidence doit changer avec la vi- 
tesse de la lumière. Or, si l'on considère une étoile 
située dans le plan de l'écliptique , il y a une épo- 
que dans l'année où la vitesse de la terre s'ajoute 
à celle de la lumière , et une antre époque où la 
première vitesse se retranche de la seconde ; ce 
qui rend la vitesse de la lumière , relativement à 
un milieu qui se meut avec la terre , sensiblement 
plus grande dans le |i|[emier cas que dans le second. 
Le rapport dont il s'agit devrait donc au^i être dif- 
férent à ces deux époques ; mais des expériences 
très précises, de S. Arago ont prouvé qu'où con- 
traire ce rappoii ne varie pas d'une manière sensi- 
ble pendant toute l'année, et, de plus, que sa gran- 
deur est la même pour le soleil et pour les diverses 
étoiles d'où la lumière est partie. 

Quelle que soit la théorie de la lumière que l'on 
adopte , c'est toujours un fait très remarquable , 
que la composition de la vitesse propre de la lu- 
mière avec celle de la terre , qui se manifeste dans 
le mouvement apparent des étoiles , connu spus le 
nom d'aberration, n'ait cependant aucune in- 
fluence appréciable sur la réfraction de la lu- 
mière qu'elles nous envoient à diÇérens jours de 
l'année. 

Dans le vide , le mouvement de la lumière di- 
recte ou réfléchie est uniforme, et sa vitesse indé- 
pendante de la source dont elle émane. La gran- 
deur de cette vitesse est telle , que la lumière 
parcourt en 403,34 secondes la distance moyenne 
du soleil à la terre ; ce qui donne 30960 myriamè- 
très par seconde. 

Un rayon lumineux , lancé du soleil ou d'une 
étoile , doit éprouver dans sa vitesse , comme tout 



dthahiqtjs, prexièu parth. 
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antn projectile, une diminution dae à ta pesanteur 
Tcrt cet astre , c'est-ii-dire , k Pattraotion en raison 
ûiTerae du carré des distances à son centre , que la 
masse du corps exerce sur chaque particule maté- 
rieile de la lumière ; mais cette diminution est une 
fraction très petite de la vitesse finale de ta lu- 
mière. Ainsi , par exemple, Tintensité de la pesan- 
teur à la surface du soleil étant Tingt-aept fois et 



demi Tintensité de la pesanteur terrestre , comme 
on le Terra par la suite , et le rayon du soleil étant 
égal à 110 rayons de la terre, on conclut de ce 
qu^on a tu dans le no 143 , que la vitesse de la lu- 
mière , pour être de 8096i) myriamètres par se- 
conde à une grande distance du soleil , a dû être 
plus grande d^un peu moins de deux miUioniènes 
seulement, en partant de sa snrlace. 



CHAPITRE IV. 
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160. La pression qu^un point matériel exerce sur 
une courbe qu^il est forcé de décrire , n^est pas la 
même que quand il est en équilibre sur cette 
courbe. L^état de mouvement donne naissance à 
une pression particulière qu^on appelle force ean- 
trifuge, parce qu*on Ta d^abord considérée dans le 
cercle où elle est dirigée suivant le prolongement 
du rayon , et tend continuellement à éloigner du 
centre le mobile sur lequel elle agit. Cest cette 
force que nous allons considérer dans une courbe 
quelconque. 

Soient ll|H et X'H (fig. 43) deux élémens consé- 
cutifs et égaux de la courbe donnée, H et H' leurs 
milieux, HT et H'T' leurs prolongemens. Leur 
plan et Tangle TUT ' seront le plan osculateur et 
Tangle de contingence de la courbe au point X ; et 
si Ton mène dans ce plan la droite flO , qui divise 
Tangle H^X' en deux parties égales , elle repré- 
sentera la direction du rayon de courbure en ce 
même point H ; en sorte que le centre de courbure 
sera le point de cette droite. Appelons ds Télé • 
ment X^X de la courbe , lequel sera aussi égal à 
flXH' ; soient, ep outre , ^ Tangle infiniment petit 
TXT', et f le rayon de courbure XO , nous au- 
rons (no 18) 

d9 

f 

Cela posé, faisons d^abord abstraction des forces 
données qui peuvent agir sur le mobile , et suppo- 
sons qu^eu bout du temps 1^ il arrive au point 
H avec une vitesse e. S^il était entièrement libre , 
il continuerait h se mouvoir sur HT avec la même 
vitesse; mais, par hypothèse, il est forcé do dé- 



crire une courbe donnée ; ce qui change la direc- 
tion de son mouvement, qui devient HT'. Or, si 
Ton élève sur HT' la perpendiculaire HK, com- 
prise dans le plan osculateur et en dehors de la 
concavité de la courbe , on pourra substituer à la 
vitesse e^ dirigée suivant HT, deux autres vites- 
ses , Tune égale à v oos / et dirigée suivant HT', 
Tautre égale à e sin ^ et dirigée suivant HK , et 
alors Teffet de la courbe sera de détruire la der- 
nière de ces deux vitesses , pour ne laisser subsis- 
ter que la première , ou , autrement dit , cet efiet 
se réduira à imprimer au mobile une vitesse égale 
et contraire à e sin l. La courbe donnée étant donc 
remplacée par un polygone infinitésimal , sa résis- 
tance consiste à imprimer au mobile, à chaque 
sommet H de ce polygone , une vitesse infiniment 
petite V sin ^, dirigée en sens contraire de HK. 

Pour assimiler complètement cette résistance à 
une force motrice /'qui agit incessamment sur le 
mobile, nous pouvons supposer que la vitesse 
9 sin l est produite pendant que ce point matériel 
va de H en H', et prendre di pour la durée de cette 
action. Nous pouvons aussi négliger^ dans cet in- 
tervalle de temps , le changement de direction de 
celte force , et la supposer, par exemple, paral- 
lèle à la droite HO. Alors la force accélératrice cor- 
respondante aura pour mesure , comme chacune 
des forces U, V, U",etc., du no 147, la vitesse 
V sin l qu^elle produit pendant Tinstant di, divisée 
par dif et en appelant m la masse du mobile , il en 
résultera 

^_ nw#in^ 
^ - di ' 
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pour la Taleor de f. Donc , ea remplaçant sin ^ par 
1, raettunt pour t sa Toleur précédente, et obser- 
vant que d» = vdif on aura 



f= 



mv* 



P 



La pression que la courbe éproote , et qui est 
nniquement due à Télat de mouvement du point 
matériel qui la décrit , ou la force centrifuge qui 
agit sur ce mobile ^ est égale et contraire à cette 
force f. Il s^ensuit donc qu^au point quelconque 
H de la courbe donnée, la force centrifuge est 
comprise dans le plan osculateur, et dirigée en de- 
hors de la concavité de cette courbe , suivant le 
prolongement MN de son ra jon de courbure, et que 
son intensité est en raison inverse de ce rayon , et 
en raison directe de la masse du mobile et du carré 
de sa vitesse. 

170. Cette vitesse étant « sur le côté M,M et de- 
venant V cos Xsur le côté suivant Hffl', il s^ensuit 
que sa grandeur n^st point altérée par la courbe ; 
car on peut négliger la quantité 9 (1 ^ cos 1^] , in- 
fincment petite du second ordre , de laquelle il ne 
pourrait résulter qu'une diminution infiniment pe- 
tite de vitesse, sur une partie de la courbe de 
grandeur finie. Lo mouvement sur une coorbe 
quelconque est donc uniforme quand le mobile 
n^est sollicité par aucune force donnée. C'est ce 
qu'on a déjà vu dans le n<* 167; mais nous voyons 
de plus que ce résultat tient à ce que Tangle de 
contingence est infiniment petit, et qn^en un point 



où deux courbes différentes se couperaient sons 
un angle fini, le mobile éprouverait une perte finit 
de vitesse , en passant d'une courbe à Tantre \ la- 
quelle perte serait égale à sa vitesse primitive, 
multipliée par le sinus verse de cet angle. 

Lorsque le mobile est sollicité par une ou plu- 
sieurs forces données , sa vitesse varie à raison des 
composantes de ces forces tangentes i la trajec- 
toire, et leurs composantes normales exercent, 
comme dans Tétat de repos , une pression sur cette 
courbe qu'il faut joindre à la force centrifuge. 

Soit, en général, mR la résultante des forces don- 
nées qui agissent sur le nobile , quand il est per- 
venu au point fl. Décomposons cette force motrice 
en doux autres, Tune tangente et faulre normale 
à la trajectoire, que nous représenterons par «T et 
«Q ; la première sera la force qui fera varier la vi- 
tesse, et la seconde produira la partie de la pres- 
sion indépendante de Tétat de mouvement du mo- 
bile. En prenant par la règle du parallélogramme 
des forces , la résultante de mQ et de la force cen- 



trifuge f ou » on aura , en grandeur et en direc- 

P 

tion , la pression totale qui aura lieu au point H de 
la courbe donnée. Cette force, divisée par la masse 
du mobile , ou la résultante des forces accéléra- 

e« 
triccs Q et — , devra coïncider avec la force P du 

P 
n» 163. Cest en effet ce que nous allons vérifier. 

171. Je remplace les équations (6) de ce numéro 
par celles-ci , qui s'en déduisent immédiatement, 



dsdU 

dêdt* 

dyd^ s — dxd^ y 
dêdi* 



ds 
Y — 
ds 

ds 
X — 

ds 

z'i 

ds 



ds 

ds 

Z — 

ds 

ds 
Y — 

de 



(dx 
— cosV 
ds 

P I — cos 



\7. 



— cos 
ds 

dx 



)• 



P C—cos*» 
^dê 



cos «"Y 

ds / 

*'* \ 

— cosar' 1. 

ds / 



(t) 



Quelle que soit la variable indépendante, on a 



dxd^ y — dyd* s ds* dx 



dt* 



on a , en même temps , 



di* 



di 



di. 






-.5 

dx* dx* ds* dx 

ds 

à cause de r = — , il en résultera 

di 



dx ds 
ds ITt* 



dxd* y — dyd* x 
dsdt* 



= r» 



d. — 
dx* dx V* {dxd* y — dyd* x) 

ds* ds ds* 
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et roD trouvera de même , 

d*d* s — dxd* s 9* {dxdf s — dxd* s) 
dêdt» "" Ss ' 

{dffd* M " d»d» y) 
dii 



dêdt* 

dj/t^ M — did* y 

dêdt^ 



V 



En désignant par 9, q\ q", les angles que la 
force Q fait vrec des parallèles aux axes des x, y, 
M, et observant que X, T , Z , sont les composantes 
suiTant ces parallèles de Q et de la force tangen- 
tielle T| on aura anssî 



dx dy dM 

X = T h Q COS î, Y =r T h Q cos j», Z =: T — 4- Q cos 9"^ 

de d$ de 



et an moyen de ces Taleurs et des précédentes , les équations (1) deviendront 
•• [dxd^ y — dydt r) /^ ^ ^ ^ 



dsi 
0s (dxd* X — 



= Q ( — COS g' — — COS g )— P ( — ces ^ — 
\ds d» / \iê 



d9 

— COS 

de 

dx 



)■ 



V* 



— i ss Q ( — COS g — — COS g" ) — P ( — ces • — — oos V ), 

dM^ \dê de / ^dt lif / 

(dyd^ M - dsd* y) ^ /^ ^ ^* ^\ « /* „ "*' A 

iî2L_ ?i=Q(Leosg«---oasg')-p(.co..".^cos-'). 



W 



Or, si l'on appelle >} >S >" les angles que la di-^ 
redion de la force oentrifuge , c'est-4-dire le pro- 
longement VU du rayon de courbure MO , fait aveo 
des parallèles aux axes des x ,y, x, menées par le 
point H, et g\y',x\ les coordonnées du centre 



de courbure , on aura 



et en combinant les équations (2) avec les for- 
mules du no 20 , on en déduira sans difficulté , 



f 



\di\dt 



an 



V* 

— COS y = Q 

f 



f 



[dx/dy 

^pf-Y- 

\j\d. 

[ds/dx 

-pf^l^f! 



dx/dn dx 



COS g' — 


— COS g 

* > 


)-7i 


' — COS g COS g" 

^4f dM 




-'» N 


1 '•1 


fdx ds 


COS V — 


— COS « 

* > 


)-z{ 


— COS « — — COS V 

^dê ds 




•^ .> 


i ^ê 


fdm dy 


COS g'' — 


— COS g* 


• 


— COS g* — — ces g 
ids ds 


«ïs W — 


d, \ 

• — 00» »> 

* > 


h-J 


fdx dy 

-^ COS «^ — — • COS m 
k ^ ds 


COS g — 


— COS g" ' 

dx J 


4 


^dy ds 

— COS g" 7 ces q' 

^ds ds 


COS « -^ 


dx \ 

— COS V 1 




^dy d% 

— COS V — — COS «' 
^(29 ds 

s 



)] 
)] 
)] 
)] 
)] 
)} 



Mais à cause que les forces P et Q sont perpen- 
diculaires à la tangente de la trajectoire, on a 

dx dy dx 

— COS g -f- — ces / -f- — COS g" = , 
de ds ds 

dx dy dx 

— COS « ^ .^ COS «' -f- — cns «" = 0; 
ds ds ds 

ce qui réduit les coeificiens de Q , dans les trois 
équations précédentes, à — cosg, — cosg', •* 
coa g^'^ et ceux de — P à — cos «, — cos «', — • 
COS «" ; on aura donc enfin 



r» 



— cos y + Q ces g = P cos « , 
f 

— cos >' + Q cos g'rs: p cbsVf 

— cosy" + Q ^o» g"=P cos «", 

où l'où voit , comme il s'a^ssait de le Tértfier, que 
la force P est, en grandeur et en direction , la ré- 



•" 



snltanle des denx foroes *^ et Q« 

P 
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172. Quand l« mobilo sero seulement stivjeiti à 
■a mouvoir sur une surfitce donnée ^ ilfandra que 

la résultante des forces motrices mQ et , qui est 

f 

déjà perpendiculaire à sa trajectoire , soit, de pins, 

normale à cette surface. En appelant donc mN cette 

résultante, et désignant par « et 4 les angles , aigus 

ou obtus, que font ses deux composantes avec une 

partie déterminée de la normale à la surface , au 

point où se trouve le mobile, on aura 

H =r ± JQ cos • -(- — cos 4)» 

Le force If agira suivant cette partie de la normale 
ou suivant son prolongement , selon que la quan- 
tité comprise entre les parentbèses sera positive 
ou négative ; et pour que N soit toujours une quan- 
tité positive, on prendra le signe supérieur dans le 
premier cas, et le signe inférieur dans le second. 
Cette force accélératrice If devra être égale et con- 
traire à celle qui entre dans les équations (3) du 
no 161 ) et , en effet , celles-ci ne différant des 
équations (6) dû n» 162 qu*eo ce qo'.elles contien- 
nent R , X , fi , r, au lieu de — P, «, V, «", on en 
déduira , par Tanalyse précédente, des composantes 
de la force N , qui seront égales et contraires à 
celles que Ton a trouvées pour la forc^ P. 

Dans ce même cas d'une suifaee donnée , ai l'on 
désigne par J et 4' 1^ angles que ^Ics forces «Q 



et— «feni avec un axe mené par le point où se 
f 

trouve le mobile, tangent à cette surface et per- 
pendiculaire à la trajectoire , de sorte qu^on ait 



ces' 



to ^ cos* to' =r 1 , cot* 4 "1* c^* *V = ^1 

il faudra que la somme des composantes de oes 
deux forces suivant cet axe tangent , soit égale à 
léro , puisque leur résultante est normale au mèioe 
point delà turface ; on aura donc 

Q cos «' + "* cos 4' = <>; 

p 

• 

équatioa cfui pourra servir )i déterminer rinclinai- 
son 4' an. plan oscnlateur de la trajectoire sur le 
plan tangent à la surface donnée. 

Lorsque le mobile ne sera soumis à aucune force 
donnée, où, plus généralement, lorsquMl ne sera 
soumis qu'à une force tangente à sa trajectoire , 
on anra Q e= 0^ il en résultera donc cos 4' = et 
4' =z 90o , en sorte que le plan oscnlateur de cette 
courbe sera constamment perpendiculaire à la sur- 
face donnée. Cette propriété étant, en général, 
celle de la ligne la plus courte entre deux points 
donnés sur cette surface, c'est cette ligne que le 
mobile décrira^ ainsi qu'on l'a dit précédemment 
(no 101] ; mais maintenant nous voyons , en outre , 
qu'une force tangeate à la trajectoire , tell» qa*an 



frottement contre la surface donnée , ou la résis- 
tance d'un milieu , ne fera pas dévier le mobile , 
de la ligne la plus courte entre son point de départ 
et son point d'arrivée. 

193. EnHn , si le mobile est entièrement libre , 
il faudra que la composante normale k la trajec- 
toire, de la force motrice mR qui le sollicite, fasse 

fMV* 

équilibre à sa force centrifuge — ^-i puisque dans 

f 

ce cas il n*y a pas de courbe ou de surface donnée 
qui puisse détruire la résultante normale de ces 
deux forces. Il faudra donc, en premier lieu, que 
le plan oscnlateur de la trajectoire soit celui qui 
passe par la tangente et par la direction donnée de 
la force mR ; en appelant • l'angle que cette direc- 
tion , en un point quelconque , fait avec le tayon 
de courbure MO , il faudra , en outre , que cet 
angle soit aigu pour que la composante normale de 
la force «R agisse en sens contraire de la force 
•centrifuge qui est dirigée suivant Kl ; et cela étant , 
on devra avoir 



E cos • = — . 

f 



« 



Quand la force accélératrice R, à laquelle le mo- 
bile est soumis , sera une force centrale dirigée 
vers un point connu , et que l'observation aura fait 
connaître la courbe qu'il décrit autour de ce centre 
fixe, on pourra déduire de l'équation de eette 
courbe , le rayon de courbure f et l'angle f qu'il 
fait avec la direction de la force R; on déduira 
aussi,* de cette équation et de la proportionnalité 
des aires aux temps (n» 165), l'expression de la 
vitesse v en un poiift quelconque de la trajectoire; 
par conséquent , l'équation (a) déterminera la va- 
leur dC'R, ou la lot de la force centrale qui fait dé- 
crire au mobile la courbe donnée. C'est de cette 
manière que Nevrton a découvert la loi de la force 
dirigée vers le centre du soleil , qui fait décrire à 
chaque planète une ellipse dont ce point occope 
un des fbyers ; mais on verra^ dans la suite, qu^en 
partmit des mêmes données , cette déterminatiofi 
peut s'effectuer par un calonl plus simple. 

174. Hnyghens , à qui l'on doit la mesure de la 
force centrifuge , l'a déduite de la considération du 
mouvement circulaire; et quoique cette méthode 
soit moins directe que la précédente, je crois ce- 
pendant utile de Texposer ici en peu de mots. 

Soit H (fig. 44) un point matériel attaché à un 
point fixe G par un fil inextensible CM; supposons 
qu'une percussion lui imprime une vitesse a ^ dans 
une direction perpendiculaire à la longueur du fil; 
et, pour simplifier la question, supposons aussi 
qu'aucune force motrice donnée n'agisse sur le mo- 
bile. Ce point matériel va décrire un cercle AMB, 
dont le centre et le rayon seront le point fixe et la 
longueur du fil. Pendant ce mouvement , le fil qni 



dyuauque, PftEuiRs partis. 



retient lo mobile éprooTera, (Uns le sens de sa 
longueur, une certaine itntiom qui n^cst autre 
chose que la force centrifuge. En appliquant au 
mobile une force égale i cette tension et constant- 
ment dirigée vers le centre fixe , on pourra faire 
abstraction do fil , et considérer le mobile comme 
entièrement libre. Cest donc en vertu de cette 
force centrale, dont la grandeur est inconnue, 
combinée avec la vitesse a, que le cercle sera dé- 
crit. 

11 sVnsuit d*abord que les secteurs circulaires 
décrits parle rayon du mobile, seront proportion- 
nels BU temps (no 166) ; ce qui exige que les arcs 
de cercle parcourus le soient aussi. Le mouvement 
circulaire sera donc uniforme; et si Ton désigne 
par a Parc décrit dans le temps I, on aura ê = ai. 

Soient m la masse du mobile , m« la force cen- 
trale , et , conséquemment , « la force accélératrice 
qn*il s'agira de déterminer. Quelle que soit cette 
force, on peut la regarder comme constante en 
grandeur et en direction pendant un intervalle de 
temps infiniment petit; ainsi , pendi^nt que le mo- 
bile décrit Tare de cercle infiniment petit HS', la 
force « sera supposée constante , et parallèle au 
rayon CX.qui aboutit à Torigine de cet arc ; d^où 
nous concluons que si le mobile n'était pas animé 
de Ja vitesse a^ la force centrale lui ferait parcou- 
rir , dans un temps infiniment petit, le sinus verse 
MU, ou la projection sur CM de Tare MH' qu^il dé- 
crit réellement. Or, toute force accélératrice a pour 
mesure le double de Tespace infiniment petit 
(^u'*elle est capable de fsire parcourir à un mobile 
dans un temps infiniment petit , divisé par le carré 
de ce temps (n» 118] ; si donc on appelle i le sinus 
verse KIC , et y le temps employé à décrire T^rc 
MM % on aura 

2f 



mais en désignant ctt urc par r , et le raypu CX 
par r^.on a 

en prenant Tare au lieu de la corde ; donc à cause 
de ^ s:s av, on aura 

r 

Cette valeur de « est donc celle de la force cen- 
trifuge rapportée à iSinité de masse, dans un cer- 
cle décrit d*un moiivemeot uniforme. On en con- 
clut immédiatement que cette force, dans une 
conrbe quelconque , aura pour mesure le carré de 
la vitesse divisé par le rayon de courbure ; car la 
trajectoire ayant deux élémens consécutifs com- 
muns avec son cercle osculateur, on peut supposer 
que , pendant un temps infiniment petit , le mobile 
se méat ciroulairement autour du centre de cour- 



bure, et qu*il a conséquemment la force centrifugé 
qui convient à ce mouvement. En multipliant par 
m cette force accélératrice , on aura la même va- 
leur que pour la force désignée par /*dans le n9 160. 
176. Pour comparer la force centrifuge dans le 
cercle à la pesanteur , supposons que la vitesse a 
soit celle qui serait duc à une hauteur Jk^ de sorte 
quVn ait a* = 2gh (no 180) , en désignant par g la 
gravité ; il en résultera 

a 2h 



ce qui montre qne la force centrifuge est à la pe- 
santeur, comme le double de la hauteur due à la 
vitesse du mobile est au rayon. 

Si le mobile est un corps dont les dimensions 
soient très petites par rapport à sa distance au point 
C , on pourra considérer , dans toute son étendbe , 
la valeur de « comme à très peu près constante , 

« 
et prendre le rapport — pour celui de la force cen- 

9 
trifuge provenant du mouvement circnleire, au 

poids du corps sur lequel elle agit. 

Quand le mouvement n*aura pas lieu dans un 
plan horizontal ', la vitesse du mobile, la force cen- 
trifuge et la tension du fil attaché au point G , se- 
ront variables. Supposons que le mobile se meuve 
dans un plan vertical ; désignons par 2gh le carré 
de sa vitesse , quand il se trouve dans le plan hori- 
xontal passant par le point C; et, à un instant 
quelconque, appelons a sa distance à ce plan, re- 
gardée comme positive lorsque le mobile sera situé 
au-dessous , et comme négative quand il oura passé 
au-dessus ; nous aurons à cet instant 2g ( Jb -f" ' ) 



pour 



le carré de sa vitesse (n» 160) , et "^^ '^'l 



pour la force centrifuge. Pour avoir la tension to- 
tale du fil, il faudra ajouter à cette Jorce la com- 
posante du poids du mobile dirigé suivant le pro- 
longement de son rayon , laquelle composante est 

fMX 

égale à -— -i comme il est aisé de le voir. Doue , 

r 

en appelant f la tension totale du fil à un instant 
quelconque , nous aurons 



I == 



mg [2h+ 3s) 



Cette force exprimera aussi la pression que la 
point C éprouvera à chaque instant , suivant la di- 
rection du rayon qui aboutit an mobile. Elle at- 
teindra son maximum , lorsque le mobile sera au 
point le plus bas du cercle , où Ton a a = r, et sou 
msasmiMi^ lorsqu'il sera au point le plus élevé , où 

3r 
Ton a a =^- r. Si h est moindre que —, la tension 

2 

deviendra négative et se changera en une contrac- 
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tion pondant une partie du moufement : il faudra 
alors que le fil soit inflexible pour que le mouTO- 
ment circulaire ait lieu. On néglige, dans oe calcul, 
le poids et la force centrifuge du fil j ce qui suppose 
sa masse très petite par rapport à celle du mobile. 
On verra, par la suite, comment on y devrait avoir 
égard si cela était nécessaire. 

176. Revenons au mouvement circulaire et uni- 
forme , et désignons par T le temps que le mobile 
emploie à parcourir la circonférence entière. On 
aura 



8«r 



et , por conséquent , 



4«*r 

t7 



ce qui montre que la force centrifuge est en rai- 
ton directe du rayon du cercle , et en raison in- 
verse du carré du temps d^une révolution entière. 
Lorsqu'un corps solide tourne autour d*un aie 
fixe, tous ses 4 points décrivent, dans le même 
temps , des cercles dont les plans sont perpendicu- 
laires à Taxe, qui ont leurs centres dans cet axe , 
et pour rayons les perpendiculaires abaissées de 
chaque point sur ce même axe ; par conséquent , 
les forces centrifuges de ces différens points sont 
entre elles comme ces perpendiculaires. Ainsi , 
par exemple, la force centrifuge des corps placés à 
la surface de la terre , et qui tournent avec elle 
autour de Taxe dts paies, est proportionnelle aux 
rayons àe9pttrtMèUê qu'ils décrivent ; et , de plus , 
cette force est dirigée en chaque lieu de la terre 
suivant le prolongement du rayon du parallèle qui 
aboutit en ce |>oint. 

177. La force qui précipite les corps vers la terre, 
et que nous appelons pêsanttur, est due principa- 
lement à Tatlraction du sphéroïde terrestre sur ces 
corps. Hais quelle qu'en soit la cause , il est tou- 
jours certain que la force centrifuge diminue cette 
tendance des corps pcsans; en sorte qu'excepté au 
pAle , on la force centrifuge est nulle , la pesanteur 
est partout moindre que si la terre n'avait pas de 
mouvement de rotation. A l'équateur, la force cen- 
trifuge et la pesanteur sont dirigées en sens con- 
traire Tune de l'autre; la pesanteur y est donc 
égale à l'excès de l'attraction de la terre sur la force 
centrifuge ; par conséquent , on a 

4ir»r 
^ = G -_; 

y étant cette pesanteur, G l'attraction terrestre, ou 
la pesanteur qui aurait lieu si la terre était immo- 
bile , r le rayon de l'équateuri et T le temps de la 
rotation de la terre. 

Le second terme de cette formule étant très 



petit par rapport au premier , on a , à très peu 
près, 

4ir» r 
Pour convertir en nombre la fraction— —-, on 

pourra prendre le rayon du méridien au lien du 
rayon r de l'équateur , dont il est peu différent ; 
on aura alors 

2irr £= 40000000». 

En prenant la seconde pour unité , et négligeant , 
dans ce calcul , la petite variation de la pesantenr 
à la surface de la terre , on a aussi (n« 116) 

g es 0ni,80896. 

On n d'ailleurs (no 111} 

T s 86164 ; 

et de là on conclut , à très peu près , 



4»T 

^T* 



1 

280 



Ainsi, à Téquateu?, la pesanteur est diminuée 

de*-— par le mouvement de rotation de la terre 
280"^ 

autour de son axe. Si ce mouvement devenait plus 
rapide , le temps T diminuerait , et la force cen- 
trifuge différerait moins de la gravité. En obser- 
vant que 289 est le carré de 17, on voit qu'il suffi- 
rait que la rotation eût lieu en un dix-septième de 
jour, pour que la force centrifuge à l'équateur fût 
égale à la gravité; alors la pesanteur y serait égale 
à xéro , et les corps abandonnés à eux-mêmes y de- 
meureraient en équilibre. 

Dans ce calcul , nous avons seulement eu égard 
à la force centrifuge provenant du mouvement de 
rotation des corps pesans autour de l'axe de la 
terre ; et, en effet , on conçoit que le mouvement 
de translation autour du soleil , qui est commun à 
tous ces corps, à la terre et à son axe, ne saurait 
influer sur leur tendance à s'écarter de cette diotle 
mobile. En imaginant , par exemple , un fil paral- 
lèle à Téquateur, atUché à cet axe et aboutissant à 
un corps situé à la surface, il est évident que sa 
tension ne changera aucunement par l'effet d'un 
mouvement qui emportera , à la fois , l'axe , le fil 
et le corps , sans changer leurs positions relatives. 

178. La force centrifuge diminue la pesanteur en 
tous les points de la surface de la terre; mais d'une 
quantité moindre qu'à l'équateur, soit parce qu'en 
allant de l'équateur au pôle la force centrifuge dé- 
croît , soit parce que l'ongle qu'elle fait avec la 
verticale augmente. En appelant toujours r le 
rayon de l'équateur, et désignant par /« le latitude 
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d'un lien qnelconqne de la terre , et par ti le rayoo 
do parallèle correspondant , on aura 

« = r oos t»] 

en négligeant la non-sphéricité do globe terrestre, 
l'aogle (A sera celui cfue le prolongement de o, oo 
la direction de la force centrifuge , fait etv'ec la Ter- 
licale ; la composante Terticale de la force centri- 
foge s'obtiendra doue en moltipliant son inten- 

4ir«tl 

site -r= — par cos /m ; ce qui donne 



T« 



ésr* r cos* t» 



pour la diminution de la pesanteur due à la rota- 
tion dé la terre ; et , diaprés ce qui précède, cette 
qaantUé aura pour valeur 

cos* /M 



2S9 



Ce serait là toute la diminution que la pesanteor 



éprooverait, si la terre était une sphère homogène : 
elle serait proportionnelle au carré du cosinus de 
la latitude ; et la diminution totale du pèle où Von 

a A» = 90o, à Téquateur où Ton a /« =s 0, s'élève- 

* 

rait à -^. Hais la terre est un sphéroïde opiati k 

ses pèles ; Tattraction qu'elle eierce sur les corps 
placés k sa surface diminue, pour cette raison , «n 
allant du pèie à Téquaieur ; cette diminution , eo 
chaque point de la surface, est aussi proportieo* 
nelle au carré du cosinus de la latitude; elle s'a- 
joute à celle qui est produite par la force centri- 
fuge , et par cette addition le coefficient ~-^ aug- 

mente et devient _--: à peu près. C'est donc celte 

200 

fraction — : qui eiprimera , comme nous l'avons 

déjà dit (no 117), ^accroissement total du poids 
d'un corps transporté de l'équeteur au pôle. 



CHAPITRE V, 



BXBMPLBS DU MOUVEMENT DUN POINT MATERIEL SUR UNE COURBE 

OU SUR UNE SURFACE DONNEE. 



$I«r. OseiUation du pendule simple» 

179. Un pmdtilê est , en général , un corps solide 
pesant, qui oscille autour d'un aie fixe et horizon- 
tal. Mais pour comparer plus facilement entre elles 
les durées des oscillations de diflTérens pendules et 
les intensités correspondantes de la pesanteur, les 
géomètres ont imaginé un pendule idéal qu'on ap- 
pelle pmdmlê êimpU, et qui ttonstste en un point 
matériel pesant , suspendu à un point fixe par Tin- 
termédioire d'un fil inextensible et inflexible , dé- 
nué do pesanteur et même de densité , et dont la 
longueur est celle de ce pendule. 

On verra , dans un autre chapitre, qu'il y a too- 
joors un pendule simple dont les oscillations coïn- 
cident , et pour leurs durées et pour leors amplitu- 
des , avee celles d'un pendule quelconque , et nous 



montrerons comment la longueur d« premier peot 
se déterminer d'après la forme et les dimensions du 
second. Nous ferons voir aussi que cet aoooid 
ayant lieu entre les mouvemens de deux pendulei 
dans le vide, il subsistera également dans no mi- 
lieu résistant , quelle que soit la fonction de la vi- 
tesse qui exprime la résistance. Ainsi , il suffira de 
considérer le mouvement du pendule simple , soit 
dans le vide, soit dans un milieu résistant ; et c'est 
ce qu'on va faire dans ce premier paragraphe. 

180. Soient C ( fig. 46) le point de suspension , 
CE la verticale passant parce point fixe, et'CA la 
position initiale du pendule. Supposons que le 
point matériel qui le termine parte du point A avec 
une vitesse h perpendiculaire à CA| et dirigée 
dans le plan des droites CA et CB ^ il est évident 
qu'il ne sortira pas de ce plan vertical, et qu'il y 
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décrira des arcs de cercle dont C est le centre et 
CA le rayon. 

An bout du temps qnelconque f , soit M la posî* 
tion du mobile ; des points M et A, abaissons sur la 
verticale CB, des perpendiculaires MP et ADjCt 
faisons 

CP = 1 , CD = 0. 

Ko désignant par g la gravité et par v la vitesse du 
mobile au point H , nous aurons, dans le cas du 
vide (no 160), 

r* = ib> -}- ^9 (^ — «) i 

et si Ton appelle s Tare AH décrit par le mobile , 

d$ 
de sorte qu*on ait — = e, on en déduira 

di 



diz= 



Désignons par Tangle MCB, qui sera positif 
quand le pendule se trouvera à gauche de CE , 
comme la droite CA, et négatif lorsque le pendule 
sera à droite de la verticale. Soit aussi « Tangle 
AGB , ou la valeur initiale de 0. On aura 

ds J» 

«=a(A-*6] © = — = — 0""ï 

di di 

en représentant par a la longueur CM ou CA du pen- 
dule. On aura , en même temps , 

a s:: a cos f, o =: a cos «; 

et au moyen de ces valeurs , celle de di deviendra 

-. ad^ 



di=z 



\/ A* -)- ^jffl (cos • — cos ») * 



(») 



Telle est donc la formule qu'il s'agira d^intégrer 
exactement ou par approximation. 

181. Il n'y a qu'un cas dans lequel Tintégration 
sous forme finie soit possible , c'est lorscpi'on a 

A* = 2^a (1 -)- cos •) ; 

ce qui a lieu quand le mobile pnrt du point A avec 
la TÎtesse quHl aurait acquise en tombant d'une 
hauteur égale à £D ; £ étant le point le plus élevé 
du cercle qu'il décrit. En faisant • =: 24} et obser- 
vant que 

1 -f- cos 24 = 2 ces* 4 1 
on a alors 

P^ g cos 4 

J'intégre, je détermine la constante arbitraire, de 

1 
sorte qu^on uit 4 == — « quand < =1: , et je mets 

% 
1 
— • à lu place de 4 j il Tient 



2 g '^ (l+sin 1/26) (l-sin 1/2 •) 

Si le point A coïncidait avec le point E , on au- 
rait 4 = « $ ce qui rendrait infinie cette valent de 
i, quel qne fût l'angle A. Cela signifie que le mo- 
bile ne quitterait pas le point £ ; .et en effet , dans 
ce cas, sa vitesse initiale serait nulle, et la tangente 
au point £ étant horizontale , il y demeurerait en 
équilibre. 

Le point B répondant à • =: , on aura , dans 
tout autre cas , 



il/ 

2 



« . 1 + sin 1/2 • 
g ** l .- sin 1/2 • 



pour le temps que le mobile emploiera à parcourir 
Tare AB. Avec sa vitesse acquise en ce point , il 
s^élèvera sur la demi-circonférence BA'E ; mais , 
d'après ce qu'on a vu dans le no 160, il devra em- 
ployer un temps infini pour atteindre le point 
E : c'est ce qui a lieu effectivement ; car en fai- 
sant 6 = — r, ona<=:QD. 

Quelle que soit la vitesse initiale k et l'angle a, 
la formule (t) pourra s'intégrer par les fonctions 
elliptiques ; en sorte que le temps des oscillations 
ou des révolutions du pendule se calculera toujours 
au moyen des tables numériques de ces fonctions ; 
mais , dans la pratique , on a seulement besoin de 
connaître la durée des oscillations très petites , que 
nous nous bornerons à considérer. 

182. Pour que le pendule ne fasse que de petites 
oscillations de part et d'autre de la verticale CB, il 
faudra que l'angle « et la vitesse k soient peu con- 
sidérables ; on pourra toujours rendre cette vitesse 
tout4i-fuit nuile, en faisant partir le mobile d'un 
point un peu plus élevé ciue A, c'est-à-dire, en 
augmentant convenablement l'angle «; on ne nuira 
donc pas à la généralité de la question en suppo- 
sant A = ; ce qui réduit Téquation (l) à 



---l^T 



d^ 



9 [/^ 2 COS 6 — 2 COS 
Par les formules connues , on a 

•• «4 



:•(«) 



COS « =: l — — 4" 

2 



«4 



1.2.3.4. 



etc. 



Les angles 4 et t étant très petits , par hypotliésc , 
je néglige leurs quatrièmes puissances i il en ré- 
sulte simplement 



* = - |/ 7, 



A 



5r|/.._«. 
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En intéj^ant et obserTaot qu« 9 s=s 
OD en déduit 



«quand t=sO, 



i = p/^ — arc f co$ = — j j 



d*oà Ton tire 

•=«cot<^^ — , — = — ap^ — sin<^ — , 

a di a a 

Ces fornmles montrent , conformément à ce 
qa*on a déjà tu ( n» 160 ), que le pendule fera une 
suite indéfinie d^oscillations égales et isochrones 
de part et diantre de la Terticale CB : il reviendra , 
avec une TÎtesse nulle , au point A où Ton a t = «, 



toutes les fois que 



.«^ 



sera un multiple de 



2vy et au point A', situé à la même hauteur que A 
et où Ton a = — « , toutes les fois que I sera un 
multiple impair de «-. En appelant T le temps quUl 
emploiera à aller de Tun de ces points extrêmes à 
Tautre, c^est<4-dire , le temps d^une oscillation 
entière, on e 



-i/^. 



Les durées des deux demî-oscillatîons, Tuae des- 
cendante et Tautre ascendante , seront égales entre 

1 
elles et à ^T. 
2 

En général, à cfèux instans séparés par un temps 

égal à T, le pendule occupera , des deux côtés de la 

Terticale CB, des positions également éloignées de 

cette droite , et sera animé de Titesses égales et 

contraires ; car si Ton met I -)- T à la place de 1^ 

dans les Talenrs de • et— , on Toit qu^elles ne font 

di 
que changer de signe. 

Le pendule coïncide aTCC la Terticale quand on 
a • = , ou I égal à un multiple impair de 1/2 T j il 
en résulte 



- = ±.k^. 



di 

et , par conséquent , 

e = ± • l/'ga , 

pour la Tttesse du mobile au point B. En appelant 
h la hauteur DB de son point de départ an-dessus 
de B , on aura 

i s= a (1 — cos «) s= \/2a»* , 

à cause que Ton néglige la quatrième puissance de 
«. Abstraction faite du signe , la Titesse acquise au 
point le plus bas sera donc 

e = J/Ï^; 



ce qui est , comme cela dcTait èlro , la vitesse due 
à la hauteur 6. 

183. La Taleor de T est, comme on Toit, indé- 
pendante de Tangle • ; elle subsistera encore , et 
sera rigoureusement exacte, quand cette ampli- 
tude a sera infiniment petite. Si donc on écortait 
le pendule infiniment peu de la verticale , il em- 
ploierait pour 7 roTenir un temps fini et égal 



à 1/2 



i/; 



Dans ce mouTement, le mobile 



décrirait un espace infiniment petit dans un temps 
fini ; ce qui Tient de ce que Tinlcnsité de sa force 
accélératrice serait infiniment petite. En effet, 
cette force est la pesanteur décomposée suiTant la 
tangente à la trajectoire; or, dans retendue de 
Tare infiniment petit qui aboutit au point le plus 
bas de cette courbe, la tangente fait avec la Terti- 
cale un angle qui diffère d^un droit d^une quantité 
infiniment petite ; le cosinus de cet angle, par le- 
quel il faut multiplier la pesanteur pour obtenir sa 
composante , est donc infiniment petit ; par couse* 
quent , cette composante est aussi infiniment pe- 
tite. 

On peut étendre ce résultat aux oscillations d^un 
point matériel pesant sur une courbe quelconque , 
dont le plan osculateur au point le plus bas B est 
Tertical ; car dans une étendue infiniment petite là 
courbe coïncide aTec son cerde osculateur, et^ 
dans une étendue seulement très petite, elle s^en 
écarte très peu ; d^où il suit que C étant le centre 
de ce cercle, la dorée des oscillations très petites 
sur la courbe , de part et d'autre de son point B, est 
la même que pour un pendule simple dont C sérail 
le point de suspension , et qui aurait pour lon- 
gueur le rayon de courbure CB correspondant à ce 
point B. Les oscillations très petites ont donc une 
même durée indépendante de leur amplitude, sur 
toutes les conrbes Tcrttcales qui ont la même cour- 
bure à leur point le plus bas. Lorsque le plan oscu- 
lateur en ce point n^est pas Tertical , il faut rem- 
placer dans la Talenr de T la graTilé g par sa 
composante dans ce plan, laquelle est égale à 
g sini, en appelant i Tinclinaison du plan donné 
sur un plan horiiontal. 

184. Quand Tangle « a une grandeur finie et seu- 
lement très petite , la Taleur précédente de T n'est 
qu'approchée. 

En effet, si Ton conserTO les quatrièmes puis- 
sances de A et de 6 dans les Taleurs de oos « et 
COI t , et qu'on les substitue dans la formule (2), on 
aura 



*=-l^f:^== 



<<6 



9 j/»«—ft« |/'l— 1/12 (•«+•«) 
A ce degré d^approximation , il faudra prendre 

[1 - i/ia (- + •• )]~'^^ i + 1/S4(.. + 1. ) ; 
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00 aun donc 

formule qui s*intè;;re par les règles connues. £n in* 
tëgrant depuis = « jusqu^à • s= — » « , pour avoir 
k durée T d^uoe oscillation entière, on (rouTo 

9 ^ 16/ 

ce qui montre que cette durée est un peu augmen* 
tée par la grandeur de Tamplitude. 

U en résulte que si Ton appelle n le nombre des 
oscillations infiniment petites d^un pendule quel- 
conque dans un temps donné , et »' le nombre des 
oscillations du même pendule et dans le même 
temps, quand leur amplitude • est seulement très 
petite, on aura 

« = «' (l + ~)l 

car le nombre »' doit diminuer dans le même rap- 
port que la durée de chaque oscillation est aug- 
mentée par la grandeur de cette amplitude. 

186. Quoiqu^on ait soin dans les différons usages 
do pendule , de faire en sorte que Tamplitude des 
oscillations soit très petite , ce qui rend toujours 
sttflisante la correction relative à la grandeur de « 
qu*on Tient de déterminer, il est bon , néanmoins , 
de connaitre la série convergente par laquelle on 
pooteiprimer la dorée d*une oscillation, quelle 
que soit son amplitude. 

Pour oela , soient s et Clés sinus versas des an* 



gles I et •, de sorte qu^on ait 

l — cosl = ar, l — co$A = Ci 
ou aura , en même temps. 



d%z=z 



La formule (2) deviendra 



— Tk4 



dx 



et , pour en déduire la durée 1/9 T d'une demt-oa- 
cillation , il faudra intégrer depuis « = C, qui ré- 
pond à • = «, jusqu'à ar = 0, qui répond à I = 0. 
Or , en développant par la formule du binôme , 
on a 

A 1 \""'^" , 1 « .1.8 *• 1.S.6 «» . 



2 

série dont le terme général est 
1.3.6.. .2» — 1 



2.4.6... 2ii 



©■■ 



et qui sera toujours convergente, à cause que « est 
constamment moindre que 2. Si donc on intervertit 
Tordre de l'intégration, ce qui est permis en chan- 
geant en même temps le signe de di; qu'on fasse 
ensuite, pour un nombre quelconque n ou séro , 



et qu'on double la valeur de — T, il en résultera 

2 



- X« / Il 1.2 1 1.3.6 1 ^ 

= l/^ «- ( Ao + — . — A, + . _ A, 4- . — As -f etc.). 

g \ 2 2 2.4 4 2.4.6 8 / 



Les valeurs des intégrales définies Ao « At , As , 
As , etc., sont liées entre elles de manière que 
Tono d'elles étant connue , il est facile d'en dé- 



duire successivement toutes les autres. En effet , 
on a, identiquement, 






(* — 1/2C) *• - » i* 



-t/ 



J"-»djr 



/ 



J/^Cs— «• •^ j/Cs— *« ' 2 «^ |/'Cjr — *» 

(s — 1/2C) S" — * d* 

■^ - = — *--» p/C* — *• + (h— 1)/,-- t j/c« — *• ds, 

_» /•*"—» d* p s*ds 

Jgm - * I^C» ^ S* djT* = C / ■ ■ — / ■ ; 



il\>ù l'on conclut 



s" dx 



/» »" dx . p x" di 

ycx-'x* •/ |/c*- 



«" dx 
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et , par conaéqncnt , 



/^ 9* ds 



a?" — » 



j/S 



2» ^ !/&-*« 



Aux deux limites x=0 et jr=C , od a ^Cx— s>=0 ; 
en passant aux intégrales définies, on aura, d'après 

cette dernière équation , A. = ■^*""*^^. A» ^ i . 

Si Ton fait successiTementn = 1, =2, = 3, etc., 
dans cette formule , on en déduit 

t 

Al =r -^ C Ao t 

ft 1.3 

A, = — C Ai = — C« Ao , 
4 2.A 

6 l.S.t 

A3 = — C At = C» Ao , 

6 2.4.6 

etc.; 



y% jrn — I , 



par conséquent, nous aurons généralement, 



A.=z: 



l«3«o.«.2fl "^^ 1 



£.4.6... 2fi 



C-Aei 



et quant à la Talour de Ao , en aura 



A.=/'. 



ds 



l/c» — 



fin substituant les valeurs de Ao, Ai , Ai , etc., 
dans eelle de T, il en résulte 



'='^[-©v<H)"0"K^'0"**] 



pour la série qu'il s'agissait d'obtenir, «t qui«pt e»> 
sentiellement convergente , puisque 1/ZC est tou- 
jours moindre que Tunité. 

Si l'on néglige la quatrième puissance de « , on 
aura C = 1/g «*; il faudra réduire Ig série à #es deux 
premiers termes , et la valeur de T cotociderg avec 
celle du numéro précédent. 

180. Considérons actuellement le mouTement du 
pendole simple dans un milieu résistant. £n cou- 
servBDt toutes les notations précédentes , la oom- 
posaoie de la pesanteur suivant U tangente HT, 
sera g sin I, k cause que Tangle que cette droite 
fait a^ec la verticale UN est complément de Tangle 
IICB ou I. Désignons par V la force accélératrice 
provenant de la résistance, laquelle est dirigée en 
sens contraire de cette composante g sin I , et ap- 
pelons 8 Tare AU; Téquation du mouvement 
sera (n» 162) 



4^ê 

— = o 9in t ^ V. 

dt* 



(3) 



Oa pourra faire différentes hypothèses sur la va- 
leur de Y en fonction de la vitesse du mobile ; le 
plus simple est de la supposer proportionnelle à 
cette vitesse, de sorte que Ton ait 

k dt 

en désignant par k une vitesse constante et don- 
née. On a aussi 



= a (• — •), sin d = • — 



63 
1.2.3 



-f- etc.; 



si donc • est , comme précédemment , un très petit 
angle , et que Ton néglige sa troisième puissance , 
Téquation (3) deviendra 

d*i g dk f 

di» k di a 
Son intégrale complète est 



a/ 



en représentant par e et o' les deux constantes ar^ 
bitraires, par e la base des logarithmes népériens, 
et faisait , pour abréger, 






4A* 

Je détermine o et e' par les conditions • s;: • et 

di 

— = 0-, quand I = ; ce qui donne 

dt 



c = •, tr 






Par conséquent , on aura 



9^ 






Uyk 



et , en différentiant , 









14 
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pour les formules qui font connaître, à un instant 
quelconque , la position do pendule et sa vitesse 
angulaire. 

A la 6n de chaque oscillation, on a —= ; ce qui 

di 



a lieu toutes les fois que fy 



v^- 



est un mul- 



tiple de «• n s*ensuit donc que les oscillations sont 
isochrones , comme dans le f ide , et qu'on a 



t=ik^ï. 



y 9 

pour la durée d^ne oscillation entière ; ensorte 
qu'elle est augmentée , par la résistance du milieu, 
dans le rapport de Tunité à la fraction y. 

Quant aux amplitudes des oscillations , elles di- 
minuent continuellement à cause de l'exponentielle 

• ^^* En appelant «a l'ampTitude de la n'«<^ oscil- 
lation , c'est-à-dire , en supposant qu^on ait' I =s 
•^—1)" «a , quand <^=fiT, il en résultero 



Rir 



|/^ 



ce qui montre que les amplitudes successÎTcs for- 
ment une progression géométrique' décroissante , 

dont le rapport est s Zyk 

Toutefois , ce mouvement oscillatoire suppose 
que y soit une quantité réelle ; et , en effet , cVst 
06 qui a lieu dans les expériences du pendule , qui 
n'a jamais une longueur extrêmement considéra- 
ble , et dont la densité est toujours très grande eu 
égard à celle de l'air -où- il se meut : la titesse A 
étant propostioonelle au rapport de la première 
densité k la seconde , elle est très grande par rap- 
port à 1/2 [/^ga, et, conséquemment , y est une 
quantité réelle qui diffère peu de l'unité. Si , au 

contraire , on avait 2k < (/^«^a , y serait imagi- 
naire et de la forme C \/^ — 1 , en désignant par C 
une quantité réelle ; par les formules connues , les 
sinus et cosinus qui entrent dans l'expression de f 
se changeraient en exponentielles ; et cette trans- 
formation faite, on verrait que l'angle A ne pour- 
rait devenir uni qu'après un intervalle de temps 
infini j en sorte que le pendule approcherait indé- 
finiment de la verticale CB, sans pouvoir la dépas- 
ser ni même l'atteindre rigoureusement. 

187. A mesure que les amplitudes des oscilla- 
tions diminuent , l'expérience- prouve qu'elles ap- 
prochent de plus en plus de décroître dans l'air en 
progression géométrique : elles s'en écartent peu , 
par exemple , lorsque l'angle « est d'un tiers de 
degré oli au-dessous. L'expérience montre, déplus, 
que ce décroissement est très lent ; ainsi , dans 



one expérience de Borda, où il avait lieu sensible- 
ment en progression géométrique, l'amplitude ne 
se réduisait qu'aux deux tiers environ , après 1800 
oscillations. Sn appliquant l'expression de •« à cet 
exemple , on aura dono 

1800*1/^ 



s 2>* = 3/3 

et , par conséquent , 

1800, |/^ = ^ ,0g 8/2 = ^ (0,40646)5 
2k 



— = 1 — >» ; 



mais on a 

il en résultera donc 

(1800)« *t ( 1 _ ^. ) =: ^. (0,40546)- ; 



d'où l'on tire 



1,00000000267... , 



ou à très peu près y= 1 ; ce qui permet de négli- 
ger la résistance de l'air dans le calcul de la valeur 
de T. 

On peut donc admettre que quand les oscilla- 
tions sont très petites, la résistance de l'air est 
proportionnelle à la vitesse , comme nous venons 
de le supposer, et que cette résistance n'influe pat 
sensiblement sur leur durée. Mais lorsque les am- 
plitudes sont un peu considérables , l'observation 
montre qu'elles ne décroissent pins en progression 
géométrique ; en sorte qu^il devient nécessaire de 
faire une autre hypothèse sur ia loi de la résis- 
tance. 

188. Supposons cette force proportionnelle au 
carré delà vitesse, et prenons 



k étant une vitesse constante et donnée qui 
toujours très grande ; en sorte que si l'on fait 



2ga 



= )F», 



IM, sera une très petite fraction. A cause de 
ad\ , l'équation (3) deviendra 



— + — sin 
<2I> a 



en* 

1/8/.-; 
dt* 



w 



en la multipliant par 2d%^ intégrant et faisant 



/ 



d%t d»t dy 

dtf dt* dl 
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nout aurons 

dif 2g 

— — — cos • — Mtf ^ 0: 

«t a 

équation linéaire du premier ordre, dont l'intégrale 
complète est 

'** . '^9 (•»" • — /" cos •) 

a étant la constante arbitraire et • la. base des lo- 
garithmes népériens. Je la différentie par rapport 

de* dxf 

à 9| et je remets ~— au lieu de -^ f il Tient 



dit __ /•> Zg (cos > + ^ sin 6) 

ST'"'*** ■•■ (1 + mO« ' 

ce qui est une intégrale première sous forme ftuie 
de réquation (4). 
Pour déterminer o^.Je suppose qu'on ait, comme 

précédemment, •— = quand 9 £=«.; il en résnl- 

tera 

2g (cos « 4" A* >^" *) "" ^^ 



di» 



d^ 



dh 
dt^ 



Par conséquent, on aura, à un instant quelconque 
■ — -- fcos *•+ M sin • — (cos •. 4- a> sin a) s "" ^ (• "~ •)]. (6) 

(l +/«•)« \ -T^ r- , w 



2^ 



Au point le plus bas, où Ton a SszzO, on aura donc 
-j-=.^-^[l^(cos.+^8m«)a ], 

pour le carré de la vitesse acquise , laquelle est 
évidemment moindre que dans le vide. 

En Tertu de cette vitesse , le mobile montera 
sur Tare BA' jusqu^en un point Ai , moins életé 



<9 



que A', et pour lequel on aura — =0. Si l'on dé- 

dt 
signe par — «i la valeur correspondante de 9, il en 
résultera 



(cos «I — A> sin *A } 0^**' =:(co8 « 4~ /* sin a)i 

et si l'on développe les exponentielles suivant les 
puissances de fi, et qu'on néglige le carré de cette 
fraction très petite, on aura 



cos 



•» — ^ (sin «i — •» cos •! ) = cos • + /" (sin • — «cos a). 



La valeur de «i que Ton tirera de cette équation^ 
différera très peu de a; je fais donc «i =u»— X, et 
je néglige le carré de l et le produit /aI ; il vient 

/ sin « = 2f« ( sin « — « cos • ) , 

en sorte que l'on aura 

2té 
*A c= *— (sin •.— « cos •.) , 

sm m. ' 

pour la grandeur de % , obstraction faite du signe , 
à la fin de la première oscillation. 

Ce résultat ne suppose pas les oscillations très 
petites; mais si elles sont assez petites pour qu'on 
puisse négliger la quatrième puissance de «.dans 
cette valeur de «i , elle se réduira à 



Parvenu au point Ai , le mobile redescendra , 
et il continuera ainsi à osciller de part et d'autre 
du point B, jusqu'à ce que les amplitudes de ses 
oscillations soient devenues sensiblement nulles. 
Si l'on appelle «b Taraplitude de la seconde demi- 
oscillatiou ascendante, il est évident qu'elle se 
déduira de «i , comme ou a déduit «i de a} en 
sorte que Ton aura 



»i — 



2/*- 



3 



%i de même, si 03 , «i , etc. , sont les amplitudes 
successives des autres demi-oscillations ascen- 
dantes, on aura 



3u 



•4 = »S — > 

3 



eto. \ 



ce qui montre qu'elles ne décroîtront plus en pro- 
gression géométrique , comme dans le cas de la 
résistance proportionnelle à la vitesse. 

180. Pour déterminer le temps qui répond a un 
angle ft , il faudra intégrer la valeur de dH tirée de 
l'équation (6); ce qui sera toujours possible par la 
méthode des quadratures , quand les valeurs nu- 
mériques de « , fi., I , seront données. Hais dans le 
cas des petites oscillations , on peut obtenir , en 
série convergente , la valeur de en fonction de t, 
et réciproquement. 

Je supposerai toujours la vitesse initiale du 
mobile égale à zéro ; la valeur de I à un instant 
quelconque , sera une fonction de / et « qui devra 
se réduire à zéro dans le cas de «=0 ; je la repré- 
senterai donc par 

e = «Il -|- m» 9a + «' *9 4*^ ®^^* 9 

9i t 9a , 9} , etc. , étant des coefficiens indépen- 
dans de «. En substituant cette série dans l'équa- 
tion (4) , développant les deux membres suivant 
les puissances de «, et égalant ensuite les coefli- 
ciens des mêmes puissance», ou formera une série 
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d'équations diiTérentieltes du teeond ordre, qui ser- 
viront à déterniiner les iacoonnes Ai , 6s , 0» , etc. 

d^ 
De plus, pour qu^on nit 6 = « et — =0, quand 

di 

f s^; et quel que soit • , il faudra que les valeurs 

de» d«s 
iirftiales de 6a ^ 03 , etc., *'~t-*^~, etc., soient 

di dt 

dU 
toutes nulles , et que celles de 0j et soient 

dt 
Tunité et zéro; et c'est d'après ces conditions 
qu'on déterminera les constantes arbitraires qui 
seront contenues dans les intégrales complètes de 
cette suite d^é(|uatioos. De cette manière , on cal- 
culera autant de termes que Ton voudra de la 
série précédente. Nous bornerons rapproiimation 
an carré de a, et nous négligerons le cube et les 
puissances supérieures de cette quantité. 
Alors , on a simplement 





*•* 

di* 


•+•• 


d^U 

dt* 




dJl 


_ 9 


sinM 




di* 


a 




la seconde équation 


deviendra donc 


• 
• 




9 

a 


et l'on aura 




/• 


1 




«.= 


3 


cos t] 



sin 6 = «fti -^ •* Os , 

d6> _ ^ d^; 

et en substituant ces valeurs dans l'équatioo (4) , 
et égalant les coofficiens de • et de «• dans ses 
deux membres, il vient 

d^ S( g 

+-6.= 0, 

di* a 

d^U g 1 iMi* 

di* û 2 dt^ 

En intégrant la première de ces deux équations, 

et déterminant les deux constantes arbitraires , de 

d^t 

sorte qu^on ait 0i =0 et — =0, quand 1 = 0, 

di 
nous aurons 



t| = 008 f ^ — . 



lien résultera 



[y^ — :* (l — cos2lJ/^ — ); 

= -. A -. cos 21 K -A i 

y —H — /• + — ^cos8#K —I 

a 4 12 a 



pour son ioiégrale assujettie aux ceoditîons 0» =0 

d6o 
et— = 0, quand 1=0. 
dJi 



Au moyen de ces expressions de li et fs , celle 
de devient 



<-T) 



cos 



iY - + + cos2*J/^ -i 



cos 2^1 
12 a 



d% 



à cause de v = — a — > , on aura , en même temps, 

dt 



= [•— .— )|/aa 8În<|/ —H sin 2# |X — ; 

V a / o 6 a 



et ces formules feront connaître la position et la 
vitesse d« mobile à un instant quelconque. 

100. Si nous remplaçons, dans la demièrO) 



\/ —cos 4^ —1 



sin 2#^ — par 2 sin i \/ —cos \/^ — , Té- 
a o a 

quation v=0, qui a lieu à la fia de chaque 



oscillation, prendra la forme 



(\ - !î!+ ^co8#|X l\ sin i y — =0. 

^ 3 8 a/ a 

L'angle* étant très petit, 1^ premier facteur ne 
peut être nul; le second est xéro toutes les fuis que 
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/ 



9 



t y/^ .» est un multiple de «• Il s^ensuit donc 

a 
que rintervalle de temps qui s^écoule entre deux 

vitesses nulles et consécutives, ou la durée T 
d*une oscillation entière, est 



en sorte que la résistance de Tair, proportionnelle 
au carré de la vitesse, nUnflue aucunement sur 
cette durée. 

Cependant, elle augmente le temps que le mo- 
bile emploie à atteindre le point B. £n effet, en le 
désignant par i\ et faisant 6 =0, on a 



(■-?) 



cos If 




g et/» 0/A 

— + — + — cos 2t! 

a 4 12 



|/I = o. 



ty7 

La plus petite valeur de #' f/^ -. qui satisfasse 

a 
k cetteéquation diffère très peu de 1/2 «■; soit donc 

a 2 

eu négligeant le carré de ^ et le produit «J", on aura 

^ =S 1/S »/4 

et, par conséquent , 



i/^O 



La résistance de Tair augmente donc la durée de la 
première demi-osciliation descendante, dans le 

rapport de 1 + — à Tunité^ et puisqu'elle n'inBue 

pas sur la durée de Toscillation entière, il faut 
qu'elle diminue , dans le même rapport , la durée 
de la demi-oscillation ascendante. 

En sobstituant cette valeur de t' dans celle de 
V, et négligeant le cube de «, il vient 

d^on Ton conclut que la vitesse acquise au point le 
plus bas est diminuée par la résistance de Pair , 

*/* 
dans le rapport de 1 — ^ à Tunité. 

3 

Si Ton désigne par — «i la valeur de 6 qui a lieu 
à la fin de la première oscillation entière, et qui 



répond 



lyi 



«1 = » — 



on aura 



2f*«i 



3 



comnae précédemment. 

Ces différons résultats sont indépendans de la 
grandeur du coefficient /* de la résistance, et sup- 
posent seulement Tangle 4 très petit ; ils convien- 



nent également au mouvement du pendule dans 
un fluide aériforme et dans un liquide, pourvu que 
le coefficient /* soit déterminé pour chaque milieu 
en particulier. Dans lo cas de a très petit, il est 
inutile d'examiner Thypothèse d'une résistance 
proportionnelle au cube ou à une puissance supé- 
rieure de la vitesse ; car il n'en pourrait résulter, 
dans les valeurs de et o^ que des termes dépen- 
dans des puissances de « supérieures au carré, que 
l'on a regardés comme négligeables dans les cal- 
culs précédens. En rapprochant ce qu'on vient de 
trouver de ce qui a été dit dans le n» 187, on en 
conclut donc que la résistance de l'air n'influe pas 
sur la durée des très petites oscillations du pen- 
dule, pour lesquelles on néglige la correction 
relative à la grandeur de l'amplitude (n» 184). 
Quand on tient compte de cette correction , la 
résistance a une petite influence, à cause qu'elle 
fait varier les amplitudes pendant la durée du 
mouvement. 

191. Il ne suit pas de là que la durée des oscil- 
lations d'un corps pesant, quelque petite qu'on 
la suppose, soit la même dans l'air que dans le 
vide; car ce fluide, par la pression qu'il exerce sur 
le mobile, augmente cette durée en diminuant la 
pesanteur. D'abord, on sait par l'expérience, et 
nous démontrerons dans V Hydrostatique , qu'un 
corps en repos, plongé dans un fluide, y perd une 
partie de son poids, égale au poids du fluide dont 
il occupe la place. Ainsi , P étant le poids de ce 
corps dans le vide, P' son poids dans l'air, Il le 
poids d'un volume d'air égal à celui du corps, on a 

P' = P — a 

En appelant f le rapport de la densité de l'air à 
celle du corps, g la gravité dans le vide, g^ ce que 
cette force devient dans l'air , et m la masse du 
corps, on a aussi 

n = Pp, P = m^, P' = mi^'j 

on aura donc 

,' = jf (i - ,). 

Or, si l'on désigne par T et T' les durées des pe- 
tites oscillations d'un même pendule qui répon- 



110 



TRAnÉ DS HÉCAIIIQVS. 



dent aui deux forces accélératrices^ et ^, on aura 

9 ^ 

et, par conséquent, 

T 



T' = 



i/T^=T' 



Soit aussi a' la longueur du pendule soumis à la 
gratité j^, qui fait ses oscillations dans le même 
temps que le pendule soumis à la gravité g et dont 
la longueur est a ; il faudra qu'on ait 

9 9^ 

d'où Ton tire 

of = a (1 - p). 

Donc, par la seule considération de la perte de 
poids à Tétat de repos, la durée des oscillations 
dans Tair se trouve augmentée dans le rapport de 

Tunité à |y^ 1 — p pour un même pendule, et la 

longueur du pendule simple se trouve diminuée 
dans le rapport de 1 — p à Tunité pour une même 
durée. 

De plus, H. Bessel a fait voir, par Texpérience, 
que la perte de poids qu'un même corps éprouve 
dans Tair n'est pas la même, quand il est en repos 
et lorsqu'il a un mouvement oscillatoire. Elle aug- 
mente dans le second cas ; et il en résulte qu'il 
faut, dans les formules précédentes, multiplier p 
par un facteur /*plu8 grand que l'unité, et dépen- 
dant de la forme du mobile. Je suis parvenu à ce 
même résultat dans un Mémoire sur hê Mouvement 
nmultanès <fun pendule ei de Voir environnani * j 

et, d'après mon analyse , on ^ f=^L. quand le 

pendule consiste , comme celui de Borda , en une 
sphère suspendue à l'extrémité d'un fil très mince, 
dont la longueur est très considérable par rapport 
au diamètre Je cette sphère ; en sorte qu'alors il 
faut augmenter de moitié la correction relative à 
la densité de l'air, que l'on faisait subir, avant l'ob- 
servation de H. Bessel , à la durée des petites os- 
cillations et à la longueur du pendule simple. Dans 
tous les cas , le coefficient f est toujours indépen- 
dant de la densité du pendule, ainsi que de la densité 
et de la nature du fluide dans lequel il oscille , de 
manière qu'on peut toujours le déterminer par Tex- 
périence, en comparant les durées des oscillations 
de deux pendules de même forme et de densités dif- 
férentes, dons un même fluide, ou bien d'un même 
pendule dans deux fluides différons, tels que l'air 
et 1 eau , par exemple. 

192. Maintenant, soit» le nombre des oscilla- 
tions infiniment petites qu'un pendule quelconque 

* U*tHfit*t (fê l'dftdcmi* d«f Stiene€$ , toiiM XU 



ferait dans le vide pendant un temps donné r. Pour 
déduire ce nombre, parla règtb du n« 184, de celui 
des oscillations très petites qui est donné par Tob- 
servation , et afin d'avoir égard à la varintion des 
amplitudes pendant ce temps r ^ on a coutume de 
prendre pour l'angle • la moyenne des amplitudes 
extrêmes qui sont aussi données par l'observai ioo. 
Cela étant , la durée T d'une oscillation infiniment 
petite de ce pendule sera 

T 

X = _; 

fl 

et l'erreur que l'on pourra commettre sur la mesure 
du temps r aura d'autant moins d'influence sur 
cette valeur de T, que le nombre n sera plus consi- 
dérable. D'après la forme et les dimensions du 
corps oscillant, on déterminera, par la formule 
qui sera donnée dans un autre chapitre, la longueur 
du pendule simple, dont le mouvement est le même 
que celui de ce corps j on réduira cette longueur, 
comme on vient de l'expliquer tout à l'heure, à ce 
qu'elle serait dans le vide; et si on la désigne pu 
a après cette réduction , et qu'on représente par y 
la gravité dans le vide , on aura 



-=-|/î; 



d'où l'on tire 



ir> iik a 

9 = — : — • 



W 



C'est au moyen de cette formule que Ton déter- 
mine avec une extrême précision , en chaque lieu 
de la terre, la mesure de la pesanteur, ou la vitesse 
g que les corps pesans acquièrent en tombant ver- 
ticalement dans le vide , pendant une unité de 
temps. D'après l'expérience faite par Borda, à TOb- 
servatoire de Paris , avec un pendule d'environ 8 
mètres de longueur, on a 

a = 0»,0838dd , 

en prenant la seconde pour unité , et l!on en con- 
clut 

g = e»,80696, 

en ce lieu de la terre , c'est-à-dire , à nue latitude 
de 48o 5(y 14". 

M. Bessel ayant fait osciller successivement des 
corps de toutes sortes de matières , t«ls que des 
métaux , de l'ivoire , du marbre , des pierres mé- 
téoriques , etc. , a constamment trouvé des valeurs 
do g sensiblement égales , les plus grandes diffé- 
rences, de part et d'autre de la valeur rooyenoo, 
s'élevant à peine à un cent-millième de cette va- 
leur , et pouvant être attribuées aux erreurs inéTÎ- 
tables de l'observation. Il ne peut donc rester au- 
cun doute sur la porfaitc égalité de l'attraction 
exercée pur la terre sur tous les corps, qucHe *\»cm 
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soit la nalnre , qoi sont situés en un même lien de 
sa surface ; car celte égalité résulte de celle des 
Taleurs de la pesaotenr g^ puisque cette farce est 
fexcès de Tattraction terrestre sur la composante 
Terticale de la force centrifuge , commune à tous 
ces corps. 

193. En considérant la surface delà terre comme 
le prolongement du niveau des mers en équilibre , 
on démontre, dans la Mécamque céleste , que la 
Tariation , à cette surface , de la longueur du pen- 
dule simple qui fait cbaque oscillation dans une 
unité de temps, est proportionnelle nu cosinus du 
double de la latitude; en sorte qu^en désignant 
par X cette longueur en un lieu dont la latituile 
est 4 1 oû doit avoir 

A == /(l — • cos 24); {h) 

Itim étant des constantes déterminées par Tobser- 
Tation. On démontre aussi que le coeRicient » est 
lié à Paplatissement du sphéroïde terrestre par Té* 
qnation 

dans laquelle on appelle l cet aplatissement , de 
sorte que le rayon de féquateur et celui du pôle 
soient entre eux comme 1 -f- ^ et Tunité , et où Ton 
désigne par rie rapport de la force centrifuge à la 
pesanteur, qui a lieu à Téquateur et dont la valeur 
est (no 177) 

" ï 

" 288. 

La formule {h) est, eu efret , confirmée par Tex- 
périence quand on fait abstraction des circon- 
stances locales qui peuvent influer, comme on le 
verra par la suite , sur Tattraction de la terre et 
sur la longueur du pendule, ^ensemble des obser- 
vations faites à différentes latitudes donne 

• = 0^002588; 
ce qui suppose l à très peu près égal à r. La con- 
stante / est la valeur de x correspondante à 4 = 
46»; elle diffère peu de celle qui répond à la lati- 
tude de Paris; et , diaprés celle-ci, on a 

0-,093866 = / [1 + 0,002688.8in (7» 40' 28^')] ; 

d^'oû Ton tire 

I =3 0" ,093512. 

Si Ton fait si = 1 et r == 1 dans la formule (a); 
que Ton y mette successivement / et x à la place 
de a, et qu^on désigne par p et «r les valeurs cor- 
respondantes de g, on aura 

p = ir> I, ir = r« X ; 

on aura donc 

p r= 9bl,80667 , 

et , à une latitude quelconque , 

« = p (1 — 0,002688 cos 94). 
En observant que 

cos 84 = 2 cos> 4 ~* ^ 9 



on voit que la diminution de la pesanteur , en al- 
lant du pôle à Téquateur , sera proportionnelle au 
carré du cosinut de la latitude , conformément & 
renoncé du n» 178. 

En transportant un même pendule en différons 
lieux de la terre , on voit , par Féquation (a), que 
les nombres n de ses oscillations , dans un même 
temps r, varieront proportionnellement à la racine 
carrée de la gravité. Ainsi , par exemple , une hor- 
loge réglée, à Paris, sur le mouvement diurne de 
la terre , et transportée ensuite à Téquateur , retar- 
dera sur ce mouvement. En appelant si et n' les 
nombres des oscillations de son pendule en un 
jour sidéral dans ces deux lieux de la terre , on 
aura 



11=86164, n' 



y" 



1—0,002688 



1-f 0,002688 sin (7o4U'28"}« 



et , par conséquent , 

«' =: 86037 ; 

en sorte que le retard sera d^nviron 127 secondes 
en 24 heures. Cesi Tobservation de ce retard qui a 
mis en évidence, pour la première fois, la varia- 
tion de la pesanteur à la surface de la terre. 

$ II. Mouvement eur la eyeletde. 

196. Soit ARC (fig. 46) la trajectoire d'un point 
matériel pesant , dont le plan est vertieal. Suppo- 
sons que ce mobile parte du point quelconque D , 
sans vitesse initiale , et qu'il soit en H au bout du 
temps tf des points D et M abaissons des perpendi- 
culaires DE et MP sur la verticale passant par le 
point R, qui est le plus bas de la courbe ; en fai- 
sant EP = M, et désignant par 9 la vitesse acquise 
au point H , et par g la gravité, nous aurona (n*» 150) 

V = y^, 

si Ton suppose que la pesanteui'soit la seule force 
qui agisse sur le mobile. Soit aussi e Tare RM ; 
comme il décroit quand le temps augmente , on 
aura 

d» 



dt 



et si Ton fait 



ER = /k, PR = c=:/k — j, 

il en résultera 

de 



\/ltgdt = - 



\^ fc — «' 



(0 



I 



quelle que soit la courbe donnée. 

Cette courbe étant , par hypothèse , une ^- 
cloîde , on aura (n** 73} 

e* = 4a* , 
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en désignant par a le dinniétre BF de son cercle 



îiénërateur. On aura donc 



)/5 



2i/ 

— A = — 



dx 



i/ha: — 



-^ t 



X» 



et , en intégrant , 



I /55 / 2x-~h \ 
ly/ — r=arcfco8r=: — l: 

on n'ajoute pas de constante arbitraire , afin qu'on 

ait *= à Torigine du mouvement, ou quand * =^. 

Si Ton appelle *' le temps que le mobile emploie 

à atteindre le point B qui répond à a? = 0, on aura 



.1/5 = 



arc (cos = — = 



et , par conséquent, 



. = .|/I. 



^2 

Ce temps est , comme on voit , indépendant de la 
hauteur fc du point de déport D du mobile , au- 
dessus du point le plus bas Bj en sorte que cette 
propriété , qui a lieu par approximation dans toutes 
les courbes pour une hauteur h très petite , est 
rigoureusement vraie dans la cycloîde , quelle que 
soit cette hauteur, toujours moindre que a ou BF. 
Il en résulte que tous les mobiles , partis en même 
temps de différens points de la cycloïde , •rriveroni 
en même temps à son point le plus bas. 



( 



On aura 



,\/l 



pour le temps d'une oscilla-* 



tion entière de part et d^autre du point Bj or, on 
voit que ce temps est celui des oscillations très 
petites du pendule dont la longueur 2a est le rayon 
de courbure de la cycloïde en ce point (n» 72) ; ce 
qui s'accorde avec le résultat du n» 183, relatif à la 
durée des petites oscillations sur une courbe quel- 
conque , laquelle durée est la même , dans le cas 



de la cycloïde , que celles des oscillations d'une 
amplitude quelconque. 

105. Le temps que le mobile emploie & parcou- 
rir Parc DB de la cycloïde est encore indépendant 
de la longueur de cet arc , quand le mouvement a 
lieu dans un milieu résistant , et que la résistance 
est supposée proportionnelle à la première puis- 
sance de la vitesse. 

En effet, représentons cette force par •— , comme 

dans le n» 180 j la composante de la pesanteur sui- 

is dx 

vaut la Ungente HT, est g — , en observant que — 

ds ds 

est le cosinus de Tangle TMN que fait cette droite 

avec la verticale VS ; la force qui agit au point M, 

et qui tend à diminuer Tare BH ou #^ sera donc la 

dx V 
différence y — — y • ; par conséquent , on aura 
ds k 

pour Téquation du mouvement 

d* ê (dx v\ 

ou , ce qui est la même cliose f 
d* s g ds g 
k dt Sa 



dt* 



à cause de 






dt 



ds 
ds 



s 
2a 



Je suppose qu'à Porigine du mouvement, ou 
quand t = 0, la vitesse « soit nulle , et qu'on ait 
« = a ; en déterminant les deux constantes arbi- 
traires d'après ces conditions, et faisant , pour 
abréger, 



1/ 



ga ^ 
2k* ^ 



rintégrale de Téquation précédente sera (n» 186} 



= • (cos ty \/^ — + 
V 2a 



\/ 2ga 

2yk 



sm 



^|/I) 

2a/ 



il 
2k 



Si donc on appelle i' le temps qui répond au point B 
ou II « = 0, on aura 



cos 



2a 




smf^ 



l/I=o, 

2a 



équation d'où Ton tirera une valeur de l' indépen- 
dante de «; ce qu'il s'agissait de trouver 

Si la résistance est très petite , ou la vitesse k 



très grande , on aura ^ = 1 , à très peu prés ; et 
l'équation précédente donnera 




2a 2 

ce qui montre que le temps i est un peu augmenté 
par cette résistance. 

196. Prolongeons la droite BF jusqu'en 0, d'une 
quantité égale à BF; ce point sera le centre de 
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oonrbnre de la cyclolde ao point Bj et sî Ton tnioe 
les detu demi-cydoîdes OA et OC, tangentes aux 
droites OR et AC, et ayant OF pour diamètre de 
lenr cercle générateur, OA sera la développante 
de AB, et OC celle de BC (n» 72) ; par conséquent , 
on fil d^nne longueur constante OB ou 2a, attaché 
au point 0, et qui s^enveloppera successivement 
snr les deux courbes OA et OC, tracera par son autre 
extrémité la cjcioîde ABC. 

(}ela fournit un moyen de construire un pendule 
cycloidal. Pour cela , supposons que les courbes OA 
et OC soicut tracées en relief , et que OB soit un 61 
inextensible et parfaitement flexible , attaché au 
point fixe 0; attachons aussi un corps pesant à son 
autre extrémité B, puis écortons ce fil de la position 
verticale , de sorte qu^il sVnveloppe , en tout ou 
en partie , sur l'une des courbes OA et OC, et que 
sa partie non enveloppée soit une droite tangente à 
cette courbe : eu abandonnant ensuite le mobile à 
lui-même, Textrémité inférieure du fil décrira la 
courbe ABC; et , d^oprès le n^ 194^ la durée des 
oscillations de ce pendule , dans le vide , sera ri- 
gourensement , et constamment indépendante de 
leur amplitude. Hais ce moyen ne serait suscepti- 
ble d*aucnne précision dans la pratique j et , d'ail- 
leurs , l'isochronisme des grandes oscillations n'au- 
rait plus lieu dans l'air , la résistance de ce fluide 
n'étant point alors proportionnelle à la simple vi- 
tesse. 

197. On appelle iauioehrone toute courbe sur 
laquelle un point matériel pesant parvient toujours 
dans on même temps au point le plus bas , quel 
que soit le point de cette courbe d'où il est parti. 
Ainsi dans le vide , la cycloïde est une courbe tau- 
tocbrone ; et , de plus , on va voir qu'elle est alors 
la seule courbe de cette espèce. 



Si Ton appelle l' le temps que le mobile emploie 
à aller, sans vitesse initiale, du point 1) ao point 
le plos bas B, sur une courbe quelconque ABB, la 

valeur de if |/^^^ sera donnée par l'intégrale de 
la formule (1) , prise depuis s; =± Jk jusqu'à s = 0, 
ou , ce qui est la même chose , depuis «p = jus- 
qu^à jT = /k^ en changeant le signe de cette for- 
mule y on anra donc 



y^iH =/ -^ 



et pour trouver la courbe tautochrone, il s'agit de 
déterminer è en fonction de s, de manière que 

cette valeur de if |/^9 soit indépendante de Jk. 

Or, je suppose cette fonction inconnue dévelop- 
pée suivant les puissances ascendantes de %, de 
sorte qu'on ait 

ê = As* -h BsC -f. C«> -f. etc.; 

A, B, C, etc. , A, C, y^ etc. , étant des coefficiens et 
des exposans indéterminés. Comme l'abscisse x et 
l'arc ê ont leur origine au même point B, on devra 
avoir en même temps s = et t = 0; il faut donc 
que tons les exposans a, C, y^ etc. , soient positifs , 
et qu'aucun d'eux ne soit zéro. On voit aussi, d 
friori , que le plus petit d'entre eux devra être 
moindre que l'unité ; car le point B étant, par hy- 
pothèse, le plus bas de la courbe demandée, la 
tangente y est- horisontale ou perpendiculaire k 

d$ 
l'axe des ar; ce qui exige qu'on ait — =r oo , quand 

«=0 

En prenant la différentielle de cette série , et la 
substituant à la place de ds dans la formule précé- 
dente , il vient 



i/^^k.f 



* «•-» dx 



* i:^-» d» 



» as /»* «^""^ ds / 



+ etc. 



Je fais s = Ax' et dr =r hdaf\ les limites des in- 
tégrales relatives à cette nouvelle variable s^ se- 
ront xéro et l'unité; on aura , par exemple, 



v/T:r 



{/T=if' 



et si nous faisons , pour abréger , 

, x'^-^ds' f^ s ^-» ds * 

il en résultera 



B', etc.. 



«» \/zg == «AA'**-»/' + CBAffe -»/« + yœhy»/* + etc. 



n est important d'observer qu'aucune de ces inté- 
grales A', Wf C\ etc. , ne peut être nulle; car les 
valeurs des différentielles dont elles sont les sommes 
^09 13) ne cbangidnt pas de signe entre les limites 
des iptégrations : ces valeurs sont toutes positives, 
et par conséquent aussi celles des intégrales. 

laintenant , il est évident que la valeur de If ne 
peot être indépendante de h, a moins que tous les 
termes de la série précédente ne soient nuls, ex- 
cepté celui dans lequel Tesposant de h est zéro, ou 
({ui répond à un des exposans •, C, y, etc. , égal I 



à — . Supposons que ce terme soit le premier , ou 

» 1 

qu'on ait « = — . Pour que le second terme dispa- 

2 
raisse , il faudra que le produit CBB' soit nul ; ce 
qui exige que B soit zéro , puisque C et B' ne le sont 
pas. On verra de môme que les outres coeffi- 
ciens C, D, etc. , sont aussi égaux à zéro; de sorte 
que réqnation de la tautochrone se réduit à celle-ci: 



= A*»/« , ou ê* 



A* jr, 

15 
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qui oppaiiienl à une cyclolde , dont U base est bo- 
rUontale et dont le Kooimet eat au point B que le 
mobile atteint toujours dens le même tempe. 

En désignant par a le diamètre du cercle géné- 
rateur, on aura k* = 4a, et par conséquent 



k cause de • = ^-, on a d^ailleurs 

2 



A' 
on aura donc 



=/; 



dM^ 



1/ «' — «'• 



1» = 




2s 



comme dans le no 194. 

108. C'est encore la cyclolde que Ton trouve 
quand on cherche la brachyêtoehrone dans le Tide, 
c'est-à-dire, la courbe AltB (fig. 47) qu^un point 
matériel pesant doit suivre pour aller daus le temps 
le plus court, sans vitesse initiale , du point donné 
A au point B aussi donné. 

Pour déterminer cette courbe , soient x, y, »,\e$ 
trois coordonnées rectangulaires du point H où se 
trouve le mobile au bout du temps i; soit aussi « 
Tare AH qu'il a parcouru. En supposant que Taxe 
des # soit vertical et dirigé dans le sens de la pe- 
santeur, et désignant par m la valeur de g au point 

de 
A| la vitesse — , acquise en H, sera la vitesse due à 
di 

la hauteur s -« « ; en représentant la gravité par 

g, on aura donc 

de _._. 

di 
et en faisant, pour abréger, 



1/ 



du» dm* 
^d»» ^ dx* 



= « 



de sorte qu'on ait dg r= uds, il en résultera 

tmmam fUiS 

l/2sdt=: =. 

Donc, en appelant C la valeur de ir au point B , et 
t' le temps que le mobile emploiera à aller du point 
A an point B, nous aurons 

Ainsi, il s^agira de déterminer la courbe pour la- 
quelle cette intégrale est un «mMumi; mais, pour 
plus de généralité, je considérerai l'intégrale 



-/; 



luis, 



dans laquelle X est une fonction donnée de s; ce 
qui nous servira, par la suite , à résoudre un antre 

problème du même genre : dans celui dont il s'agit 

a 

maintenant, on prendra (s — a) * pour X. 

199. Désignons par t' une quantité constante et 
infiniment petite , et par ly ^i Iz deux fonctions 
arbitraires de s: ^ assujetties seulement à la condi- 
tion d'être nulles pour s = • et pour ^r = C , et de 
ne pas devenir infinies pour les valeurs intermé- 
diaires de s. Soient U' et «' ce que deviennent U 
et « lorsqu^on y met y -f> t ly et s -f* t^' à la place 
de y et m, de sorte qu'on ait 



-/: 



Xti'dr; 



intégrale qui répondra à une autre courbe AVB , 
passant , comme la courbe demandée AMB , par les 
points A et B, et s'écartant infiniment peu de celle- 
ci. Nous aurons aussi 



U' 



-=/: 



X («' ~ «) dr; 



et, d'après la propriété de la courbe ASB , il faudra 
que cette différence U' — U soit positive , quelles 
que soient les valeurs de l)y et Im, et quelque signe 
qu'on donne à t'. Or, en développant la différence 
«' — « suivant les puissances de i, et désignant pir 
ilu le premier terme de son développement, le pro- 

C 
mier terme de celui de U' — U seras P Xhids ; 

d*où Ton oonclut qu'on devra eToir 



r: 



Xtuds s= 0, 



(•) 



sans quoi la différence U' -— U changerait de signe 
en même temps que s*. 

Cette condition est commune au w J i e s B Uf i w ctiu 
«astmiim de U. Quand elle sera remplie, la diffé- 
rence U' — > U sera en général, infiniment petite du 
second ordre; elle aura le même signe que le coef- 
ficient de s* dans son développement i par consé- 
quent, il y aura «osmuimi ou ««etmiMi , selon que 
ce coefficient sera négatif ou positif. Hais , comme 
il est évident que le temps f n'est pas susceptible 
d'un masùmtm, ce coefficient sera certainement 
positif dans le problême de la IrackyÊioekrimÊ , et 
il suffira de satisfaire à la condition exprimée par 
Téquation (a). 

La quantité slv n'est antre chose que la éUBérétt 
tielle de w, prise par rapport à y et s , et dadè fa- 
quelle leurs accroissemens sont représentés par t^ 
et if M. En supprimant le facteur i, commun fcs^ 
et à SB valeur, on aura donc 

_ l dy^ dfy^ _L ^* ^ 



ds ds 



ds as 



DYNAHIQim, raSUiU PARUE. 



lU 



ea sorta que Téquatioo (•) doTieodn 



ds+f 

^ u ds dx *^ m, M dg 



d» 



ds=0. 



Hais en intégrant par partie , et obserTant que les 
quantités ty et It sont nulles, par hypothèse , aux 
deux limites jr = « et « = C, on a 



*^ m M ds ds / » — i_- 



l.^\ 



dx 
\dM 



iyds. 



•^ • u da d» ^ • — i%ds\ 



ce qui change Téquation précédente en celle-ci : 

\d%. 
d( 
dsJ 

dM " ' dat 






Or, ly et tM étant des fonctions arbitraires de s, 
cette intégrale ne peut être nolle , à moins que la 
quantité comprise sous le signe /"ne le soit elle- 
i; psr conséquent , on aura 



<4Ê) 



d» 



^y + 



\dM 

^u d» 



^(t1) 



^«=0. («) 



2O0. Si la courbe demandée AlB et la courbe 
quelconque AM'B doitent être tracées sur une sur- 
face donnée dont Téquation soit L = 0, il faudra 
que les Taleurs de y et js en fonction de s, quUls^a- 
gît de déterminer, et ces Taleurs augmentées de 
•ly et Um, satisfassent suecessÎTement à cette équa- 
tion j d^où Ton conclut 

dL dl 

— ly H ^s = 0; 

l'y d% 

an moyen de quoi Ton éliminera, de Téquation (é), 
Tune des deux quantités hf ti Im i Tautre s^en in 
en même temps , et Ton aura ' 



dl 
dM 



udx/ 



d9 



dl 
ly 



XdM 
u dx^ 






dM 



= 0. 



Cette dernière équation et L = seront , dans ce 
cas , les deux équations de la courbe demandée , 
et pourront servir, par exemple , à déterminer la 
coarbe de la plus vite descente sur une surface 
donnée. 



Si , au contraire, le mâisnwn de U doit avoir lieli 
entre toutes les courbes qui aboutissent aux points 
A et B , et ne sont assujetties à se trouver sur au* 
oune surface particulière, les quantités ly et te se- 
ront arbitraires et indépendantes entre elles. Il fau- 
dra donc que leurs coefficiens soient séparément 
nuls dans Téquation (&), qui se décomposera ainsi 
en deux autres , satoir : 



x«i»- 






= 0, 






dx 



= 0s 



o^est ce eas que neos nous boraerens à eouidérer. 
In intégrant et désignant par a et a* les deux 
constantes arbitraires , nous aurons 



u dx 
et, par conséquent , 



X dx 

da 






w 



dM 



a o — = 0. 



dx 



dx 



Int^rant de nouveau, et désignant par> une troi- 
sième constante arbitraire, il vient 

nfy — as = > ; 

ce qui montre que la courbe demandée sera plane 
Ot comprise dans un plan perpendiculaire k celui 
des y et s. Pour simplifier, je prends le plan de 
cette courbe pour celui des Jr et y ; ou aura alors 






dx* 

m 
m 

et Ton aura seulement & considérer la première 
équation (o), qui deviendra 



Xdfy = a [/dx* + dy* ; 

d*on Ton déduit 

adx 



dj,= 



kOCTT 



w 



a* 



U ne restera doue plus qu*à intégrer cette formule, 
ce qui dé|>endra de la forme de la fonction X, et en- 
suite à déterminer a et la nouvelle constante arbi- 
traire , introduite par cette intégration , d*après la 
condition que la courbe demandée passe par les 
deux points donnés A et B. 

201. Avant d*aller plus loin, soit o une constante 
quelconque , et supposons qu*on mette X 4* ^ la 
place de X dans les formules précédentes. L^inté- 
grale U deviendra 



•^ « dx* •^ • dx* 
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et la valeur de y, qui la rend un mmimmm^ sera don- 
née par Inéquation 



. adm 

' "' 1/ (X 4. c)« - o. ■ 



w 



Or, cette somme dMntégrales que U représente étant 
un mmimumf en considérant toutes les courbes quf 
aboutissent aux points A et B, il est érident que la 
première intégrale 

sera un fliûittiivfn, en considérant feulement, parmi 
toutes ces courbes', celles qui répondent à une même 
▼alcur de la seconde intégrale. 

Cette remorque fort simple permet d^étendre im- 
médiatement aux problèmes de fnajrMuim oudemt- 
tdmum relatif, les pointions des problèmes de «laj:»- 
mum ou de mûiinitMii absolu ; nous en verrons une 
application par la suite. 

Comme ici la seconde intégrale contenue dans U 
est la longueur de la courbe cherchée , il s* ensuit 
que Téquation («] servira à déterminer, entre toutes 
les courbes d'égale longueur, ou ùopé/imêfrês , celle 
qui répond au rnsfiûniim ou au vuunmum de la pre- 



mière intégrale. En appelant i la longueur donnée 
et commune à toutes les courbes , on aura 

• dx* 

condition & laquelle on satisfera au moyen de la 

constante indéterminée Cj qu^on a introduite dans 

la formule (a). 

202. Appliquons actuellement la formule (d) i la 

courbe de la plus vite descente. 

A cause de 

1 
X = 



on aunralors 



(« - .) <tr 



». 



|/fl (s — •) — (* — *;« 



en mettant ^ à la place de a.Or, cette équation 

i/o 
différentielle est celle d^une cyclolde (n» 72) dont 
la base est horizontale et passe par le point de dépurt 
A du mobile, et dont le cercle générateur a a pour 
diamètre; ce qu^il s^agissait de trouver. 
En intégrant , on a 



y — rf = — a. aro { cos = 
2 ^^ 



a -^ 2x + 2« 



) -V/a(s-.) -(*-.).; 



V étant la constante arbitraire qui représente la va- I par C celle qui répond à « = C, on aura 
leur de y correspondante k» = a. Si Ion désigne | 



C — •' = — a aro (cos = 
2 ^ 



a ^2C + 2« 



) - |/a (C - •) ^ (C - 



')* 



Les 66ordonnées m et «', C et C, des points A et B ) 
sont données ; cette dernière équation déterminera 
la constante a ;et la valeur précédente de y ne ren- 
fermera plus rien dMnconnu. 
Au moyen de la valeur de dy, on a 



1/ ^« 
= K 1 + - = 

dx* 



on aura donc {a9 196) 



\/l,dx 



i/o {s — *) — (s — •)» 



et , par conséquent , 



— |/ — .arc (cof = 
8, ^ 



a ~ se + 2« 



) 



emi 



pour le temps le plus court que le mobile puisse 
iployer à passer du point A au point B. 

Si ces deux points sont situés dans une même 
verticale , on aura C = «'; condition à laquelle 00 
satisfera en prenant a = oo ; car on a 



arc 



{ cos ^ 



o ~ 2C + 2« 



A / . 2 l/fl . C — •) — ( C — *)« A 
I =3 arc ( sin = — ^ i i i— ) ; 



et , dans le cas de a := oo , cet arc peut âtre rem- 
placé par son sinus , ce qui réduit à séro la valeur 
précédente de C — m!. En même temps la valeur de 



y se réduit à •'; en sorte que le mobile ne s^écartera 
pas de la direction verticale. La valeur de<' devien- 
dra aussi 



If = 



\y^ gp^fl (C ^ ^) - (C - ,). | /a çc - •) 



^9 



9 



DTilAJUQUE, PREIIÈRE PARTIE. 



117 



ce qui est effectÎTement le temps qaUl doit em- 
ployer à poreoarîr U hauteur C — «, du point A an- 
dessus du point B. 

La détermination de la ligne de la plus vite des- 
cente étant uu problème de pure curiosité , je me 
suis borné à en considérer le cas le plus simple, ce- 
lui où le mouTcment a lieu dans le vide , et où les 
points extrêmes sont donnés. Si ces points A et B 
ne sont pas 6xe8 et donnés, mois qn*ils soient seu- 
lement assujettis à se trouver sur des conrbes don- 
nées DAEet FBG, on sur des surfaces oussi données, 
la brachystocbrone , dans le vide , sera encore une 
cycloide , et , diaprés les règles du calcul des varia- 
tions, on pourra déterminer, dans tous les cas , les 
coordonnées de ces deux points. Dans un milieu ré- 
sistant, cette ligne sera une autre courbe, dont on 
obtient , par les règles de ce calcul, Téquation dif- 
férentielle, dépendante de la loi de la résistance par 
rapport k U vitesse du mobile. Pour tout ce qui 
concerne le calcul des voriations , je renverrai au 
■émoiresur ce sujet, que j^ai inséré dans le XU^ 
volume de TAcadémie des sciences. 

} nL Mouvement sur wu surface donnée . 

203. Pour donner un exemple du mouvement 
d^an point matériel sur une surface donnée, je re- 
prends le pendule simple du n^ 170 ; mais je sup- 
pose qu'après Tavoir écarté de la verticale CB 
(fig. 46), et ravoir transporté en GA, on lui imprime 
uoe vitesse qui ne soit pas dirigée dans le plan ver- 
tical ACB. Le pendule sortira alors de ce plan , et 
le point matériel qui le termine se mouvra sur la 
surface d'une sphère décrite du point G comme cen- 
tre, avec un rayon égal à la longueur a de ce pen- 
dule. La percussion qui sera exercée sur ce mobile, 
k Torigine du mouvement, se décomposera en deux 
forces, l'une dirigée suivant AG ou suivant son pro- 
longement , qui sera détruite par la résistance du 
point fixe G, l'autre perpendiculaire k AG, qui pro- 
duira la vitesse initiale du pendule , que je repré- 
senterai par k. Je supposerai que le mouvement a 
lien dans le vide ; en sorte que la gravité soit la 
seule force accélérotrice donnée qui agisse sur le 
mobile 

Cela posé, au bout du temps t, soit CM la posi- 
tion du pendule ; et désignons par Xj y, m, les coor- 
données rectangulaires du point H. Soient aussi m 
la masse du mobile, etinN ta tension inconnue du 
fil ex, dirigée suivant son prolongement. En pre- 
nant le point G pour l'origine des coordonnées x^ 
y, ^, les composantes de la force accélératrice If 
suîTant leurs prolongeroens seront 

s 9 M 

— N, — N, —If. 
a a a 

Or, si l'on applique au mobile une force égale et 
contraire à If , on pourra ensuite lo considérer 
comme entièrement libre , et faire abstraction du 



fil CM ; donc en supposant l'axe des s positives , 
vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur, les 
trois équations du mouvement seront 

d* s X 

- + -N = 0, 

di* a 

* y y V 

- +-N=::0, ^ (l) 

dt* a 

d^ » M 

- +-N-y = o, 

di» a 

qui s'accordent avec les équations (3) du n9 151. 
On les réduira à deux por l'éliminution de l'incon- 
nue N; et en y joignant l'équation de In sphère, sa- 
voir, ' 

** + y* + «• = a* f 

on anra les trois équations qui devront servir à dé- 
terminer X, y. M, en fonctions de <. 

204. J'ajoute les équations (l), après les avoir 
multipliées par x, y, s; il vient 

rd* « -|- ytf» y + ^^* * 



dt* 



+ Ifa — jfs =1 0. 



En différentiant l'équation de la sphère , une pre- 
mière fois , on a 

sdx + ydy + ëdM = 0, (2) 

et , une seconde fois , 

sd* X + yd» y +Md* s = — ds» — dy* — dM» . 

Si donc on représente par v la vitesse du mobile au 
bout du temps i, de sorte qu'on ait 

dxt + dy* + d%* 



dt* 



= V 



il en résultera 



V g» 

o a 

et, en effet , la tension mN doit être la somme de U 

me» «y* 

force centrifuge et de la composante — — 

a a 

du poids dn mobile suivant le prolongement du 
rayon CM. 

J'ajoute aussi les équations (1), après les avoir 
multipliées par dx , dy, d»; l'inconnue If disparaît 
en vertu de l'équation (2), et l'on a 

dxd* X + dyd* y + d%d* s 

En intégrant et désignant par h la constante arbi- 
traire , on aura donc 

dx* -J- dy* -|- d%^ 



dt* 



= 29M + 6. (3) 



I La valeur initiale du premier membre est k* ; par 
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conséquent, si Ton désigne par ^^ celle de «,on 
aura 

et , à un instant quelconque, 

V = *• + 2^ (s - y); 

ce que nous savions déjà. 

En6n, je multiplie la seconde équstion (1) par s, 
et j^en retranche la première, multipliée par y; ce 
qui donne 

d* y d* s 

X y — = 0; 

dp dt* 

donc, en intégrant et désignant par e la constante 
arbitraire, nous aurons 

sdjf -* yds = odi. (4) 

De cette manière , la solution du problème ne 
dépend plus que des trois équations différentiel- 
les (2), (3),^4), qui sont du premier ordre, et dont 
la première a déjà pour intégrale Téquation de la 
sphère. On pept séparer les -variables, et réduire la 
question aux quadratures par le calcul suivant. 

206. L'équation (2] donne 

xdx -f- y^y = — '<^' j 

en élevant au carré ses deux membres et ceux de 
Péquation (4), et ajoutant ensuite les équations ré- 
sultantes, il vient 

(s* -f. y* ) {ds* + dy* )s=: M* di* + e» dP . 

Je mets a* — jk« au lieu de «* 4* V* > ^^j'^^^" 
mine d»» 4* 4* ^^ moyen de Téquation (3}; il en 
résulte 

(ut — ,.) [(2y»+6)itt» — <i*« ]r= «rfa» +e*df ; 
d'où Ton tire 



di z= 



adM 



j/ (a» — j« ) (2ys + J) — ©»* 



(6) 



Désignons par r le rayon vecteur de la projec- 
tion du mobile sur le plan horiiontal des s et y, et 
par 4 l'angle que fait ce rayon avec Taxe des s; nous 
aurons 

s=:rcos4, y = rsin4, *i^ — yd# = r« «^ 5 

à cause de r* = a* — »* , Péquation (4) deviendra 

[a* — s» ) rf4 = ^^* 5 

et en y mettant pour di sa valeur précédente, on 
en déduira 

cads (fi) 

Les intégrales de ces expressions de dt et d-^ fe- 
ront connaître les expressions de t et 4 en fonctions 
de a/ elles se réduiront toujours aux fonctions el- 
liptiques, et ne pourront s'obtenir sous forme finie 
que quand la quantité du troisième degré par rap- 



port à M, renfermée sous le radical, aura on facteur 
double. La Talenr de 4 et Téquatios de la aphère 
détermineront la trajectoire du mobile ; la valeur 
de i en fonction de m, ou de a en fonction de t, 
fera ensuite connaître la position da mobile, à 
chaque instant sur cette courbe. 

La constante b est oonnue d'après les Talenra 
données àe k ei y. On déterminera les oonstantee 
arbitraires qui seront introduites par les intégra- 
tions de il et c^, d'après les conditions « = et 
4 = 0, quand s = y, dont la seconde suppose 
qu'on place l'axe des s dans le plan vertical ACB, 
d'où part le pendule. Il ne restera donc que la 
constante à déterminer. Or, la TÎtesse v dn mo- 
bile étant perpendiculaire au rayon Gl de la sphère 
sur laquelle il se meut, si on la décompose en 
deux , l'une perpendiculaire au plan vertical HCB , 
et l'autre comprise dans ce plan , la première com- 
posante sera la Titesse de la projection horisontale 
du mobile , perpendiculaire à son rayon vecteur r; 
en la désignant par u, on aura donc (n» 156) 

Il = r — , 
di 

ou bien , en vertu de l'équation (4), 

e o 



j/ia» — M* 



donc, si Ton appelle • l'angle que la vitesse ini- 
tiale h fait avec la perpendiculaire au plan ACB, de 
sorte qu'on ait ti = A ces i à Torigine du mouve- 
ment , il en résultera 



= ik l^a* — y* cos i. 

Lorsque la vitesse h sera nulle , on aura c = 0, 
5 = 1— 2gy^ et , par conséquente^ 

ads 



di =: 



^^l/(a» — *•)(» — >)' 



ce qui coïncide avec la valeur de di du n» 186, en 
observant que o — s et o — y sont ce qu'on a ap- 
pelé as et aC dans cette valeur. 

206. Considérons spécialement le cas où le pen- 
dule a été très peu écarté de la Tcrticale CB, et a 
reçu une très petite vitesse initiale. Supposons 
cette vitesse horizonUle, et , par conséquent , per- 
pendiculaire au plan ACB, de sorte qu'on oit 1 = 0. 
Désignons par C une fraction très petite, et fai- 
sons 

Soient aussi • et • les angles ACB et HCB; en né- 
gligeant leurs quatrièmes puissances , ou aura 



y z=z a î. a*» , s = o — 1 a*' t 

6 = — 2ya -)- 9a (o« + €" ), 0» = yo« •» C« j 
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el lf« formulei (6) et (d) deviendront 



=-i/i 



m 



rf+ = - 



g [/ (.. — e« ) (e« — c« j' 

«Cdl 



W 



• (/(•« — •• ) (6« — C« ) 



L^engle 4 fera conoBitre la position du plan Ter- 
tical HCB, dans lequel le peudule se trouve à 
chaque instant; il pourra croître indéfiniment. 
L'angle t déterminera , aussi à chaque instant, la 
position du pendule dans ce plan variable ; on le 
regardera comme une quantité positive , et les po- 
sitions do pendule, également éloignées des denx 
c^tés de la verticale Ql, répondront & un même an^ 

gle • et à des valeurs de 4 <iui différeront entre 

elles de iSo». 

de 

Diaprés la valeur de — , tirée de la première 

di 
équation (a), on voit que Tangle t sera toujours 
compris entre • et C. Si Ton a C = a, on aura con- 
stamment = a; en divisant les équations (a) Tune 
psr Tautre, on a , dans tous les cas , 



-^ = 1/^^*^ 



w 



dans le ras de ft =: « = C, on aura donc 



= 'l/I; 



par conséquent , le pendule décrira alors uniformé- 
ment an cône droit à base circnlaire, et le temps 



d'une révolntion entière sera 2ir 



l^Ac- 



est-à- 



dire, le même que celui d^nne double oscillation 
dans le plan vertical AGB. Ainsi , deux pendules de 
même longueur a, qui partiraient ensemble de la 
même droite CA, Tun sans vitesse initiale et l'autre 



avec une vitesse perpendicailatre au plan ACS et 

égale k m l/^^ga, reviendraient ensemble à cette 
droite CA. 
207. On peut écrire la valeur disons la forme : 



*=-4/I 



Ida 



g J/J,._C»)«— (26»— •«—€■)»' 
Je fais , pour simplifier, 



le radical devient ± ( «t — {• ) j/l — jr» j et il 
en résulte 



2 a 



dx 



g l/l — «> 

A cause de ft = « et * = 1, quand tc= 0, on tire 
delà 



a , 

et , réciproquement , 



arc (cos = x)^ 




s = cos 21 



On aura donc , à un instant quelconque , 



/ 



1 1 tX 9 
ftt = ^». +Ci )+ — (•* — C>) cos 2* K — i 

2 2 o 

ce qui montre que le pendule fera dans le plan va- 
riable HCB, des oscillations isochrones dont les ex- 
trémités répondront & • =: « et 4 =s C, et dont la 

1 I XT" 

durée sera — v f/^ — , ou moitié d'une oscilla- 

8 3 

tion dans le plan fixe ACB. 

Je substitue cette valeur de •> dans l'équation 
(5]i en observant que 



cos 



2t \/ — = cos* i \/^ — — fin» i V — » 



il en résulte 



-+ = l/i 



Mi 



•• cos» i\/^ h C» sîn« I \/ — 



et , à cause de 4 = qnand I =s= 0, on en ooaclut 



tang 4 = ^ ^ng 



Cela étant, le mouvement du plan HCB ne sera 
pins uniforme comme dans le cas de « = Cj mais 



a a 

on voit que ce plan effectuera suceessivement le# 
quatre quarts de sa révolution entière, dans des 



-i.i/-, 



temps éganx entre enx et an temps 

pendant lequel le pendule fait vne oscillation dans 
ce plan variable. 
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On tire de cette dernière équation 



oos> 4= 




•« ces» *j/ 1- C« sin». l|/^ — 



C 8in« i \/ — 



sin* 4 = 



•» C08> \/ — + C» >io« #J/^ £- 



on a aussi 



*• = (a« — *» ) ces» 4 ^= A' •* cos* 4» 
y* = (a« — s* ] sin» 4 = A' •* «io* 4 » 



diaprés la valeur approchée de «; donc, à oanse de 
0* = A> co8> t y^ — + C« sin* t \/^ — , 



a 



nous aurons 

gt% z=z a» «« cos* 4t y = o* C* sin* 4 v 
et, par conséquent 



- + - = 



«'» 



ce qui fait voir que la trajectoire de la projection 
du mobile sur le plan horixootal passant par le 
point C, est une ellipse qui a son centre en co 
point , et Tnn de ses axes dans le plan AGB, d'où 
part le pendule avec une vitesse perpendiculaire à 
ce plan. 



CHAPITRE VI. 



EXEMPLES DC MOUVEMENT D UN MOBILE ENTIEREMENT LIBRE. 



$ 1er. Mouvement des projectiles. 

a08. Dans ce paragraphe , nous nous occuperons 
particulièrement des projeciiies de rartillerie , qui 
sont lancés avec die grandes vitesses^ et soumis à 
la pesanteur et à la résistance de Tair. 

Faisons d^abord abstraction de cette résistance , 
et considérons un point matériel pesant qui part du 
point (fig. 48), avec une vitesse a dirigée suivant 
la droite OA. Il est évident que le mobile ne sortira 
pas du plan vertical passant par celte droite. Soit 
OMD sa trajectoire duns ce plan , laquelle sera tan- 
gente à OA. Dans ce même plan , menons deux axes 
Ox et Oy, le plumier horisontal , et le second ver- 
tical et dirigé en sens contraire de la pesanteur. 
Prenons ces axes pour ceux des coordonnées ; au 
bout du temps quelconque t, soit H la position du 
mobile , x son abscisse OP, et y son ordonnée PM. 
Désignons par g ta gravité. Enfin , oppelons » Tan- 
gle aigu kOs que fait la vitesse initiale a avec 
Taxe Os , de sorte que ses composantes soient 
a cos « suivant cet axe, et a sin • suivant Taxe Oy: 



Tangle » serait négatif, si la droite OA était située 
au-dessous de Os, 

D'après ce qu'on a vu dans le n° 148, les mouve- 
mens des projections du mobile sur les deux axes 
Oit et Oy seront indépendans l'un de l'autre \ le 
mouvement de sa projection horiiontale sera donc 
uniforme et dû à la vitesse a cos «, et ctlui de sa 
projection verticale sera dû à la vitesse initiale 
a sin • et à la force constante g agissant en sens 
contraire de cette vitesse; par conséquent , on aura 

1 

s =1 i a cos », y = t a sin « yf> ; 

2 

et si l'on élimine t, et qu'on suppose la vitesse a 

due à une hauteur h, de sorte qu^on ait a = y2gh, 
il en résultera 



y = X tang a, •— 



X* 



4h cos* « , 



pour l'équation de la trajectoire. 
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Cette courbe est donc une parabole qui o son 

grand axe vertical; son sommet, déterminé par 

<iy 
1 éqoation — = 0, répond à 
dx 

M =si 2h cos « sia «, y =r A sin* a ; 

et elle rencontre Taxe Os en un second point B, tel 
qu*en appelant b la distance OB, on a 

b = 4h sin A cos « = 2A sin 2«. 

Celte distance b est ce qu^on appelle Vampiùudê du 
j«<. Bans le vide, son masimum répond, comme 
on Toit, à « = 45", et il est égal à 2h, c'est-à-dire 
double de la hauteur due à In vitesse initiale. 

£a appelant v la vitesse du mobile au bout du 
temps t, et substituant les différentielles des va- 
leurs précédentes de « et y dans Téquation 



•• = 



dx* + 4y« 



il en résulte 

«> == a* — 2agi siu • ^ g* i* , 

le temps que le mobile emploie à arriver au point B 
en décrivant la courbe OOB , est le mémo que s'il 
décrivait la droite ÛB avec la vitesse a cos «j il est 
dooG 

b 4h sin «. 



i = 



a cos «A 



a> 



y = C tang A — 



C> 



4h cos> 



pour déterminer ». En faisant 



tang « = s , cos* a = 



I 



1 + S> 



cette équation devient 

4*y + C» — 4fcCj + C> s> = ; 

d*oû Ton tire 

2h 1 

s r= — ± — » |/ 4A> — 4ky — C» . 



et i cause de A = —, il en résulte t^f = 2a sin «; 

ce qiii donne v* = a>. La vitesse en ce poiut B est 
dooc la même qu'au point 0; elle est dirigée sui- 
vant la tangente BE, et Tangle de chute £Bx est 
aussi le même que Tangle de projection AÛs. 

Si le mobile, au lieu d'être un point matériel, 
est un corps solide, de forme et de dimensions 
quelconques , on verra par la suite que ces équa- 
tions du mouvement parabolique devront être rap- 
portées à sou centre de gravité. 

209. La vitesse a étant donnée, si l'on demande 
qoel doit être l'angle a pour que le mobile atteigne 
on point déterminé, dont les coordonnées seront 
s = C et y = ^, on mettra ces valeurs dans l'équa- 
tion de la trajectoire , et l'on aura 



Cette double valeur de js ou de tang « nous mon- 
tre qu'on peut atteindre un but donné , en tirant 
sous deux directions différentes , tant que 4A* sur- 
passe 4A^ -^ C» ; que ces deux directions se rédui- 
sent à une seule , lorsque ce^ deux quantités sont 
égales; et qu'on ne peut atteindre le but, sous 
aucune direction , quand 4/t* est moindre que 
4A> -I- C«. 

Ainsi , en traçant dans le plan vertical qui passe 
par la direction initiale du mobile, la parabole dont 
réquation est 

4ky -I- C« = 4A» , 

cette courbe divisera le plan en deux parties , telles 
que tous les points de la partie extérieure seront 
garantis de toute atteinte , que ceux de la partie 
intérieure pourront être atteints de deux manières 
différentes, et ceux de la ligne de séparation, d'une 
manière seulement. 

210. La théorie du mouvement des projectiles 
serait donc très simple , si Ton pouvait négliger la 
résistance que Tuir oppose à leur mouvemeut ; 
mais dans le cas des grandes vitesses dont nou& 
nous occupons spécialement , cette force est beat? 
coup trop considérable pour qu'on en puisse faire 
abstraction : elle change entièrement lu forme de 
la trajttctoirc et les lois du mouvement sur cette 
courbe, ainsi qu'on va le voir. 

Quelles que soient la forme et les dimensions du 
projectile, on fera voir, dans un autre chapitre, 
que son centre de gravité aura le même mouve» 
nient qu'un point matériel pesant, dont la masse 
serait celle du mobile , qui aurait une vitesse ini- 
tiale donnée en grandeur et en directiou , et au- 
quel on appliquerait en outre , parallèlement à 
elles-mêmes , les forces provenant de la résistance 
et du frottement de Pair , qui s'exercent à la sur- 
face de ce corps solide. On verra aussi que la force 
motrice qui résultera de ces résistances transpor- 
tées au centre de gravité , pourra quelquefois faire 
sortir ce point du plan vertical mené par la direc- 
tion de la vitesse initiale ; mais ici nous suppose- 
rons que ce cas n'ait pas lieu, et que lu force mo • 
trice dont il s'agit soit constamment tangente à la 
trajectoire du centre de gravité. 

Cela posé , pour former les équations de son 
mouvement , conservons toutes les ootations pré- 
cédentes I et supposons qu'elles se rapportent 
maintenant à la figure 49, où la trajectoire OHD 
n'est plus une parabole. Soit, eu outre, «l'arc OU 
décrit par le mobile au bout du temps t, et R la 
force motrice provenant de la résistance de l'air , 
qui sera dirigée suivant la partie UT de la tan- 
gente en M. L^ cosinus des angles que fera cette 
droite HT avec des axes menés par le point U sui- 
vant les directions des x et des y positives , seront 

ds dy 

-*- "^ et -*• ^- ; en appelant m la masse du proiec^ 
di ds 

ÏG 






122 



TRAITfi DE HÊCAIflQUE. 



tile et g U gra?ité, nous aurons donc 
d* 9 fi dg d* y 



R dy 



df m de dt* m de 

pour les équations du mouvement de son centre 
de gravité. 

Je prendrai pour ce projectile une sphère homo- 
gène ou composée de couches concentriques dont 
chacune sera homogène \ en appelant D sa densité 
moyenne et r son rayon , on aura alors 



•I c= 



4irl)f» 
3 



Je supposerai aussi, conformément aux hypothè- 
ses généralement admises , la force R proportion- 
nelle au carré de la vitesse du centre de gravité, 
à la surface du projectile , et à la densité de Tair \ 
il en résultera 

R ffip ds^ 

m Dr (i<« 

f étant cette densité , et « un facteur numérique 
qui devra être déterminé par Texpérience. Cette 
^pression satisfait à la condition de Thomogénéité 

R da^ 

des quantités ; car «— et le rapport de — à r sont 

m di* 

deux quantités de la même nature que la gravité 

f 
^ , et les facteurs m et — sont des nombres ahs- 

D 
traita. Pour plus de commodité, je ferai 

— =: c, 
Dr 

1 

de sorte que — soit une ligne dont la longueur 



sera donnée , et qne je regarderai comme con- 
stante , en faisant abstraction du changement de 
densité de la masse d*air que traverse le projec- 
tile. 

R da* 

211. En mettant k la place de —, sa valeur e — , 

m dt» 

les deux équations du mouvement deviennent 



d^ 9 ds dx 

— + = 0, 

dt* di dt 

d* y dâ dy 

— + «-' — + ^=0. 
df dt dt 



(l) 



LHntégrale de la première est 

— = a cos « y 
•A 

ds 
en observant qu'on a — =: a cos « , au point où 

dt 

# = 0, et désignant par a la base des logarithmes 
népériens. La forme de la seconde ne différant de 
celle de la première que par son dernier terme , je 
fais, pour Tintégrer, 

dy ds 

dt dt 

p étant une ponvelle inconnue. En substituant 

cette valeur de — dans la seconde équation (1), et 
di 

ayant égard à la première, il vient 

ds dp 



di dt 



ds 



Je divise cette voleur par le carré de <— ou dt sa 

dt 
▼aleur précédente ^ il en résulte 



dp ds 

.V * «MB 

di * dt 



a* cos* A 



«•«•. 



En considérant y et p comme des fonctions de a , 
on aura 

dy ds dy dp ds dp 

dt dt ds^ dt* di ds 

si donc on fait toujours a* = llgh , l'équatioo pré- 
cédente deviendra 



ds 



2hcoB* 



§Uê- 



W 



et ce sera Téquation différentielle de la trajectoire. 
On a identiquement 



y^ l + pt ds :=idÊ; 

en multipliant membre à membre cet deux der- 
nières équations, on aura donc 



y 1 +p'dp = ^- 



d» 



«•«•: 



2h cot> « 

d'où il suit , en intégrant et désignant par y I* 
constante arbitraire. 



p l/l+p* +-Jog (p + l/i+p» ) = > — 



2ch cos> < 
Pour déterminer y , on fera , à la fois , « = et p r= tang «j ce qui donne 

1 



^SM< 



(3) 



> = 



Zoh cos* a 



+ Ung M J/ 14. laujji • + log (Ui^ . + j/i + tang* •) 7 
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lU 



mais, pour abréger, je conserterai ykln. place de 
cette Taleiir. 

Diaprés les équations précédentes, on a 



eds = 



d#:= — tAoos* u9 — *"dpf dy^spdx^ gd$t =3 — dsâp \ 

en éliminant Pexponentielle au moyen de Téquii- 
tion (3\ nous aurons donc 

dp 



cdy 
y cgdi 



p y^+F + î«i? (p + i/^+Pi) - y, 
p* 

=* . 



W 



formules qui ne sont point intégrabtes sous forme 
finie : dans In dernière , on regardera le radical 
comme une qnantité positive , parce que Tungle 
dontp est la tangente diminue quand le temps 
BOgmenle. 

212. Si Ton appelle « cet angle, c*est-h*dire, Tin- 
cUnaison MT:r de la tangente à la trajectoire , sur 
Taie horisontal 0:r, on aura 

dtÊ 
p =. tang « , dp =z — — . 

'^ COS" « 

les valeurs de x, y, t, déduites des équations (4) » 
seront de la formeyh<2«; Tintégrale étant prise de 
maaiére qu^^elie s^évanouisse au point où Ton 
a • =^ «, et ft désignant une fonction donnée de «. 
On calcnlera ces trois valeurs, pour chaque point M, 
par la méthode des quadratures (n» 16). De cette 
manière , on pourra construire la trajectoire par 
points, et Ton connaîtra le temps ^que le mobile 
emploiera k décrire chaque arc OM, dont la lon- 
gueur # sera donnée par Téquation (3). Quant à la 
vitesse du mobile au point M, on aura 

dx* di» 

di* dp» 

et , par conséquent , 

En étendant ces intégrales jusqu'à « z=: 0, on 
déterminera Tabscisse et Tordonnée du point C, le 
plus élevé de la trajectoire. Si Ton donne ensuite 
à « des valeurs négatives , on déterminera les 
points de la branche descendante CED de la tra- 
jectoire. Quand on sera parvenu à une valeur m! 

de », pour laquelle Tordonnée y de la trajectoire 
sera nulle , la valeur correspondante de 1* eipri- 
mera Tamplitude du jet OB, qui ne sera plus double 
de l'abscisse du point C, comme dans le cas du 
vide , et dont le masimum, par rapport à «, répon^ 
dra à un angle moindre que 46» et dépendant de la 
grandeur de la vitesse initiale. L'angle •' ou EBx et 
la vitesse au point B différeront aussi de a et a. 

Ainsi , toutes les circonstances du mouvement 
seront connues , et la solution du problème est 



£9*= 



complète, sauf la longueur des calculs numériques 
qu'il faudra exécuter dans chaque cas , lorsque les 
valeurs des trois constantes h, «, e, contenues dans 
les formules précédentes, seront données. 

213. Le mouvement du projectile sur la branche 
descendante de la trajectoire , approche de plus en 
plus d'être vertical et uniforme. 

En effet, soient ^1 ^ yi ^ /i ^ les valeurs de *, y, 
t^ qui répondent au sommet C; transportons Tort- 
gine des coordonnées en ce point , et faisons 

*=*« +»', y = y» — y*, <=<i +«'; 

en sorte que s' et y' soient Pabscisse et Fordonnée 
du point quelconque M' (fig. 60) de la branche des- 
cendante , rapportées à Taxe horisonlal Cs' et k 
Taxe Cy' qui est dirigé dans le sens de la pesanteur, 
et que i représente le temps employé à parcourir 
Tare CW, Soit aussi p' la tangente de Tangle M'Vx' 
que fait la tangente à la courbe eu M' avec Taxe 
Cs'. Nous aurons 

p» = J = ^ ^ . 

dx' 

et à cause de 

log o/i +p'« - p* ) = - log (p' + j/ilyo, 

la première équation (4) deviendra 

rfp- 

adx' =: — , 
P* 

en faisant , pour abréger g 

> +1^ 1^1+7^+ log (p- + 1/T+7. ) = P'. 

L'angle aigu M'TV pouvant approcher continuelle- 
ment d'un angle droit, la variable p' croîtra indé- 
finiment; mais il n'en sera pas de même à l'égard 
de s'. Pour de très grandes valeurs dep'^ on pourra 

mettre p' à la place de [/^l -f- p'« j et en négli- 
geant y '\'^o%2 par rapport àp'* , on aura 

1 

P' = p'. + — log p». , 

a 

ou simplement P' =rp'i , en obsertant que le lo- 
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garithme d^ine quantité très gronde />'> , et, à plus 
forte raison , 1/2 Iogp'«, rst très petit relativement 
à cette quantité : on Rurn donc , pour ces va- 
leurs de p', 

en intégrant et désignant par C une quantité con- 
stante , et il en résultera 

1 
«' = C ; 

cp' 

ce qui montre que les valeurs de x' ne eroStront 
pas indéfiniment avec celles de fi'. Cela étant , soit 



Observons , de plos , que pour les très grandes 
valeurs de p', les deux dernières équations (4) se 
réduiront à 



d^où il résultera 



'ï^l/l; 



1 /*- *'. 



q sera une ligne de grandeur finie . qu^on pourra 
calculer par la méthode des quadratures ; et si Ton 
prend sur Cx' une partie C\ égale ti cette ligne , la 
Terticale AB menée par ce point sera une asymptote 
de la partie CD de la trajectoire; en sorte que le 
mouvement du projectile sur cette branche des- 
cendante , approchera indéfiniment de In direction 
verticale. 



dt' 

par conséquent , le mouvement final et vertical dn 
projectile srra uniforme; ce qu'il s'agissait de dé- 
montrer. La vitesse de ce mouvement sera celle 
qu^un corps pesant acquiert en tombant dans le 

1 
vide, d'une hauteur égale à — ; et c'est aussi ce 

2c 
que Ton conclut de la formule (5), en mettant 
— p' au lieu Avp, et considérant ensuite p' comme 
une très grande quantité. 

En faisant, dans la première équation (4), 



1 et, 



p = tang é», dp = — , 

COS* «f 

pour abréger , 



[y -^ tang m \/ i + tang» « — log (tang m + \/ i + tang» •) ] cos »• = — , 



on en déduira 



c •/ o 



Cidm^ 



pour Tabscisse du point C. Si donc on prend sur 
OG (tig. 49), un point F, tel que Ton oit 

OF = J7i + 9, 

la verticale FG, menée par ce point F, sera l'asymp- 
tote de la branche descendante de la trajectoire. 

214. Soit ON le prolongement de l.i trajec- 
toire OCD; le point de départ du mobile étant 0, le 



mouvement n^aura pas lien sur cette partie de la 
courbe; mais on peut, néanmoins, désirer d'en 
connaître la forme. Or, on la construit par points, 
au moyen des deux premières formub s (4), en y 
donnant h p des valeurs positives ei plus grandes 
qnc tang a; et il est aisé de s'assurer qu'elle a aussi 
une asymptote, mais qui n'est pas verticale, comme 
celle de la branche descendante. 

Pour crhi , j'observe que , d'après la valeur de y 
du no 21 1 , il y a toujours un ongle C aigu , et > «, 
qui est tel quep = tang C rend nul le dénomina- 
teur commun do ces deux formules, c'est-à-dire, 
un angle C qui satisfait à l'équation 



y — Ung t \/ \ + tang» C — log (tang C + |/l + tang» C) = 0. (6) 



Cela étant , on voit par la yaleur de dp, tirée de 
l'une ou l'autre des deux premières équations (4) ^ 
que l'abscisse x et l'ordonnée y croissant indéfini- 
ment, obstraction faite du signe , dans cette partie 
ON de la courbe, la quantité p cesse de croître, 
lorsqu'elle diffère infiniment peu de tang C; en 
sorte que p ne peut japiais dépasser ni même at- 
teindre rigoureusement cette valeur p = tang C; 
ce qu^ signifie que la branche de courbe ON a une 
asymptote qui coupe le prolongement de l'axe Ox 
sous l'angle C. On déterminera sa distance ou point 
de la manière suivante. 

Je mène par le point un axe qui fasse , avec le 
prolongement de Ot^ nn angle égal au complément 



de C, et qui soit par conséquent , perpendiculaire 
à Tasymptote de ON. J'appelle w l'abscisse d'un 
point quelconque de la cotirbe, comptée sur cet 
axe à partir du point 0; les coordonnées de ce 
point , par rapport aux oses 0* et Oy, étant tou- 
jours ac et y, on aura 



= y cos 



C — 



X sin 



En difTérentiont et mettant pour dx et dy leurs va- 
leurs données par les deux premières équations (4), 
il vient 



cdu = 



cos c (tang C — p) d|p 



IV-P k t + P' - 1<»? (P+l^»+P* )\ 
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fiirmulo dans laquelle on donnera à p des valeurs 
plus grandes ou plus petites que tang «, selon qu'il 
s'agira d'un point de la partie ON on de la partie OM 
de la courbe. On peut retrancher de son dénomi- 
nateur le premier membre de Téquation (6) , mul- 



tiplié par cos C'y et si Ton fait , en outre , 

p = tang », dp z=z , 

cos* « 

et, pour abréger, 



Ung C |/l + tang» C + log (tang C + 1/ 1 + tang» C) 
— tang • Kl + tang» » — lo- (tang « + [/i + Ung» «> = U, 



il en résultera 



__ (twn;;: C — tang >) d^ 



du = \ 



Or , en faisant 

f. __ cos c 
c 



cV cos C cos> « 



r. 



(tang C — tang >,) dt » 
U cos> « 



f sera une ligne de grandeur finie , que Ton calcu- 
lera par la méthode des quadratures , et qui expri- 
mera la voleur de « relative a Tasymptote de ON 
c'est-à-dire , la longueur de la perpendiculaire 
abaissée du point sur cette droite , qu'il s'agis- 
sait de déterminer. 
Cette droite asymptotique aura pour équation 

y cos C ^- X sin C = r; 

m sorte que si Ton prend sur le prolongement de 
0* un point H tel que Ton ait 

OH = " 



sin C ' 



l'asymptote de la branche ON sera la droite HK, 
menée par le point H, et faisant avec le prolonge- 
ment de Os un ongle RHO supplément de C Les 
deux asymptotes FG et HK, prolongées au-dessus 
de Taxe 0*, se rencontreront en un point L, de 
manière que la courbe entière sera comprise dans 
Tangle KLG , dont le complément est Tanglc C 
déterminé par l'équation (6). 

216. Lorsque l'angle de projection AOi- ou « est 
très petit (%. 61), le projectile ne s'élève qu'à une 
petite hauteur au-dessus de l'axe boriiontal 0*, 
mené par son point de départ. Or, dans ce cas, on 
peut obtenir, avec une approximation suffisante, 
Téquation en dr et y de la partie OCB de la trajec- 
toire, située au-dessus de Oxf et même on peut 
étendre cette équation jusqu'à uu point D, dont la 
distance à cet axa n'est pas très considérable. 

En effet , dans toute cette partie OCB, ou même 
OCD de la trajectoire, la tangente à cette courbe 
sera presque horizontale , et la quantité p très pe- 
tite; en négligeant le carré de p, on aura donc 

ds = dr , # = T , 

et Téqnation (2) deviendra. 

dp d*y 1 



dLr 



//.rt 



'•Ih cos» a 



g%f9 



En intégrant deux fois de suite , et déterminant les 
constantes arbitraires de manière qu'on ait — =■ 



tang • et y =: 0, quand * = 0, il vient 

1 



dr 



y = * tang a — 



8c* h cos* 



(tftr» _ 2c9 — 1) , 



pour l'équation approchée de la trajectoire , qu'il 
s'agissait d'obtenir. En développant rexponentielle 
qu'elle renferme, réduisant et faisant ensuite c= 0, 
elle devient l'ciquation exacte de cette courbe dans 
le vide. 

D'après l'équation gdt* = — dxdp du \V» 212, et 

dp 
la valeur précédente de — , on aura 

dx 



dt^ 



y/^Hgh cos « 
et , par conséquent , 

l 



r^dx y 






[/^h 



cos a 



(e« - 1) ; 



ce qui fait connaître le temps t que le mobile em- 
ploiera à parcourir une portion quelconque OM de 
la courbe OCD. 

210. Supposons que le projnrtilo vienne tomber 
sur le terrain en un point Dj représentons par y ra- 
baissement de ce point au-dcssinis du plan hori- 
zontal , mené par le point 0, ou la perpendicu- 
laire DQ à l'axe Or; soient aussi / la distance OQ, 
et r le temps employé à aller du point au point D; 
nous aurons , à la fois , 



s = l, y = — X, t z= 



et en remplaçant, pour plus de simplicité, cos* « 
par l'unité dans les formules précédentes , il en 
résultera 



(w 



8e« fc (x + / lang «) = e*f' — Sel -^ 1 , 
rciy^gh =«••' — 1. 

Lors donc que les deux constantes 7i et c seront 
données , et qu'on aura mesuré l'angle « et l'éléva- 
tion X du point au-dessus du terrain , ces équa- 
tions feront connaître la portée horizontale l, et la 
durée r du trajet du projectile. Réciproquement, 
quand on connaîtra «, x, i^, T} par des mesures di- 
rectes , ces équations pourront servir à détcrvnincr 
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le coefficient e de la résistance , et la hauteur 1^ due 
à la Titesse initiale. En éliminant 1^^ on a 

équation d*où Ton tirera la valeur de c ; Tune des 
deux précédentes donnera ensuite immédiatement 
la Taleur de h. 

Il existe encore de Tincertitude sur les gran- 
deurs des portées et des vitesses initiales. Diaprés 
Lombard , pour un canon de 24 chargé au tiers du 
poids du boulet, la vitesse initiale est de 403 mè- 
tres par seconde ; et pour un canon de 12, dont la 
charge est aussi le tiers du poids do projectile, 
cette vitesse sVlève à 494 mètres. Suivant le même 
auteur , les portées correspondantes et relatives à 
A = 0, sont 700 mètres dans le premier cas , en 
supposant « = l» 16' 6", et 660 mètres dans le 
second cas , en supposant «=1^6' 36". 

Au lieu du temps r, on pourrait employer à la 
détermination de h et de c, une seconde portée du 
même canon à une élévation différente au-dessus 
du terrain. Ainsi , en supposant que le poids du 
projectile, celui de la charge et Tangle « ne soient 
pas changés , les quantités h et c resteront aussi 
les mêmes; et si x et / deviennent x' et f, on aura 

8c> k (x' + f tang •) = •«'' — 2cV — 1 ; 

d*oû il résultera 

(x + / tang •) (««''' — 2or — 1) 

= (x' 4- r tang •) (•««•' — 2c/ — l) , (b) 

en éliminant h au moyen de la première équa- 
tion (a). 

Les auteurs de Balistique ne sont nullement 
d^accord sur la grandeur du nombre n qui entre 
dans Texpression du coefficient c, savoir (no 210), 

~" Dr 

Diaprés une théorie très imparfaite de la résistance 
des fluides , ce nombre n serait 3/8; mais toutes les 
expériences le donnent plus petit, et Lombard le 
fait égal à 9/40. L'équation {b) fournirait le moyen 
le plus susceptible de précision pour la détermina- 
tion de e, en supposant bien connu et invariable , 
Tangle de projection «. 

$ II. Mouvement de* planètes, 

217. Les lois du mouvement des planètes autour 
du soleil sont connues sous la dénomination de 
Lois de Kepler , parce qu'elles ont été découvertes 
par cet astronome, qui les a déduites de Tobserva- 
tion. Elles sont au nombre de trois , dont voici les 
énoncés : 

lo Les planètes se meuvent dans des courbes 
planes , et leurs rayons vecteurs décrivent, autour 
du centre du soleil , des airet proportionnelles au 
temps. 



8* Les orbites, c*est-à- dire, les trajectoires des 
planètes, sont des ellipses dont le soleil occupe un 
des foyers. 

3» Les carrés du temps des révolutions des pla- 
nètes autour du soleil sont entre eux comme les 
cubes des grands axes de leurs orbites. 

Toute Timportance de ces lois n^avait pas d^abord 
été comprise; c'est Newton qui en a montré rusap,e 
pour déterminer la force qui retient chaque planète 
dans son orbite , c'est-à-dire , la direction de cette 
force et les variations de son intensité , soit d'une 
position à une autre d'une même planète , soit 
d'une planète à une autre. On verra , en effet , dans 
ce paragraphe , que chacune de ces trois choses est 
une conséquence nécessaire des trois lois du mou- 
vement planétaire que l'on vient d'énoncer. 

Ces lois se rapportent au mouvement du centre 
de gravité de chaque planète ; c'est le mouvement 
de ce point que nous allons considérer; et quand 
il sera question de la position ou de la vitesse d*uae 
planète, il faudra entendre la position ou la vitesse 
de son centre de gravité. 

218. Soient AHBD (iig. 52] Tellipse décrite par 
une planète , AB son grand axe , C soik centre , et 
0' ses deux foyers , celui qui est occupé par le 
centre du soleil , B le périhélie ou le point de l'or- 
bite le plus rapproché de 0, A Vaphèlie ou le point 
le plus éloigné du soleil. 

Au bout du temps t qui sera compté à partir du 
passage de la planète à son périhélie, soit H sa po- 
sition sur l'orbite. Désignons par r son rayon vec- 
teur OM, et par 6 l'angle IIIOB que Ton appelle , ea 
ostronomie , Vanomalie vraie. Le secteur décrit 
par ce rayon pendant Tinstant dt^ sera 1/2 r> d^ 
(no lô6) ; d'après la première loi de Kepler, on 
aura donc 

r» d^ = cdt ; (l) 

étant une constante égale au double de l'airo 
décrite dans l'unité de temps , et et le double de 
Taire MOB décrite dans le temps quelconque f. 
Soient aussi 

O'M = r», CB = CA = a, CO == CO' = a*- 

D'après une propriété de l'ellipse, on aura 

r -t- r' = 2a; 

dans le triangle (VMO, on a aussi 

r^* =:z r» -t- 4rae cos 8 -f- 4a* s» ; 

et si l'on élimine f' entre ces deux équations , il 
vient 

o(l-«. ) 



1 -{- e cos t * 



(8) 



pour l'équation de la trajectoire. 

Pour toutes les planètes connues avant ce siècle, 
Vescentriciiè e est une fraction très petite. 11 faut 
excepter laplanète mercure dont l'excentricité sur- 
passe un cinquième; celle de l'orbite de la tcrro est 

e := 0,01686318, 
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oo, i peu près , un soixaiiticme. Lo plus grande 
était celle de Stars, qui surpasse neuf centièmes i 
c^était donc pour cette planète que le mouvement 
elliptique devait être le plus différent du mouve- 
ment circulaire excentrique , que Ton adoptait 
ovaut Eepler ; et c^est , en effet, dans les observa- 
tions de Ticho-Brahé , relatives ù cette planète, que 
Kepler a reconnu d^abord la différence de ces deux 
mouvemens. Si Ton développe les valeurs de r et 6, 
en séries ordonnées suivant les puissances de e, au 
moyen de Téquation des aires proportionnelles au 
temps, jointe à celle de la trajectoire elliptique ou 
i celle de la trajectoire circulaire excentrique , on 
trouve que pour un même temps i, les développe- 
niens correspondans à ces deux courbes , ne dif- 
fèrent que dans les termes qui dépendent du carré 
ou des puissances supérieures de e; circonstance 
qui rendait , à Tépoque de Kepler , la différence des 
deux mouvemens très difficile à découvrir. 

219. Si Ton appelle T le temps de la révolution 
d^one plsnète , et qu^on fasse 

2« 



cette constante n sera la vitesse moyenne angu- 
laire, et ni le moyen mouvement de la planète. 

Imaginons un astre fictif dont le mouvement soit 
uniforme, et qui parte du périhélie et achève sa 
révolution en même temps que cette planète ; son 
rayon vecteur décrira Tangle nt, pendant que celui 
de la planète décrit Tangle 6^ Tangle 8 — nt, com- 
pris à une époque quelconque entre ces deux 
rayons, est ce que les astronomes appellent Vaqua* 
Htm du centre : il est positif , et la planète précède 
Tastre fictif, en allant du périhélie à Taphélie^ le 
contraire a lieu en revenant du second point au 
premier. Le maximum de Téquation du centre dé- 
pend de la grandeur de Texcentricité. 

En prenant le jour moyen pour unité de temps, 
et mettant 360° au lieu de 2ir, on a , relativement 
à la terre. 

T = 3«6,-,266374 , n = Oo 69' 8". 

Cette valeur de T est la durée de Tannée eidèrale, 
on Tintervalle de temps qui s'écoule entre deux 
retours consécutifs du soleil à une même étoile , 
dans son mouvement apparent autour de la terre, 
^intervalle compris entre deux retours consécutifs 
à on même èquinoxe, est plus court, à cause que 
les points équinoxiaux ont sur VècUptique un mou- 
▼exneot rétrograde , ou en sens contraire de ceUii 
da soleil. Eu prenant 50 ',23427 pour la priceseiom 
annuelle en 1800, et observant que le royon vec- 
teur du soleil emploie 0/,0 14168, à décrire ce petit 
angle , il en résulte 

366/,242216, 

pour la longueur de Tannée èquinoxiale au com- 
mencement de ce siècle. L^année sidérale est con- 
stante; mais la précession des équinoxes varie un 



peu , et , par conséquent aussi , Tannée éqoi- 
uoxiale : sa longueur diminue d^& peu près une 
demi-seconde par siècle. 

220. La constante c aura ponr valeur le double 
de la surface de Tcllipse divisé par T} en observant 

que le demi-petit axe est a \/ i — e* , et la sur- 
face ira» [/^ 1 — «« , on oura donc 

2ff-a> y \ — fl« 

c = . 

T 

Au moyen de cette valeur et de celle de n, Té- 
quation (l) devient 



r* (f e = na* [/i — «■ ^dt, 
L^équation (2) donne 

• = arc f cos = - 



_ fl (1 — «• ) 



-). 



de = 



a |/^l -^e* dr 



r l^a* «« — {r — o)« 
par conséquent , on aura 



nadt := 



rdr 



Pour intégrer ces formules , faisons 

r =: a (1 — e cos u); (a) 
nous aurons 
dp = os sin ti, ndt = (1 — s cos u) duf 

à cause de r = a (1 — 0) au point E, il faudra mie 
Tangle u soit nul en ce point où Ton a aussi f = 0; 
en intégrant , on aura donc 



nt z= u — e sin u. 



w 



En mettant pour r sa valeur dans celle de d6, et 
observant que cos «1 =: cos* 1/2 «1 — sin« 1/2 u, 
il en résulte 



de = 



P^ 1 — s» du 



1 1 

1 — s cos» — « -J- s sin» — •» 

2 2 



et si Ton fait 

1 
tang — ti = s , 
2 



du 



cos* — u 
2 



=:2dM, 



cette valeur devient 

_ 2 j/l —e*ds 



de == 



1 -• + (!+•)'• 
En intégrant et observant que • et n sont séro en 
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même temps , c'est-à-dire, bu point B, on aura 

1 

2 
d'où Ton conclut 



- • = arc ( tang = « p/i±-| ) ; 



Ung — • = 1/ — ! tang — « , 

a '^ l — e 2 



(0 



en remettant pour s sa valeur. 

Ces trois équations {a), {b), [c), expriment, sous 
forme finie, les valeurs de r, ut, d, ou moyen de la 
variable uuiiliaire u, qu^on appelle V anomalie eS" 
ceutrique. En éliminant u entre elles , on aura les 
deux coordonnées polaires r et fi de la planète en 
fonctions du temps , sous forme de séries ordon- 
nées suivant les puissances de Texcentricité , qui 
seront, par conséquent , très convergentes dans le 
cas des anciennes planètes. Après qu'on aura formé 
ces séries , on y pourra remplacer les puissances 
de cos nt qui se trouveront duns le développement 
de r, et celles de sin nt que renfermera le dévelop- 
pement de — nt, par des cosinus et des sinus des 
multiples de nt. Si l'on conçoit qu'on ait ensuite 
ordonné ces développemens du rayon vecteur et de 
Tcquation du centre suivant les cosinui ou sinus 
des multiples croissans de nt, on pourra déterminer 
directement, parVanalyse suivante, les valeurs des 
coefticiens de ces deux séries en fonctions de Tex- 
centricité. 

221. Je fais 

r=Ao, -(- A 1 cosn/-}" AaC0s2n<-)-. . . -f-AfCOS tn< -{-etc . , 
t — R/c=rBi sin nt-\'Bi sin 2nt-\;..'\'hi5inint'-\'Cic. ; 

AO| Al , Aa , etc. , Bi , B* , etc. , et généralement 
Ai et Bi, étant les coefEciens qu'il s'agit de déter- 
miner. 

Si i et i' sont deux nombres entiers positifs et 
différens, on aura , en effectuant les intégrations, 

/ cos int cos Hnt d. nt = 0, 

/ ^ sin ini sin i!ntd,nt=:Oi 

et dans le cas de s = t', on trouvera 

/««■ 1 

cos> int d. nt s= — ir, 



^=0; dans ce cas, la première intégrale est égale 
à x-, et la seconde à zéro 

Cela étant , je multiplie le développement 
de r par cos tat d. nt , et celui de 6 — nt par 
sin int d, nt ; puis j'intègre depuis nt = Ojus- 
qu^à nt = ir. Tous les termes s^évanoulssent, 
excepté ceux qui ont Aj ou B; pour coeflicient, et 
l*on en conclut 

A| = — / r cos mt d. nt , 



2 p-K 

Y^i^ - l (e — nt) sin int d, nt. 



Dans le cas de i = 0, on aura, en particulier, 



A< 






r d. nt 



c'est-à-dire qnUl faudra réduire à moitié la valeur 
générale de .A/. En intégrant par partie, et obser- 
vant que 6 — nt est zéro aux deux limites n<=: et 
»* = «"j l'expression de Bj pourra être remplacée 
par celle-ci : 



/ 



.ir 1 

sin* tnt d, nt =z ^-^ w. 

2 



Ces dernières formules ne s^appliquent point à 

s» e* 



Bi 






COS int d (t — nt). 



Je substitue à la place de r, nt, e, leurs valeurs 
en fonctions de u, tirées des équations (a), (6), (c); 
à cause de 



db 
du 



l/~ 



e* 
1 — • cos u ' 



dut 
lu 



= l — • cos u. 



et parce que u = et u = it répondent à rif = 
et nt z=z ir, il en résultera 

2a ^.K 

A»= — / (l— 9 cos «)» cos (ûi — w sin u) du^ 

2 /**■ _ cos(»i« — wsintf) 



cos u du 

formules qui feront connaitre les valeurs numéri- 
ques des coefficiens Ai et B/. soit par la méthode 
des quadratures, soit par la réduction en séries. 
Pour cette réduction , on aura, par le théorème de 
Taylor, 



(»» e* »4 «4 

l sin» «f -f- sin* u — etc. ) 

2 2.3.4 / 

-(- I M sin II — — — . siu* u -|- etc. 1 sin ûcj 

>• 2.3 / 



cos %u 
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et il en rétiilten pour Ai et Bj des léries d'inté^ 
gralet relatives à u, dont les valeurs exactes s'ob- 
tiendront toutes, soit immédiatement, soit par des 
formules connues; en sorte que Ton pourra pro- 
longer oes développemens de A{ et Bi aussi- loin 
qu*on Toudra. On pourra même obtenir leurs ter^ 
mes généraux en fonctions de • et de «; mais 
ce n*est point ici le lien d^insister davantage sur ce 
sujet , qui appartient spécialement k PAstronomie. 
RetatÎTement a tf =s 0, on a 

a pw 1 
Ao=— / (l^ecosti}* du = a(l-1 «t ), 

en ne prenant que la moitié de la valeur de A/, 
qui répond ^ s* = : c^est le seul des coefficiens 
Ao , Ai , Aa , etc. , El , Ba , etc. , dont on 
puisse obtenir la valeur exacte. 

222, Si Ton appelle v la vitesse de la planète au 
bout du temps i, et l TaDgle que fait sa direction 
avec le prolongeinent de son rayon vecteur rou OH, 
on aura (no 166) 

dr* +r* dbn d» 

•■ = .^ » e sin i = r — . 

En éliminant dt au moyen de Téqualion (1) , on a 

/il Y 

fric» e 

r« = c« V ~ 7-1 , « sin 1 = — . 

Ba f erUi de Téquation (2), on a aussi 

1 

J^_ 1 +eco8l ^ ^ , s sin • 

db " 



r fl(l — «•)' 
d'oà il résulte 



a(l-a') 



«• (1 — «• )• p» = (1 + 2e cos 6 -f s» ) e« , 
et, par conséquent, 



" "~o«(l— e«)Vr 




l/!!-x 



ce qui montre comment, dans le mouvement ellip- 
tique, la vitesse et la direction du mobile en 
chaque point se déterminent au moyen de son 
rayon vecteur. Diaprés la valeur de e du no 220, 
celle de v peut aussi être écrite ainsi : 



4«s a* 



2a 



"=—(7-») 

Ces formules, jointes h celles des numéros précé- 
dens, font connaître complètement le mouvement 
d^nne planète dans le plan de son orbite ; mais 
quand on veut considérer à la fois les mouvemens 



de deux ou de plnsicnn planètes , il esit nécessaire 
de rapporter la position de ohacnno d*elles è mt 
autre plan, qui est ordinairement le plan de Vêel^ 
Hquênu de Torbita de la terre. 

d23. Soient I«01«' (ag. 68) Tintersectloii dn plan 
de l'orbite d^une planète avec un plan pasamit por 
le centre du soleil, OK nnè droite menée dans ce 
second plan, OS' la projection du rayon vecteur 
Q)K de la planète sur ce même plan. Désignons 
par y Tinclinaison des deux plans, par a Fangle 
NOE, par • l'angle BOH que fait le rayon vec- 
teur OB aboutissant au périhélie aveo la droite 
ON. Ces trois angles •»>,•, devront être donnés, 
et ils détermineront le plan de Torbite^ et li^ posi- 
tion de Tellipse dans ce plan. Soient aussi f «t 4 
les angles variables HOM' et M'OE, que fait le rayon 
vecteur OM aveo sa projection OH', et œtto pro- 
jection avec la droite 0£, lesquels angles déternâf 
neront, à chaque instant, la direction du rayon OH 
aboutissant à la planète. 

Gela posé, considérons Tangle trièdre qui a soa 
sommet au point 0, et dont les trois arêtes sont 
OM, OU', on. L'anomalie vraie, ou Tangle HOB, 
étant toujours 8, les trois faces de Cet angle trièdre 
seront 

HOR = MOB + BOR = t + «, 
H'ON = M'OE — ROE = 4 — «, 
HOH' r= f ; 

la première sera opposée à ^uu angle droit, et la 
troisième à Tangle y. D'après les premières règles 
de la Trigonométrie sphérique, un aura donc 

sin f == sin ^ sin ( 8 -|- « ], 
tang (4 — «) = cos y tang ( 6 -f- *, ); 

et Tangle 1 étant connu en fonction de t, par ce qui 
précède, chacun des angles f et 4 le sera aussi, ao 
moyen de ces formules. 

Lorsque le plan donné sur lequel on compte 
Tangle 4 ^^ Técliptique , et que la droite OE , 
è partir de laquelle on compte cet angle, dans 
le sens du mouvement de la terre , est celle qui 
va du soleil à Téquinoxe du printemps, les angles 4 
et f s'appellent la longitude et la laiUndê de la 
planète que l'on considère. La droite ROR' est 
la ligne des nœudt de son orbite ; si elle entre 
dans l'hémispbère èoréo/ quand elle traverse le plan 
dé l'écliptique au point R , ce point est le nœud 
oicendani, et R' le nœud deêeêndant. Selon que 
la planète se trouve dans cet bémispbère Ou dans 
l'hémispbère auêtral, la latitude f est positive ou 
négative, et l'angle HOR, on 8 •4- », est plus grand 
ou moindre que 180®. L^angle f s'étend depuis -— 
90o jusqu'à OOo, et l'angle HOR, ainsi que la longi* 
tude H'OE , depuis léro jusqu'à 360o. 

Si l'on remplace le point par le centre de la 
terre, que l'on prenne Téquatenr pour le plan 
donné sur lequel on compte l'angle 4i ^ poor 
origine de cet angle la droite OE qui va de ee 
centre au premier point dn signe ariêê, les angles 

17 
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4 et f seront alors Vateensiom droite et Ia tUoti- 
naison de It pianèto. En appliquant les foramlefl 
précédentes cti mouvement apparent du soleil au- 
tour de la terre, on aura « = 0, y exprimera 
VobKqmii de Técliptique^ et Pon d^vra prendre 
pour 8 -4- « la longitude do cet astre; d'où il résulte 
qu^en la désignant par x, on aura 

sin f =±= sin )^ sin a, tang 4 = ^^' > tang a, 

et, en même temps, 

sin y tang 4 
sin Y = y =7- 

y vos^y 4-tang<4 

Les plus grandes déclinaisons boréale et australe 
répondent à x = OO» et x = S70o, et sont ^t y. Cet 
angle y est aussi celui que fait Taxe de rotation de 
la terre avec la perpendiculaire au plan de Féclip- 
ttque ; il est soumis à une petite inégalité qu^on 
appelle la mutation , dont la période est d'environ 
18 ans, et le tnasimum de 9",4 seulement. Sa 
valeur moyenne , an commencement de l800 , 
était 

y = 230 27' 66"; 

elle diminue de 0",45692 par année. 

224. Dans tout ce qui précède, oa n^a point 
eu égard à la force qui agit sur chaque planète, 
dont le mouvement a été détermioé d'après les 
données de Tobservation , et sans recourir aux 
principes de la Dynamique ; il s^agit maintenant 
de déterminer les lois de cette force, ainsi qu'il 
a été dit précédemment (n» 217). 

Il suit de la première loi de Kepler que la force 
qui retient chaque planète dans son orbite est 
constamment dirigée vers la centre du soleil ; 
quoique cette conséquence nécessaire de la pro- 
portionnalité des aires au temps ait été déduite 
des équations du mouvement dans le no 165, il ne 
sera pas superflu d'en donner ici une démonstra- 
tion synthétique. 

Soit Hi n (fig. 54) le côté de la trajectoire que le 
mobile décrit pendant un temps r infiniment petit. 
Arrivé au point M, si aucune force n'agissait sur ce 
mobile, il décrirait, dans un autre temps r, une 
partie Mm du prolongement HT de Hi M, égale à 
■i H; mais, k cause de la force à laquelle il est sou- 
mis, il se transporte, dans ce second instant, en 
un autre point H'. Soit HK la direction de cette 
force au point M; pendant le temps r, on pourra 
supposer qu'elle reste parallèle k elle-même , et 
alors si l'on tire la droite fiiM', elle sera parallèle 
à MR (ne 148). Or , si G est le centre fixe autour 
duquel le rayon vecteur GH décrit des aires pro* 
portionnellea au temps , les triangles lU CM et 
MCX', qui sont les aires décrites dans deux instans 
égaux, seront équivalons ; mais les triangles Mi CM 
et MCm le sont aussi , puisqu'ils ont leurs sommets 
au même point G, et leurs bases Ht H et Mm égales 
et sur une même droite; les triangles UCm et 
MCM' sont donc équivalons ; et comme ils ont une 



même base HC, il faut que la droite aiM' qui joint 
leuri sommets, soit parallèle à cette base; par con- 
séquent, la droite M&, parallèle à ml', cotncide 
avec HC. Donc , en chaque point M de la trajec- 
toire , la direction HK de la force sera celle du 
rayon vecteur MC ; ce qu'il s'agissait de démon- 
trcr. 

Réciproquement , si la force qui agit snr le mo- 
bile, au point quelconque H, est dirigée suivant 
MC, la droite mW sera parallèle à ce rayon vecteur, 
les deux triangles M'CH et MCm seront équivalens, 
et, par conséquent aussi , les deux triangles l'CI 
et Hi CM. Les aires décrites par le rayon vecteur 
autour du point G, en deux instans consécnlirs et 
égaux, étant égales, et cela ayant lieu dans tonte 
l'étendne de la trajectoire, si la force qui agit sur 
le mobile est constamment dirigée vers ce point, il 
s'ensuit que les aires décrites en temps éganx se- 
ront égales, et, en des temps quelconques, propor- 
tionnelles à ces temps. 

225. Soit, comme dans le n» 218, H la position 
de la planète au bout du temps t (fig. 52}. Conser- 
vons toutes les notations de ce numéro , de sorlo 
que r et 8 soient le rayon vecteur OM et l'anglo 
MOB; désignons , en outre, par ff et y les deux 
coordonnées rectangulaires OP et PH, rapportées à 
des axes Ox et Oy^ dont le premier passe par le 
périhélie B; nous aurons 

« = r co« 6 , y = r sin • , x* -f- y* = r* . 

Soit aussi R la force accélératrice, inconnue en 
grandeur, qui agit sur la planète. Cette force est 
dirigée, comme on vient de le voir, suivant le 
rayon vecteur , et elle agit du point M vers le 
point 0, à cause que la trajectoire tourne sa conca- 
vité du côté du soleil; les cosinus des angles quMlc 

s 
fuit avec les prolongemens dexeijf sont donc 

y »• 

et — — ; par conséquent les équations du mou- 

r 

vement seront 

d^s s d* y f 

-- = - R -, - = - R -. (0 
dt* r dt^ r 

En appelant toujours o la vitesse au point H, 
nous aurons 

dx* dtf* 

«^• = 7- + -. 

df dt^ 
et, en différentiant, 

1 dt t d* y 

— rf. e» == — cCjr -f> — d|y ; 

2 dt* dt* 

par conséquent, si l'on ajoute les équations (1} 
après les avoir multipliées par dseidy, et si Ton 
observe que xds+ ydy = rdr, il en résultera 

1 

— d. V* =-. — Rdr. 
•> 
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Xiiis, dans le moutoiDenèeHiptîque, on m'[o9'92i) 
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eu faÎMut 
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•!«> a^ 




T» ~~ ''♦ 


ou aura donc 






R--; 




r» 



ce qui montre que la force qui agit sur chaque pla- 
uète suit la raison inTerse du carré de la distance 
au centre dn soleil. 

La grandeur de cette force est /« à l'unité de 
distance; soit f«' ce qu'elle devient pour une autre 
l>lsnète, dont le demi-grand aie et le temps de 
U révolution seront représentés* par a' et T' ; on 
•un de même 



4ir> a'* 



f*' = - 



1'» 



Or, diaprés la troisiàmu loi de Siépler, on a 

T« : T* :: a* : o'*,- 

d'où il résulte 

— = — » /• = /*'; 

T» T'» 

ptr conséquent, à Tunité de distance, et, générale- 
ment, à la même distance du soleil , la force accé- 
lératrice R est la même pour deux planètes diffé- 
rentes. 

La force motrice de diaque planète est donc 
indépendante de sa nature particulière , et propor- 
tionnelle à sa nuisse comme les poids à la surface 
de la terre. Elle varie d^une planète à une autre 
•uivant la même loi que d^une position à une autre 
de h même planète ; et si deux planètes étaient 
litnées à la même distance du soleil et abandon- 
nées à èHes-mêmes, sans vitesse initiale, elles tom- 
beraient d^un même monvement vers cet astre , et 
Tatteindraient dans le même intervalle de temçs. 

Ainsi, les trois lois de Répler nous font con- 
naître complètement la force qui retient les planètes 
dans leurs orbites : la loi des aires proportion- 
Délies au temps nous fait voir que cette force 
est constamment dirigée vers le centre du soleil ; 
celle du mouvement elliptique, ou Texpression de 
la vitesse qui se déduit de cette loi et de la précé- 
dente , nous montre que son intensité varie , pour 
une même planète , en raison inverse du carré des 
distances au soleil j enfin , nous concluons de la 
loi des earrés des temps des révolutions propor- 
tionnels aux cubes des grands axes, qu^à égalité de 
distance ou centre de cet astre , Tintensité de la 
force motrice est proportionnelle aux masses de 



chaque planète, et indépendante de sa nature par- 
ticulière. 

226. IVevrton a étendu aux comètes, dans leur 
mouvement autour du soleil ,et aux satellites 
autour de leurs planètes respectives, les lois de 
Kepler et les conséquences qui s^en déduisent 
relativement à la force qui agit siur ces mobiles. 

Les comètes, dans leur mouvement, ne difièrent 
des planètes qu>n ce qu*clles ne sont pas con- 
stamment visibles , à raison de Téloignement de 
leurs aphélies ; ce qui rend très difficile la détermi* 
"nation de leurs orbites. Néanmoins, il y a mainte- 
nant trois comètes dont on connaît les orbites et 
les temps de leurs révolutions, presque aussi exac- 
tement que pour les planètes. A Tégard des autres 
comètes,. on calcule lenr mouvement par approxi- 
mation, en prenant pour la trajectoire, daus la 
petite étendue où chaque comète est visible, une 
parabole dont le foyer est au centre du soleil, 
et supposant toujours les aires décrites par le 
rayon vecteur autour de ce point , proportionnelles 
au temps pour chaque comète. Ce cas est compris 
dans les formules précédentes du mouvement el- 
liptique, en y faisant 



œ 



-•) = *} 



b désignant la distance périhélie OB, qui est une 
quantité finie* 

Les masses des comètes sont très petites par 
rapport à celles des planètes et paraissent' d*une 
tout autre nature. En vertu de la troisième loi 
de Kepler, les fotces motrices de deux eomètes, ou 
d'une comète et d'une planète, à la même distance 
du soleil, sont entre elles comme leurs masses res- 
pectives, et leurs forces accélératrices sont égales; 
il en est de même à Tégard de plusieurs satellites 
d'une même planète, mais non pas relativement 
aux satellites de deux planètes différentes, ou à un 
satellite et une planète j'car la loi des carrés du 
temps des révolutions proportionneb aux cubes 
des grands axes n*a lieu que pour les corps qui 
tournent autour d'un même centre; nous ferons 
connaître par la suite le rapport qui existe- entre 
les forces motrices de deux satellites appartenant à 
des planètes différentes , et entre celles d'une pla- 
nète et d'un satellite. 

Ajoutons encore que dans ces derniers temps on 
a étendu les lois du mouvement elliptique aux 
étoiles doubles, dans lesquelles un mouvement 
révolutif de l'une des étoiles autour de l'antre 
a été reconnu, et que leurs positions relatives, 
calculées d'après ces lois, se sont accordées aussi 
bien qu'on pouvait l'espérer avec leurs positions 
observées. 

227. Examinons actuellement les altérations que 
ta résistance d'un éther très rare répandu autour 
du soleil, produirait dans le mouvement elliptique 
des planètes. Leur non sphéricité parfaite et le 
frottement du fluide contre leur surface , pour- 
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raient lÀire sortir le centre de granité du plan 
de son orbite : on fera abstraction de ces deux 
circonstances , et il ne s^agira que de former 
les éq[uations du mouvement de ce point, en ayant 
égard, à la fois, à la force centrale en raison in- 
Terse du carré de la distance , et à une force tan- 
gentielle provenant de la résistance du milieu 

Je supposerai, comme dans le mouvement des 
projectiles dans Tair, cette résistance proportion- 
nelle au carré de la vitesse , à la densité du milieu 
et à la surface de chaque planète ; la force accélé- 
ratrice qui en résultera sera , en outre , en raison 
inverse de la masse du mobile ; je la représenterai 

df 
par p — , en désignant par ds Télément de la tra- 

dt* 

jectoire , et par p un coefficient très petit et pro- 
portionnel pour une même planète, à la densité du 



milieu* Bn observant que oeUe foioe agit en sens 
contraire de la vitesse du mobile, et représentant 
toujours la force principale dirigée vers le centre 

du soleil , par /» k Tunité de distance et par — à la 

r* 

distance r, les équations (1) devront être rem- 
placées par celles-ci : 



d*x iks dt 


dm 


di* f^ ^ di 


Â' 


d'y fiy di 


<^ 


di* r^ di 


di 



(2) 



Su employant les coordonnées polaires, on eo 
déduit, sans difficulté, ces autres équations 



2p {dr* + r* de» ) 



dt* 



r 
d. r« d8 =: — pr» dida , 



dt* 



A, 



(3) 



qui en sont une transformation. 

828. Lorsqu^on néglige leurs seconds membres , 
les équations (2) se réduisent à 



d*s fjkx 
— + — = 0, 
di* ri 



d*y f^y 

-- -f- -- = , (4) 
di* r» 



et les équations (3) à celles-ci : 

d[dr* -4- r* di*) ^ 

2 J*^ "' ^^8/*d.~ = 0,d.r«d» = ().(5) 

dt* ^ ^ ' 

On satisfait A ces équations (6) au moyen des for- 
mules (a)^ (6), {o), du no 220-, ces formules n'en 
sont pas les intégrales complètes, parce quVIIes ne 
contiennent que deux constantes arbitraires a et 9$ 
mais si Ton fait attention que les équations (6) ne 
renferment pas explicitement les variables • et i, et 
qu'elles contiennent seulement leur différentielles 
di et di, on en conclut que les formules du numéro 
cité devront encore satisfaire à ces équations, en 
ajoutant des constantes quelconques à let 8. De cette 
manière, les intégrales complètes des équations (6], 
et, par conséquent, des équations (4), seront expri- 
mées par ce système de formules : 

r =: a ( l — e ces tt) , \ 

»'+• — • = •! — • sin II , f 

Ung 7( • _ - ) = j/ï±I lons-i u, Y 

a, 9, •, «f , étant les quatre constantes arbitraires , 
et n une constante liée è a par Péquation 

o* n» = /M , 
2» -Ix» «s 

qui résulte de — = »,——-= u, par l'éliminatoin 



de T. 



T« 



Le séro de la variable ti répondra tonjoars a 
la plus petite valeur de r, ou au périhélie B 
(fig. 62). Pour ti = , on aura • = • ; de sorte 
que 1 représentera maintenant Pangle HOE, compté 
fc partir d'uoe droite 0£ , qui fait un angle BOE 
= •, avec OB. La valeur de h en série sera de 
la forme 

• = «< + f + 1, , 

en désignant pas hi sa partie périodique, ordon- 
née suivant lea sinus des multiples croissans de 
n^-f- •— ». Cet angle 1 sera U longitude vraie de U 
planète dans le plan de son orbite, au bout dn 
temps i quelconque) iti -|- • exprimera sa lon- 
gitude moyenne au même instant , • sa longitude 
moyenne à Tépoque d'où l'on compte le temps fj 
et « la longitude de son périhélie. 

229. Cela posé, quand on connaît les intégrales 
complètes d'un système d'équations différentielles 
comme les équations (4), on en déduit les ioté* 
grales d'un autre système d'équations différen- 
tielles telles que les équations (2), qui ne diffèrent 
des premières que par de très petits termes, su 
moyen d'une méthode dont les géomètres ont fait 
les plus heureuses applications à la Jféoans^na c^ 
lêêiÊ, et que je vais exposer à l'occasion du pro- 
blème qui nous occupe. 

Les valeurs de s et y, qui satisfont aux équations 
(4), sont de la forme : 

/* et F indiquant des fonctions données. Pour que 
ces valeurs satisfassent encore aux équations (4), 
j'y considère a^ é, t, «, comme de nouvelles varia- 
bles qu'il s'agira de déterminer. Hais ces incon- 
nues étant au nombre de quatre, et les équations 
(2) seulement au nombre de deui, je peux prendre 
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à Tolonté deux éqoctioiifl auxiliBiret; et je fuf, 
en contéquence, 



àf âf df 

'^da-\ dê'\ dt-| cf» = 0, 

éoL à» d% àm 

dt d¥ df éOt 

^da + ^dê-i A+— A. = 0, 

da de d* d» 



(») 



ou , aoUement dit, j'égale i téro les parties de dsf 



et dif, provenant dea variations de a^ e^ •, «. 

d» d9 

De cette manière, les valeurs complètes de -« et — 

dt dt 
sont simplement 

ds df d9 d^ 

dt di dt di 

Bo différentiant de nouveau, on a 



d^s d^f d^fda d*fdê d^fdê d^fdt, 

dtda dt dtde dt dtdt dt dtdm dt ' 



dt» 



dt* 



dtf d^fdtt d»f de d^V dî d^V dm 
dtda dt dtdê dt dtd% dt dtdm dt 



dt* 



Or, par hypothèse, les valeurs précédentes de 
xtiff satisfont aux équations (4) , en y regardant a, 
f, •» ; comme des constantes arbitraires, on a donc 

7+-- = 0, --+- = 0; 
*• r» d0 r* 



par conséquent , si !*on substitue les valeurs oom- 

d» X d* y 
plètes de -r* et —■ dans les équations (2), on 



aura 



dtda 



d^f d*f d^f d*f 

lia 4- — d^ + —A H A. = 

dtdê dtd% dtdm 

d>F d«F c^F d>F 

da^ de '\ dt H d. = 

dtda dtda dtdê 

^^^■^^^ WW^^I^^ WW^^IWW 



didm 



da d» 

- P àt, 

dt dt 

de dy 

- p -. -. dli 

di dt 



w 



et ce système des quatre équations {fi) et (c) 
servira à déterminer a, e, i, », en fonctions de t. 

230. Cette substitution de quatre éqnations diffé- 
rentielles du premier ordre, aux deux équations (2], 
qui sont du second ordre, n'aurait, en général, au- 
con avantage. Hais les valeurs de da, de, di, d», 
qu'on tire des équotions (6) et (o), auront pour fao- 
tenr le coefficient f de la résistance, qui est une 
très petite quantité; les parties variables de a,é, 
I, «, seront donc aussi très petites ; et si l'on né- 
glige le carré de p , on pourra considérer a, e, t, «, 
comme des constantes, dans les expressions de da^ 
de, d%^ d» ^ ce qui réduira aux quodratures le calcul 
des parties variables de a^ a^ i, «. Par la méthode 
(les approximations successives, on obtiendra ainsi 
des valeurs de ces quantités, ordonnées suivant les 
poissonces de p et aussi exactes que l'on voudra ; 
nous nous arrêterons à la première puissance de p. 

Les équations {a), après qu'on y aura substitué 
les valeurs irariables de a, 9, i, «, feront connaître, 
comme dans le cas du mouvement elliptique, les 
valeurs de r et t en fonctions du temps. La trajec- 
toire sera encore une ellipse, mais dont les élémens 
varieront continuellement. Si l'on suppose que 
Ton construise à chaque instant l'ellipse constante 
qui répond aux valeurs des élémens à ce même 
instant, les ordonnées s et y, et leurs différentielles 
ds ei d^ , seront communes , en vertu des équa- 
tions (à), à cette ellipse et à la trajectoire, qui sera, 
par cmuéqueoi , la courbe de oontact de toutes les 



ellipses constantes. Por la même raison , la vitesse 
du mobile et ses composantes auront les mêmes 
expressions, et seront déterminées par les for- 
mules (d) du no 222, dans le roonvement ellip- 
tique et dans le mouvement altéré par la résis- 
tance du milieu. 
231. Observons qu'on a identiquement 

nt = fndi +ftdmi 

en comprenant fidn dans l'inconnue t, on pourra 
donc écrire ainsi : 

Jndt + • — « = n — e sin « , (d) 

la seconde équation (a). Alors, en même temps 
qu'on changera, dans les équations du mouvement 
elliptique, les constantes a, e, •, », dans leurs 
valeurs variables, il y faudro remplacer nt par l'in- 
tégrale fndtj que nous supposerons nulle quand 
< = 0. La quantité n qu'elle renferme se déduira 
de a, au moyen de la formule 




donnée par l'équation a* u* =/* du n» 228. Cette 
intégrale fndt exprimera le moyen mouvement de 
la planète (n» 210), altéré par la résistance du 
milieu; et, de cette manière, la différentielle du 
moyen mouvement sera ndi , dans le mouvement 
troublé comme dans le mouvement elliptique. 



U4 
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Au péribélie, Tangle 1 — « est égtl à wéto on à 

un maliiple de 360(» ; en vertu de ia première équa- 
tion (a), il en sera de même à Pégard de Tangle n ; 
clone , pendant TinterTalle de temps compris entre 
deux passages consécutifs de la planète à son péri- 
liélie, la quantité/m^t -)'''"* augmentera de 360o; 
ce qui servira à déterminer cet intervalle, quand 
on connaîtra n, %, en fonctions de t. Le temps de 
la révolution , ou Tintervalle compris entre deux 
retours consécutifs de la planète au même point 
Use , sera celui qui répondra à un pareil accroisse- 
ment de sa longitude vraie 0. 

233. Nous pouvons remplacer les équations (0) 
et (e) par d^autres équations équivalentes, des- 
quelles il sera plus facile de déduire les valeurs 
de da, de, dt, du. 

Pour cela, observons que si une équation quel- 
conque 

f (ni, r^%,ay •, •, •) = 0, 

a lieu dans le mouvement elliptique, elle subsistera 
encore dans le mouvement altéré par la résistance 
du milieu, en y regardant a> 9, 1, «, comme des 
variables dclerroinées par les équations {h) et (c), 
et y mettant yndl à la place de »/. La différentielle 
de la fonction ^ sera donc nulle, soit qu^on la 
prenne, dans le premier cas, par rapport à nt, r, 1 ; 
soit qu^on la prenne, dans le second cas, par rap- 
port à fndt, r^ 1, a 0^ I, »} or, r et 6 étant des 
fonctions de r et y, leurs différentielles sont les 
mêmes dans les deux cas , en vertu des équa- 
tions {h); par conséquent, en supprimant, 
dans la différentielle complète de f , la partie 



à^ df d% 

— d.nt •4- — dr '\'^'dh, qui est séparément nulle, 
dMi dr d% 

on aura 

di^ d^ d^ d^ 

^da-l da-l dt + ^ du =^0. 

da de d% dm 

Cela posé, après avoir mis dans Téquation (2) 
du n» 218, 1 — « à la place de %, on en déduit 

r -|- rt cos (• — •)=: a (l — «•) j 

en différeutiant, comme il vient d*ètre dit , on aura 
donc 

r cos %d.e cos «-^r sin %d,9 sin «s=if.a(L— •* ). (0) 

Je différentle de même la première équation (a) et 
réqoation (cl); ce qui donne 

(1 — cos ti) da — a cos wde -{- m sin «in = 0, 
<f« —. i2« ^ sin udê — (1 — « cos tf ) du = , 

en considérant ti comme une fonction de a, *,*, m. 
J^élimine du entre ces deux équations; il vient 

(1— «Gosii) da-}-a(e'— cosii)d9-f'<i^infli(di-^«i)=i). 
Sais, en mettant dans les formules 

l^tang* -J« 2tang -j-m 

coiti= , sin « = 



1-ftang» Lu 



14-tang> 1 u 



à la place de tang 1/2 u sa valeur donnée par 
la troisième équation {a), on a 



cos II = 



e 4" cos (t — - «) 
1 •4- a cos (6 — «) 



sin « =: 



_ |/(i-ff.)sia (e- •) . 



i + 9 COS (• — •) 



au moyen de quoi Téquation précédente devient 



(l — e» ) lia , , oa tin (> — u) 

^ ^ "^ — o cos (• — •) d* -h 7;=r===r" (di — d#) == 0. (f) 



l-f-0cos(6-— •) 



1/ 1 - •• 



Ce que nous disons relativement à Téquation 
f = , s^applique également au cas où la fonction 
p renferme les différentielles premières de r et ê. 
Ainsi, Ton a, dans le mouvement elliptique, 



d-« -f- r« d*« 
d? 



3m 



r« dl = |/^a (l — e> } dl> 

en mettant (/^a au lien de a* n dans la valeur de 
r» dl du no 220 : or, les différentielles dr et dt, 
ainsi que r et t, restant les mêmes lorsque «^ e, t, m, 
deviennent variables, il s'ensuit que ces deux équa- 
tions subsisteront encore dans cette hypotbèse; 



cela étant, en comparant leurs différentielles com- 
plètes aux équations (3) do n« 228, on en con- 
clut 



d. - = 2p f ) de , 

a \r a/ 



(s) 



d. |/a(l— e« ) = ^ f[/a (l — «« )d*. 



Maintenant, on tirera facilement des quatre 
équations (a), {f), {g)j les valeurs de du, dt , dt, d» , 
en y mettant pour r sa valenr, savoir. 






g ( 1 - ^' ) 

1 + acos {i — «) 



DYNAMIQUE , PREMIÈRE PARTIE. 



139 



««fin de les ciprimer en fonctions de Tangle • seulement, on trouve 



4a = 

0tlu: 



_ *f« 



- -j-f^^ (l + 2e cos (a ~ •) + •* ] ds, 

^ 2f [e + cos (•—•)] rf», 

— ?f sin (» — m) de. 



W 



A= + 



2fe sin (6 — «) (j/l — «• — e> -^ « cos ( • — •)] 
[1 + « cos (• — .)] (l + p/l~e. ) 



U valeur de de qu^on devra substituer dans ces 
formules, est 

a / dr« 



et en | substituant celle de r, elle devient 
_ a(t — aOJ/ l + 2acos(e — ») + f^ ^ 



[l + • cos (• — •)]« 



je. 



On intégrera les seconds membres des équations 
{h), en y considérant a, e, i, «, comme des con- 
stantes I ainsi quMl a été dit précédemment ; et 
qnand le coefficient p sera donné en fonction de r» 
et conséquemment de 8 , on en déduira , par la 
méthode des quadratures ou par la réduction en 
s«^rie, les valeurs variables de a, €, t, «, qui devront 
f (re substituées dans les équations du mouvement 
Hliptique. 

233. Si L'eicentricité e est une très petite frac- 
tion, les formules [h), réduites à leur partie prin- 
cipale, de? icndrout 

Ja = — 2pa*clt, i2é=: — 2pacos(l — «)<'*| 
idm = — - 2 fa sin(t— •] d8, di = 2fae sin (I— .«}(f6 } 

et Ton y pourra considérer le coefficient p comme 
constant. En intégrant et désignant par /U, Ds, 
U, II, les parties variables de a, e, •, «, on aura 
donc 

ia s= — 2fa* t, 
ie = — 2fa sin (• — m) , 
$lm = 2fa cos (t — «) , 
X» = — Spoe cos (• — •). 

Si Ton exprime par lA la partie correspondante 
de », ou de — , de sorte qu^on ait 



l/- 



Xn = — 



3i/7 



— *fl, 



il en résultera 



lu = 3paiil. 

On voit donc que TefTet de la résistance d*un 
milieu très rare sur le mouvement d*nne planète 
très peu excentrique, serait de faire décroître 
indéfiniment le grand axe , d^angmentcr de même 



la vitesse angulaire n, et de produire dans cbacune 
des trois quantités e, «, •, une inégalité dont la 
période est la même que la révolution de cette 
planète. Non seulement le mouvement angulaire 
s^accélérerait de plus en plus, mais même la vi- 
tesse absolue; car elle est k peu près égale à an; son 
accroissement est donc aM-j-iItt; quantité posi- 
tive et égale à pa* n8. 

En négligeant tout-& fait Tcxcentricité, on a 



r =z a 



%=fndt+ •; 



si donc on désigne par h- et H, les parties du 
rayon vecteur et de la longitude qui proviennent 
de la résistance du milieu, on aura, au même degré 
d'approiimation , 

3 

Xr = — 2pa> », X» =r — pot* . 

2 

En vertu de cette diminution continuelle du rayon 
vecteur, qui s'élèverait à 4vpa* à chaque révolu* 
tiou de la planète , elle finirait nécessairement par 
atteindre la surface du soleil. 

Au reste, s'il esiste dans Pespace un éther qni 
influe sur le mouvement des astres, c>st sur les 
comètes que cette influence peut être sensible, 
à cause de la petitesse de leur masse, et parce 
que , toutes choses d^ailleurs égales , le cofficient p 
est en raison inverse de la masse du mobile. Et, en 
effet, on n^a reconnu jusqu*à présent aucune trace 
d'une résistance de Téther dans le mouvement des 
planètes et des satellites ; mais d'après les calculs 
de M. Enke , cette résistance parait influer d'une 
manière appréciable sur le mouvement de la co- 
mète récemment découverte, dont la révolution 
est d'environ 1200 jours. 



S m. Mouvement d^un point matériel soumis à une 

force centrale. 

234. Le problème que nous allons résoudre est 
l'inverse de celui du paragraphe précédent : on sup- 
posait alors la trajectoire et la loi du mouvement 
données par Tobservation , et il s'agissait de déter- 
miner en grandeur et en direction , la force n 
laquelle ce mouvement était dû } maintenant, oti 
suppose qu'une force constante dirigée vers un 
centre fixe, et donnée en fonction de la distancti 
du mobile à ce point, est appliquée à ce mobile, et 
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Ton propose dVn conclure la trojectoire et la loi 
du mouTeoicnt. 

Cette courbe DHB (fig. 56) sera comprise dans 
le plan passant par le centre fixe C, et par la direc- 
tion DA de la vitesse initiale. Je mène dan| ce 
plan et par le point C, deux axes rectangulaires Cs 
et Cy, dont le premier passe par le point de départ 
D du mobile, et qui seront les axes des coordon- 
nées. Au bout du temps t y compté depuis ce dé- 
part, je suppose que le mobile soit en H, et je 
désigne par « et y ses coordonnées CP et PH, par r 
son rayon vecteur CM, et par R sa force accéléra- 
trice , dirigée de M vers C et donnée en fonction 
de r; les équations du mouvement seront 



- = R, 

di* r 



dty y 

- = - - R; (l) 
df r 



et si la force R était dirigée suivant le prolon- 
gement de CH, il suffirait de changer les signes de 
leurs seconds membres. 

On en déduit immédiatement les deux intégrales 
premières 

(2r> -|- dv* 
sây — tfdx=:edif - 



df 



= — 2/Rrfr+6, 



dans lesquelles 6 et c sont les constantes arbi- 
traires ; et si Ton appelle I Tangle ULCx , de sorte 
qu^on ait 

« = r eos I , y = r sin I , 

ces intégrales deviendront 

dr» -^r* du 



r* dèzzzcdi t 



dt* 



'=z-^2f^dr + bs (8) 



d^où Ton déduira des valeurs de dl et Jl, de la 
forme 

di=zftdr, db=zfrdr, 

quHl ne s'agira plus que d'intégrer exactement 
ou par approximation. 
Rn éliminant dt entre les équations (2} on a 



- fe) + .- + 



2f^dr = 6 , (3) 



pour Téquation différentielle de la trajectoire. Si 
Von appelle v la vitesse du mobile au point M, 
on cura 

»■ = & — 2/Rd^ ; (4) 

et en représentant par ^ Tangle que sa direction 
fait avec HC, ses composantes seront 

dr di 

«cosl = , «sin^rrr — , 

di di 



dm 



suivant HC et suivant MH perpendicolairo à ce 
rayon vecteur. 

Les deux constantes 6 et o^ et celles qui seront 
introduites par Tintégration des valeurs de diet «II, 
se détermineront d'après la position et la vitesse 
initiales du mobile. Pour cela, je représenterai par 
Tria distance initiale CD, par « Tangle CDA qni 
pourra être aigu ou obtus, et par h la hauteur due 
à la vitesse initiale, de sorte que cette vitesse 

soit y2gh, en appelant y la gravité. Si Ton sup- 
pose que Tiotégrale/Rdr, qui entre dans les for- 
mules précédentes, soit nulle quand r=syj on aura 
d'abord 

b = 2yfc, 

d'après la valeur de v* . En vertu de l'équation 
r* dt =: edt^ la valeur de v sin ^ est la même chose 

e 
que ^ ; par conséquent, nous aurons 

r 

e =s y l'^2gh sin «. 

Quant aux deux autres constantes arbitraires, on 
les déterminera de manière qu'on ait I = et 
r=y quond < = 0, et le problème sera complète- 
ment résolu. 

235. Lorsque la force R est proportionnelle h la 
distance r, les variables jf et y sont séparées dans 
les équations (1), et l'on n*a pas besoin de recourir 
aux coordonnées polaires et aux équations (2). 

Soient, en effet, k la valeur de R qui répond 
&rs=^ et 

kr 
R = -. 

y 

sa valeur générale. Les équations (1) deviendront 

d*s kx dty Ay 

dt* y di* y 

et leurs intégrales complètes seront 

I y — + A' sin i \/^ - , 



s = A cos 



y r= B cos 



.v^- 



+ V sini 




A, A', B, B', étant les quatre constantes arbitraires. 
Pour les déterminer j on a, d'après les suppositions 
précédentes , 



jr = >,y = 0, — =:~ P^2yA cos 

dt 



., - = \/zgk 
di 



sin », 
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quand 4 = 0} d^on il rësalte 



cos 



A=>, A'K - = - V tS^ 

y 
y 



et, par conséquent ^ 



= y ^ cos I \y y/ 



Zgk 



cos « sin f 



y = > 




sÎD « sin < 




i/-), 



Ces formules nous montrent que les résolutions 
dn mobile autour du point G seront isochrones , et 



à8,|/L. 



leur dorée commune égale 
déduit 

y Sin « sin t yr — = y |/^ **~"i 



y sin « cos f 



On en 




— = 4; sin « -|- y cos «; 

y 



dVù il résulte. 



»> 




ce qui donne \/yk pour la vitesse v. La force cen- 
traie R et la force centrifuge — sont constantes et 

y 

tootes deux égales à k. 

Si la force R est répulsive au lieu d^étre attrac- 
tive, comme on Ta supposé, il faudra changer 
ien — h dans les formules précédentes. La tra- 
jectoire sera alors une hyperbole, et le mouvement 
cessera d'être révolutif. 

2JW. Prenons actuellement la force R en raison 
isTerse du cube des distances^ et représentons-la 
par 



R = 



r» \ 



i étant toujours sa valeur au point D. 
Noos aurons, dans cette hypothèse, 



2/Rilr = *> ( l ) 



I cause que l'intégrale doit s^évanouir quand r=» 



■^ y* + ( « sin • + y cos •)» = ^« sin* •, 
2yfc 



pour l'équation de la trajectoire, qui est, comme on 
voit, une ellipse dont le centre est au point G. 
Pour que cette ellipse soit un cercle, il faut qu'on 
ait « = 90o et Ay = 2yJk. Dans ce cas le mou- 
vement est uniforme; car, diaprés les valeurs 
de « et y , on a 



, — = J/^^4 cos % 
dt 



En ayant égard aux valeurs de b et c, et faisant 

1 
yd, — 
y r dt 







dh 



r d% 

Téquation (3) deviendra 

d%* / *> \ ^ ^ 

— + {l )»'= • 

do* ^ 2yAsin* «^ sin* • S^Asin* « 

Le coefficient de s' pourra être positif ou négatif; 
je fais dono 



1 — 



= ±«'i 



iiyà sin* 

d'où il résulte 

ds* 

— . ± »« «» ac= OOt* • ± »* , 

dl* 

et, par conséquent , 
isd* = 



nds 



iX'cot* * ± n« ^ »• s* 
Dans le cas des signes supérieurs, on aura 



fil = arc ( sin = ] —- arc ( sin = 

^ \/ col* « -|- n* / ^ 



J/^cot* • -f «■ 



) 



18 
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ot, dans le cas des signes inférieors , 



ne = log M* + l/cot»> — n»4- n's» 

» '■{- cot • 

en obserrant qu^on ar=yets = l quand 6 = 0. 
De la première valeur de nS, on tire 

ns = cot « sin ii6 4~ " c^^ f*^* 

Le maximum de m ou le minimum de r répond à 
la valeur de 6, tirée de Téquation dz = 0, ou 

1 
tang fi6 = — cot « , 
fi 

pour laquelle on aura 

y i/ î 

j = — = K 1 + — c*»** •• 
r »■ 

Au delà de cette valeur de • , le mobile s^éloignera 
indéfiniment du point C, et son rayon vecteur r 
sera infini, pour la plus petite valeur de â tiré 
de Téquation s = 0, ou 

tang fit = — n tang •; 

valeur que 6 ne pourra atteindre qu^après un temps 

infini. En mettant à la place de t, la valeur de — 

s 

dans la première équation (2), on en déduira sans 
difficulté, i en fonction de %. 

Dans le cas de la valeur logarithmique de M, on 
aura, en passant aux nombres et désignant par t la 
base des logarithmes népériens , 

I» + I/cot« «— n* + »« s« =(»+ cot •) s"'; 

d*où Ton tire 

y \ nS l — n* 

s= — =— (ii + cot«)« '■\ (»— cot«)e j 

r 2n 2» 

ce qui montre que r diminuera indéfiniment, en 
sorte que le mobile décrira une spirale autour du 
point G, et atteindra ce point après un nombre 
infini de révolutions. 

Si Ton fait « = 90o, pour simplifier, on aura 



r == 



8> 



nt — Ht ' 



pour Téquation de cette spirale. La première équa- 
tion (2) devient 

, Ay d% 



(ftl — ii0\«' 
e +e ) 



et, en intégrant, on a 



Ml 



l/i^ 






237. Pour dernier exemple, supposons, comme 
dans la nature, la force R en raison inverse du 
carré des distances ; de sorte qu^on ait 

R = -, f^ir = *^ ( l _ 1 ) ; 

k étant Tintensité de cette force au point D, pour 
lequel Tintégrale est supposée nulle. 
Si Ton fait 



- = P, 2*^ - 6 = C, 

r 

Téquation (3) de la trajectoire deviendra 



c« — = 2*y« p— 0» p« — C^ 



d^où Ton tire 



à% =: 



Clfp 



En intégrant et désignant par m la constante arbi- 
traire, on aura donc 

* ^ ( A>« - c« p N 

= M -^ orc 1 cos = — jinzziiziziiir I \ 

ce qui donne 



*7.« rz=.c^ — r |/^*» ^4 — c« C cos ( • — • ) , (o) 

en mettant m -{- « à la place de m , afin que » soit 
la valeur de % qui répond à la plus petite valeur 
der^ c^est-à-dire, au point de la trajectoire où 
le mobile est le plus rapproché de C. 

Pour en déduire Téquation de cette courbe en 
coordonnées rectangulaires, je fais 

a?' = r cos (S — •), y' = rsin(ê — ••)} 

«-' et ^jf seront les coordonnées du mobile rappor- 
tées à des axes Cjt' et Cy', tels que Ton ait âr'Cx 
= « ; on aura 

y« 4- y»» = r» ; 

et en élevant au carré les deux membres de Téqua- 
tion (a) de la trajectoire, elle deviendra 



\,% yU y'i -|-Ccî «'« =c4 — 2c> x'[/k' y^ — c»C. 

Or, sous cette forme, on voit qu'elle appartient à 
une section conique, qui sera une ellipse, une 
parabole ou une hyperbole, selon que la constante 
C sera positive, nulle ou négative. On voit aussi 
que, dans tous les cas , le point C sera un foyer de 
cette courbe ; car , diaprés Téquation (a), le rayon 
vecteur r est une fonction linéaire de Tabcisse «' j 
ce qui n^a lieu , dans les trois sections couiques , 
que quand Torigine des coordonnées est un de 
leors foyers. 
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A muse de 6 = 9gh, on onra 

C r= 2ky — 2ghi 

il sVnsnît donc que le sîgne de C, et, par con- 
séquent, la natnro de la section conique qui sera 
décrite par le mobile, ne dépendra que de sa dis- 
tance et de sa '?itesse initiales, et nullement de la 
direction de cette vitesse; en sorte que différens 
points matériels partant d'un même point D , avec 
des vitesses égales, décriront tous des sections 
coniques de même nature, quelles que soient leurs 
directions initiales. Si Ton a, par exemple, ks:=g, 
la courbe décrite sera une ellipse, une parabole ou 
une hyperbole, selon que la hauteur due & la 
vitesse initiale sera moindre que CD, é;i;ale & cette 
distance, on plus graude. 

238. Bans le cas de l'ellipse, Téquation (a) 
montre que la plus grande et la plus petite valeur 
de r, répondant à 6= « 4" * ®^ 6=r«; en les dési- 
gnant par a{\'^' ê)ei a (1 — e), de sorte que a 
soit le demi-grand oie et e Pexoentricité, on aura 
donc 



( ky* -. y/k*yk^ ctC) o ( l + « ) = c» , 
{ ly -I- \/k* ^4 — C' c ) o ( I — • ) = c« , 
on, ce qui est la même chose, 

Ca ( 1 + • ) r= *y« + \/k*yk^ e* C, 

Co ( 1 — « ) = *y« — |/^A* yi — c* c. 

£n ajoutant ces équations et les multipliant mem- 
bre à membre, il vient 

Ca = ky* , Ca« { 1 — e« ) = c« . 

Si Ton y met pour C et c leurs valeurs 

C= 8( »y — yA), û s=: y I/SJa sin •, 
on on déduit 



2{ky '-'gh)a^ky* , 
>i l/l — •»=a l/9h{ky^gh) sin 



J 



(») 



ce qui fait connaître le demi-grand axe et Texcen- 
tricité. On déterminera Tangle « en faisant , & la 
fois, I =1 et r = 7< dans l'équation (a). Ainsi, les 
dimensions de l'ellipse et la position de son grand 
axe seront complètement déterminées, d'après la 
position , la vitesse et la direction initiale du mo- 
bile. Quant à son mouvement sur cette courbe, il 
est connu par les formules (a), (6), (c), du n«220. 
Le carré de la vitesse & un instant quelconque 
est, d'après la formule (4} du n» 234 , 



V = igh — 2ky 4" 

ou, ce qui est la même chose j 



2ky* 



V* 



=-(---)■ 



& cause de la valeur qu'on Tient de trouver pour o, 
et en faisant ky* == fi , de sorte que fi soit ici 
comme dans la formule du n? 226, l'intensité de la • 
force centrale à l'unité de distance. 

239. Il ne sera pas inutile de considérer en por- 
ticulier le mouvement parabolique que l'on prend, 
par approximation, pour celui des comètes pendant 
la durée de leur apparition. 

A cause que l'on a , dans ce cas , C = ou 
ky = gh, les équations (6) donnent a r= x) et 
ê=ly ce qui a eETectivement lieu dans la parabole. 
La formule (c) se réduit à 



eu appelant u la vitesse dans un cercle du rayon r, 
on aurait, en vertu de la même formule , 

u*=z — ; 

r 

par conséquent , à distance égale du soleil , la 
vitesse d'une comète est à celle d'une planète qui 

décrirait un cercle, comme l/^ est i 1. 
En général, les équations (6) donnent 

kya (1 — •)(!-{-') = ^gky sin* «, 

en élevant au carré les deux membres de la der- 
nière, et les multipliant ensuite par ceux de la 
première. Si donc on appelle p la plus courte dis- 
tance de la comète au soleil, de sorte qu'on ait 

;? = o (1 — #), 

et qu'on fasse A^ = ^A et # = 1 , on aura 

p z=z y sin» «i 

ce qui détermine la distance périhélie, au moyen 
de la distance et do la direction initiales du mobile, 
que l'on suppose connues. 

Je fais C=zOeiky=:gh dans l'équation (a), et 
j'y mets pour c> sa valeur de 2gky* sin* «; elle 
devient 

r =z 2y sin» « — r cos ( • — « ) j 
d'où il résulte 



1 4* cos ( 6 — • ) ' 



w 



(«) 



pour l'équation de la trajectoire. Si Ton y fait 
6 = et r = y, on en déduit 

y{l + cos m) =r SJp, cos — « = sin «; 

ce qui détermine l'angle « que fait le rayon vecteur 
du périhélie avec celui qui aboutit au point de dé- 
part dn mobile. 
Je substitue les valeurs de c et de r, danrla pre- 
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miére équation (3) du n* 884| et ]e fais, pour 
abréger, 

y y gh sin « 



P* 



il en résulte 



4d» 



[ 1 4- ces ( f — » ] ]> 



= Il l/iiii. 



Bn obserrant que 

1 + ces ( • — I* ) 
et faisant 



= 8 cos« i. (« — .), 



on aura donc 

<H ndi 

cos4 4 "^ 1^^» 

d*où l'on tire, en intégrent et désignant par t la 
constante arbitraire , 

(3 + tang«4) tang 4 + • = --—• 

Pour déterminer cette constante, on a, en même 
temps, 

l=:0, « = 0, 4 = - 1 .. 

et à cause de cos 1/2 « = sin «« il en résulte 

# = (34* cot« « ) cot a. 

En appelant If le temps écoulé depuis le départ 
du mobile Jusqu'à son passage au périhélie, on 
aura à la fois 



i = If. 



e = 



4 = 0, 



et, par conséquent, 



if s= 



3r 



Cela étant, désignons par le r le temps compté 
à partir de Tinstant de ce passage , de sorte qu'on 
ait I = f' -f- r, nous aurons 



:)ftr 



[3 + tang. ^.(•-•)]tangi.(§-.)=:— ; («) 

en résolvant cette équation du troisième degré, on 
aura donc tang 1/3 (• « •) en fonction de r, et, 
par suite, r et 9 à un instaot quelconque : le temps 
r sera positif après le passage au périhélie, et néga- 
tif avant ce passage. 
A cause de 

ghy = ky = ^, ^ l/y 9i„ . = |/^, j 



la Talenr précédente de » est h même que 



-.f 



elle est donc, d'après l'équation oS n» =/• du 
n» 238, la vitesse moyenne angulaire d'une pla- 
nète dont le demi-grand axe serait égal à p ; et 
si l'on appelle i celle de la terre et I son demi- 
grand axe, de sorte qu'on ait 







on en conclura 



ill/ l 



,— 1 



pi/p 

pour la valeur de «. 

240. Cette analyse montre qu'en considérant 
la détermination du mouvement d^une comète, 
comme un problème de dynamique , et supposant , 
en conséquence, que sa position, sa direction et sa 
vitesse initiales soient connues, on peut déduire 
de ces données , la distance p du sommet de la 
parabole à son foyer, l'instant du passage du mo- 
bile par ce sommet ou la valeur de <', et la posi- 
tion de l'axe dépendante de l'angle m ; les équa- 
tions (c), (c(), (e), font ensuite connaître la vitesse 
de la comète et sa position sur sa trajectoire à 
un instant quelconque ; et comme le plan de cette 
courbe est celui qui passe par le centre du soleil et 
par la direction de la vitesse initiale , il s'ensuit 
que le mouvement est complètement déterminé. 
Mais le problème astronomique est différent. Lors- 
qu'on découvre une comète, les observations ne 
donnent pas immédiatement le plan de son orbite, 
sa distance au soleil, sa vitesse et sa direction, 
à l'instant où elle apparaît; en sorte qu'en prenant 
sa position à cet instant, pour son point de départ, 
les constantes y^ h, •, ne sont pas données comme 
dans le problème précédent. La question consiste 
alors à déduire des observations, les valeurs de 
cinq quantités , savoir : l'inclinaison de l'orbite 
et la longitude de son nœud ascendant sur le plan 
de récliptique , ce qui déterminera le plan de 
l'orbite; la longitude du périhélie et sa distance 
au soleil , d'où il résultera la position de l'orbite 
dans son plan ; et , enfin , le temps correspondant 
au passage de la comète par son périhélie. Lorsque 
ces cinq inconnues sont déterminées, les équations 
(c}, (cQ, (s), représentent, comme précédemment, 
le mouvement de la comète dans son plan. Or, 
chaque observation de la comète donne son ascen- 
sion droite et sa déclinaison; trois observations 
fournissent donc six données, et , par conséquent, 
six équations qui sont plus que suffisantes pour 
déterminer les cinq inconnues; et cela permet 
de remplacer deux de ces équations par leur com- 
binaison la plus propre à diminuer l'influence des 
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erreiin deg observaiioiif. Les Tslenri approchées 
des cinq ëlëmeos qu'on Tient d'énumérer étant 
ainsi conclues de trois obserYations faites à Tépo- 
qae de Tapparition , les observations subséquentes 



•errent ensuite k corriger ces premières valeurs et 
à vérifier les formules (cQ et (e). 

Hous ne poiiYons qu^indiquer ici ce problème 
d'astronomiCi dont il existe différentes solutions. 



CHAPITRE VII. 



DIGRESSION SDR L ATTRACTION UNIYBRSELLE. 



241. Lttjmmtâ maUrûU de touê U$ eorpê t'atii' 
rmt mutu^kmêmi , m misoit dlrvof* dM mastês, et 
mttne du carré dès digtameêt. 

Cette grande loi de la nature, que Newton a dé- 
couverte , est une conséquence nécessaire de Tob- 
Mrvation et du calcul. On peut voir, en effet, dans 
l^EspoêUiM du Syêtèmê du Monde, comment, en 
en partant de Texpérience, on est conduit, sans 
«ucnne hypothèse et par une suite de raisonnemens 
rigoureux, au principe de Vaitraotûm unwêrseBê. 
Les développemens de ce principe sont Vobjet spé- 
cial de lo Méettmquê dlêêtê, 1)ans ce chapitre, 
nous nous bornerons à en exposer succinctement 
les principales conséquences. 

842. La force qui retient les planètes dans leurs 
orbites, est la résultante de Tattraction exercée par 
tooB les points matériels du soleil sur tous ceux de 
chaque planète. Vu la petitesse des dimensions du 
loleil et des planètes par rapport aux distances qui 
les séparent, on conçoit que ces attractions peu- 
vent être regardées, avec une approximation suffi- 
lante, comme des forces parallèles et égales dans 
toute rétendue d'une même planète; leur résultante 
est alors égale à leur somme, et la distance testant 
Il même, la force motrice de chaque planète est 
proportionnelle au produit de sa masse et de celle 
an soleil; ce qui devient encore plus exact, à 
cause de la forme à peu près sphérique de ces 
deux corps, lorsqu'on prend pour leur distance 
celle de leurs centres de gravité (no 99). 

Supposons donc, pour exprimer numériquement 
l'inlensité de cette force, que Ton prenne une 
certaine distance, par exemple, celle du soleil 
i la terre, pour unité linéaire; choisissons une 
niasse et un intervalle de temps déterminés pour 
unités de ces deux sortes de quantités ; et prenons 
enfin pov unité de force, comme dans le n» 1 18 , 



la force accélératrice constante qui produit dans 
l'unité de temps une vitesse égale à l'unité de 
longueur. Concevons maintenant deux corps dont 
les masses soient égales à celle qu'on a prise pour 
unité, et qui soient placés à une distance Tun 
de l'autre égale à l'unité linéaire; soit/* la force 
attractive de l'un des deux corps sur l'autre, c'est- 
i-dire, lo rapport numérique de son intensité à 
celle de la force choisie pour unité; soient aussi 
H et m la masse du soleil et celle de la planète : la 
force motrice de la planète sera fMm, & l'unité de 



JU 



m 



distance, et deviendra:— — , à la distance quel- 

r» 

conque r. 

La grandeur de la quantité que nous désignons 
par f, dépend du pouvoir attractif dont la matière 
est douée; ce pouvoir est le même, à égalité de 
masse et de distance, pour tous les corps de la 
noture; rien jusqu'à présent, ne fait soupçonner 
qu'il augmente ou diminue avec le temps ; et nous 
avons lieu de penser qu'il a été et qu'il restera 
constommeut le même. 

243. La force motrice de la masse M , due à l'at- 



traction de m, est aussi représentée par 



fmSL 



de 



r* 



manière que la réaction de chaque planète sur 
le soleil est égale et contraire à Tuctiou de cet 

. /*■• 
astre sur la planète; mais la force motrice^—*, 

agissant sur les deux masses H et m, leur impri- 
mera à chaque instant des vitesses infiniment pe- 
tites qui sont réciproquement proportionnelles à 
ces masses, ou, autrement dit, leurs forces accélé- 

fm /M 
ratriccs sont — vl — . Il en résulte que si ces dciii. 
r» r» 
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corps gont abandonnés, sans aucune vitesse ini- 
tiale, à leur attraction mutuelle, ils s^avanceront 
l'un rers Taulre en parcourant, dans le même 
temps, des espaces qui seront en raison inrerse 
de leurs masses j ils se joindront au centre de 
gravité de M et m, qui partage leur distance primi- 
tive en deux parties réciproquement proportion- 
nelles aux masses. 

En général, si la planète est projetée dans Pes- 
#pace suivant une direction quelconque, et qu^on 
propose de déterminer son mouvement opparent 
autour du centre du soleil, regardé comme un 
point fixe, il faudra concevoir que Ton imprime 
à chaque instant à cet astre, une vitesse infini- 
ment petite, égale et contraire à celle qu^il reçoit 
de Tattraction de la planète; mais, afin de ne 
point altérer le mouvement relatif de ces deux 
corps, il faudra, en même temps, imprimer cette 
vitesse à la planète ; ce qui revient à lui appliquer 
une force accélératrice égale et contraire à celle 
du soleil ; donc , dans le mouvement dont il est 
question, la force accélératrice de la planète m 
sera constamment dirigée vers le soleil H, et égale 

/M fm 
ù la somme des deux forces — et — ; si donc on 

r« r» 

veut Texprimer par — comme dans le no 225, il 

r» 
faudra prendre 

/* = / ( M + m ). 

Ainsi, Ton devra substituer cette valeur dans 
les différentes équations du mouvement elliptique 
qu'on a donné précédemment; par conséquent, 
Téquation 



4»' 0* 



T« 



= Ml 



du n» cité, donnera 
T« 



4ir> 



ai /(M + m)' 



(ï) 



T étant toujours le temps de la révolution de la 
planète, et a le demi -grand axe de son orbite. 
T« 
Le rapport — qui dépend , comme on voit, de la 
o' 

quantité m, difTércrn donc, pour deux planètes dont 
les masses sont inégales ; en sorte qu^on ne peut 
pas supposer qu^il soit rignurenscment le même 
pour toufes les planètes. Cependant les observa- 
tions qui conduisent à la troisième loi de Kepler, 
prouvent que ce rapport est sinon exactement , du 
moins à très peu près constant; il en faut donc 
conclure que les masses des planètes sont très 
petites par rapport à celle du soleil; ce qui fait 

T« 
que le rapport — du carré du temps au cube de 

ai 
la distance moyenne varie très peu en passant 



d'une planète k une autre. La masse de Jupiter, la 
plus considérable do toutes, est effectivement 
moindre qu'un millième de la masse du soleil. 

244. C'est pour cette raison que Tattraction mu- 
tuelle des planètes ne produit que des p€riur~ 
bâtions, ou très lentes , ou très peu considérables , 
dans le mouvement elliptique dû i Tattraction du 
soleil. En effet, les masses de deux planètes étant 
m et Mip la force motrice dirigée de Tune vers 

l'autre, est exprimée par —-^, à la distance f; 

la force accélératrice de m provenant de l'attrac- 

tion de m,f sera donc — ; et comme la distance f 

r 

ne devient jamais très petite par rapport à la dis- 
tance r de m au soleil, il s'ensuit que si m, est une 
très petite fraction de M, le mouvement de m 
produit par l'attraction solaire devra être fort pen 
modifié par l'attraction de m,. 

Les perturbations planétaires peuvent donc être 
déterminées par la méthode de la variation des 
constantes arbitraires,, que nous avons expliquée 
précédemment (n» 220). Elles sont de deux espèces. 
Les unes consistent en des wé^oUiàê phiodiqmêt 
généralement très petites, dont les périodes com- 
prennent des multiples peu considéral^s, en gêné» 
rai, des révolutions de la planète troublée et de la 
planète perturbatrice. Cependant lorsque leurs 
moyens monvemens approchent d'èlre commensu- 
rables, ces périodes peuvent devenir beaucoup 
plus longues, et les inégalités beaucoup plus 8ensî% 
blés. Ainsi, les moyens mouvemens de Saturne et 
de Jupiter étant à peu près entre eux comme 
2 et 5, Laplace a trouvé qu'il résulte de l'attrac- 
tion mutuelle de ces deux planètes , une inégalité 
dont la période est de 030 ans, et dont le maximum 
est d'environ 48' dans la longitude de Saturne, 
et d'à peu près 20' dans celle de Jupiter. 

Les autres perturbations des planètes sont : 1» les 
mouvemens progressifs du périhélie et des nœuds 
de leurs orbites , dans lesquels ces points parcou- 
rent la circonférence entière , en des temps extrê- 
mement longs qui peuvent surpasser un millier 
de siècles ; 2» les variations séculaires qni affec- 
tent les excentricités et les inclinaisons de ces 
orbitik, ainsi que les longitudes moyennes des 
planètes , dont les périodes sont semblables aux 
précédentes, et dont les amplitudes, peu consi- 
dérables , ne sont pas encore bien connues. 

Hais tandis que ces divers élémens du mou- 
vement elliptique Tarient simultanément en vertu 
de l'attraction planétaire , il est très remarquable 
que cette force n'altère aucunement les grands 
axes des orbites et les moyens mouvemens des 
planètes qui seront les mêmes à toutes les épo- 
ques, ainsi que les temps des révolutions, liés 
aux grands axes par l'équation(l). Toutefois, les 
variations séculaires des longitudes moyennes en 
produisent de semblables dans les intervalles entre 
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deux retoars consécutifs à un même point fixe; 
elles sont insensibles dans le mouvement ^es pla- 
nètes, mais non pas dans celui des satellites, et 
particulièrement dans le mouirement de la lune, 
qui s'accélère, pour oette raison, de siècle en 
siècle. 

La force accélératrice qui prorient de Tattrac- 
tton d^une planète m,, sur une autre planète m, 
étant indépendante de la masse m et proportion- 
nelle à la masse m,, on conçoit que les pertur- 
bations dues à cette force et observées dans le 
mouvement de m autour du soleil, peuvent servir 
à déterminer le rapport de la masse OT|, à celle 
de cet astre. Ainsi, par exemple, d'après la grande 
inégalité de Saturne, produite par l'action de Jupi- 
ter, on a trouvé la masse de cette dernière planète 
égale À 1/1070 de celle du soleil. Nous indiquerons 
tout à Theure un autre moyen de calculer la masse 
des planètes , quand elles sont accompagnées d'un 
ou plusieurs satellites. 

Les comètes, i cause de la petitesse de leurs 
masses , ne produisent aucun effet appréciable sur 
les planètes j mais leurs mouvemens sont troublés 
par les attractions planétaires, et Ton détermine 
aussi par la méthode du n9 220, leurs pertur- 
bations qui inflnent considérablement sur les épo- 
ques de la réapparition de chaque comète, c'est-à- 
dire, sur rintervalle de temps compris entre deux 
possages consécutifs à son périhélie. 

245. Soient m' et m les masses d'un satellite 
et de su planète, et W la distance de leurs centres; 
b force motrice du satellite, dirigée vers le centre 

fmm» ^ 



de la planète, sera aussi exprimée par 



r»» 



cette distance W ; le coeiBcient / étant le même 
que précédemment. Dans son mouvement apparent 
autour de la planète, la force accélératrice du satel- 

/»• 

lîte aura pour ei pression — , en faisant 

^'=/(m-h m'). 

Je représenterai par a' le demi-grand axe de 
l^orbite do satellite, et par T' le temps de sa révo- 
lution ; en appliquant Téquation (I] à son mouve- 
ment, on aura 



T« 



4n* 



et si l'on divise ces deux équations membre à 
membre, afin d'éliminer le coefficient/*, il en 
résultera 



T» 


«'* m -H m' 


r. 


ai M + m 



Or, SI Ton excepte la lune, les masses des satel- 
lites sont très petites par rapport à celles de leurs 
planètes respectives : la masse d*un satellite de 
Jupiter, par exemple, n'est pas un dix-millième de 



celle de cette planète ; on peut donc mettre m & la 
place de m -{- m' dans celte dernière équation , 
et comme a, a', T, T', sont des données de l'obser- 
vation, elle pourra servir à déterminer le rapport 
de m & H. C^est de cette manière que Newton 
a trouvé pour la masse de Jupiter, 1/1067 de celle 
du soleil; ce qui diffère peu de la fraction 1/1070 
qu'on a obtenue depuis par un outre moyen. 

240. L'attraction mutuelle des satellites d'une 
même planète , quand elle en a plusieurs , et Tiné- 
galité d'action du soleil sur chaque satellite et sur 
sa planète, produisent dans les moiivemens ellip- 
tiques des satellites , des perturbations analogues 
à celles que nous venons d'indiquer pour les pla- 
nètes. Les perturbations provenant de l'action ré- 
ciproque des satellites, font connaître les rapports 
de leurs masses à celle de la planète , dont l'at- 
traction produit leur mouvement elliptique. Hais 
ce moyen manquant pour la lune, on y supplée 
par d'autres considérations, parmi lesquelles je 
Ttis indiquer l'action de ce satellite sur les eaux 
de la mer. 

Soient C (fig. 66) le centre de la terre , A celui 
de la lune , H uu point quelconque du sphéroïde 
terrestre ; faisons 

CA r= « , AH = p , en = r , 

et appelons x l'angle ACM; nous aurons 

f» cr •« — 2ar cos X 4" r» ; 

et »i nous abaissons du point H la perpendiculaire 
MB sur la droite AC, nous aurons aussi 

MB = r kiu X , AB = « — r cos x. 

Au point M, la force accélératrice provenant de 
l'attraction de la lune et dirigée suivant SA, aura 

pour valeur — , en désignant par m' la masse du 

satellite, et par f le même coefficient que pré- 
cédemment. Les composantes de cette force sui- 
vant la perpendiculaire MB et la parallèle MD à 
la droite AC, seront donc 

ftn'r sin x fm' « fm'r cos x 



r 



f' 



Je substitue la valeur de p dans ces quantités; 
et la plus grande valeur de r, c'est-à-dire, le 
rayon du globe terrestre, étant, à peu près, un 
soixantième de «, je néglige le carré de r; en fai- 
sant alorf 



/• 



.1. 



m'f sm X 2fm'r cos x 

— - A ** — - ml 

V, V , 



les deux composantes de l'attraction lunaire seront 

/-' 

# et — 4" t'- Tous les points de la terre sont done 
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soUicitéftparallélementà CA par une force constonte 

/«' 

et égale k — , et, en oatre, par des forces f et V 
«■ 

dont la résultante varie en grandeur et en direc- 
tion d'un point H à un antre, et est nulle au 
centre C. Or , il est évident qu^n- vertu de la 

fm' 
force — , la masse entière de la terre se portera 

vers la lune , d^un mouvement commun à toutes 
ses parties, sans que les points de la partie fluide 
changent de position relative; c'est donc aux forces 
# et f ' appliquées aux difTérens points de la mer , 
que seront dus le flus et le reflux produits par 
l'action de la lune. 

La masse du soleil étant H, et a sa distance à la 
terre, si Ton désigne en outre, par fi, 4i 4'i ^^ 
que deviennent a, f , #', reliitivenient à cet astre, 
on aura de même 



+ = 



fUr sin /• 



aS 



4' = 



2/Br cos /• 



aS 



pour les composantes de la force provenant de 
Taction du soleil , qui concourent au phénomène 
des marées. En les comparant aux forces f et #', on 
voit que pour un point de la mer, dont le rayon 
vecteur r fait le même angle a ou /* avec le rayon 
vecteur de la lune ou du soleil, les actions de 
ces deux astres, qui produisent les oscillations 
de la mer , sont entre elles comme leurs masses, 
divisées par le cuhe de leurs distances au centre 
de la terre. Or, on conçoit que, toutes choses 
d^ailleurs égales , les grandeurs de ces oscillations 
doivent être entre elles comme les forces corres- 
pondantes ; si donc on désigne par m le rapport de 
la marée lunaire à la marée solaire, dans un même 
lieu de la terre et pour des positions semblables 
des deux astres, on aura 



m' 



*H 



équation dans laquelle on prendra pour « et a les 
distances moyennes de la lune ou dn soleil à la 
terre, et d^où Ton tire, 



m 



a^ m 



en appelant m la masse de la terre. 

D'après les lois différentes que suivent les ma- 
rées lunaire et solaire, on peut effectivement, dis- 
tinguer les unes des autres, et déterminer leur 
rapport en chaque lieu de la terre. La moyenne 
d'un grand nombre d^observations, fuites dans le 
le port de Brest , donne * 

u = 2,3633 , 

pour la valeur de ce rapport. Iji distance a est, 

* Uéfami^m eéléMtt,xowaa V, page 106. 



à très peu près, 400 fois la distance «, et la 
masse M, comme on le verra tout à Theure, aussi à 
très peu près, 366000 fois la masse m. Au moyen de 
ces valeurs, on trouve, diaprés la formule pré- 
cédente, la masse de la lune égale à 1/76 de celle 
de la terre. 

Indépendamment des oscillations de la partie 
fluide de la terre, les actions du soleil et de la lune 
produisent encore , dans le mouvement dn sphé- 
roïde terrestre autour de son centre de gravité, 
à raison de sa nou'sphéricité , des perturbations 
que nous ferons connaître lorsqu'il sera question 
du mouvement de rotation d'un corps solide. 

247. On peut remarquer que la composante des 
forces f et f', suivant le prolongement ME dn 
rayon CH, est f' cosa —f sin à; en sorte qne sa 
valeur est 



( 2 cos» A — 8in> A ) 



/' 



mr 



76«» 



C'est la diminution de la pesanteur an point H, 
produite par l'oction de la lune. Or, en supposant 
que H appartienne k la surface de la terre, et dési- 
gnant par g la gravité en ce point, on a aussi 
fm=sgr* , k très peu près ; d'aiÛeurs, le mojrMiM» 
de 2 cos* X — sin» a répond à a=30, et est égal à 2. 
La plus grande valeur de cette diminution de pe- 

2on 
sauteur sera donc- ; quantité à peu près égale 

à un huit'millionième de y, en prenant 60 pour 

le rapport -«. Pour que l'influence de l'action 

r 
lunaire sur la longueur du pendule à secondes fût 
appréciable, il faudrait donc pouvoir porter l'exac- 
titude jusqn^à la seconde décimale au delà des 
cent - millièmes , où l'on s^arrête ordinairement 
dans la mesure de sa longueur. Cette influence 
produirait, dans la mesure du temps, une inégalité 
réglée sur le mouvement de la lune, dont le masû 
mum ne s'élèverait qu'à un demi-centième de se- 
conde en un jour. 

248. Abstraction faite de la force centrifuge due 
à la rotation de la terre, la pesanteur que nous 
observons à sa surface est la résultante des attrao 
lions exercées par tous les points du sphéroïde sur 
choque point matériel, laquelle résultante ne dé- 
pend que de la position et de la masse de ce point, 
et nullement de la nature du corps auquel il appar* 
tient) c'est, en effet, ce que Texpérience a pleine- 
ment confirmé. L'intensité de cette force doit di- 
minuer à mesure qu'on s'élève an-dessus de la 
surface do la terre ; et c'est aussi ce qui résulte 
des observatious du pendule , faites à différentes 
hauteurs. De plus, la pesanteur terrestre, diminuée 
dans le rapport du carré du rayon de la terre 
au carré du rayon de l'orbite lunaire, doit être 
la force accélératrice qui retient la lune dans son 
orbite. Or, la distance du satellite étant, à peu 



DTRAnQUS» PREntRE PARTIS. 



145 



près , 60 fois le rayon de la terre, il s^ensuit qae la 
iuoe, si elle n^avait aucune vitesse, devrait tomber 
'«'ers la terre, de la même quantité en une minute 
qu^on corps quelconque, dans le vide, en nne 
seconde à la surface de la terre. Cette quantité 
n^est autre chose que le sinus verse de Tare que 
la Inné décrit sur son orbite en nne minute, ou, 
à très peu près, le carré de cet arc divisé par 
le diamètre de cette courbe ; et comme la circon- 
férence de Torbite est 60 fois celle de la terre, 
on en conclut que b quantité dont il s^agit est 



égale à 40 millions de mètres, multipliés par 



60 « 



en dësij^ant par n le nombre de minutes que con- 
tient nne révolution lunaire. Il faut donc, d*après 
bi valeur de la gravité g qu'on a trouvée par l'ei 
périence du pendnie , que ce produit soit à très 
peu près égal à 4n,00 ; on trouve , effectivement, 
4» ,88 pour sa valeur, en observant que n=30848. 
La différence serait encore moindre, en ayant égard 
à diverses circonstances dont nous avons fait ab- 
straction pour simplifier la démonstration. 

La pesanteur terrestre est donc un cas parti- 
culier de Tattraction universelle ; et , pour cette 
raison. Ton appelle aussi cette force générale la 
ptsantêupf ou la yr^pùatûm unwêraeUê, 

249. A oanse que la terre s'écarte peu de la 
forme sphérique , Tattraction qu'elle exerce sur 

/«• 

un point de sa surface est à peu près — , comme celle 

r» 

d'une sphère, en désignant par m sa masse, par r 
son rayon, et par f le coefficient de Tattraction 
QDif erselle. Cette valeur approchée doit^tre tout- 
à-fait exacte pour les points appartenant à un cer- 
tain ^ra//à/is; et, d'après la théorie de Tattraction 
des sphéroïdes peu différent d^une sphère, ce pa- 
rallèle est celui dont le carré du sinus de la lati- 
tade est 1/3. Sur ce parallèle, la pesanteur a pour 
mesure 9n,79386 (no 193); mais, pour l'égaler 
à Tattraction terrestre, il faut préalablement l'aug- 
menter de la composante verticale de la force cen- 
trifoge, laquelle composante est égale, sous ce pa- 

Z 

rallèle à la fraction ^~-m de la gravité (n» 178). 



;54»9 



Donc, en faisant 



t = (9-,7M8e ) ( » + -^^ ) = 9-^ie46, 



on pourra regarder cette valeur de la gravité, ainsi 
modifiée, comme égale h l'attraction de la terre, et 
poser Téquation 

fm 
g — —. 
r» 



En la multipliant membre à membre par l'équa- 



tion (l) du n» 243, appliquée au mouvement de la 
terre autour du soleil, on en conclut 



H -|- m 4»» a^ , 

formule qui va servir & déterminar le rapport de la 
masse de la terre à celle du soleil. 

Si l'on conçoit un triangle rectangle qui ait pour 
base le rayon de la terre, et pour hauteur sa dis- 
tance au soleil, le petit angle opposé h la base 
est Iti panUloMê dn soleil, que Ton détermine di- 
rectement par des observations astronomiques, et 
que l'on peut aussi déduire d'une certaine inégalité 
produite dans le mouvement de la lune par l'ac- 
tion du soleil , que l'on appelle l'inégalité paral- 
lacÈi^, La grandeur de la parallaxe varie avec 
le rayon de la torre et son éloignement du soleil 
auxquels elle répond ; ponr la distance moyenne a 
et pour le rayon r qui aboutit au parallèle dont 

le sinus de la latitude est \/ 1/3, sa valeur est 
8",60. On a, par conséquent, 

r 

— = tang 8",60, a = (23984 ) r. 
a 

Sous ce même parallèle , et en prenant 1/290 pour 
Paplatissementde la terre, on a 

r =r 6364551», 

pour son rayon* Le temps de sa révolution autour 
du soleil, exprimé en secondes) est 

T = ( 86400 ) ( 365,^56374 ). 

Au moyen de ces valeurs et de celle de g, qui sup- 
pose aussi qu'on a pris la seconde pour unité de 
temps, on trouve 



m = 



354592 



250. Le soleil est nne sphère d'un rayon égal 
à 110 fois celui de la terre; on connaît donc le 
rapport des volumes de ces deux corps et celui 
de leurs masses , d'où l'on conclut immédiatement 
le rapport de leurs densités moyennes : celle du 
soleil est, à peu près, le quart de la densité de 
la terre. 

A la surface de cet astre, l'attraction est expri- 
mée par 

en appelant R son rayon. A cause de 

R = llOr, ^ = — , 

r« 

cette quantité est la même chose que 

gH 



{ IlO)» m ' 



19 
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et elle a pour valeur (29,6) g, fl*«prés celle de 
H 

— . La durée de la rotation du soleil autour de son 
m 

aie étant de26/,6, la force centrifuge & son équa- 
/eiir n'est que le sixième de cette force à Téqua- 
teur de la terre. En négligeant donc la diminution 
qu^ello produit dans la pesanteur & la surTace du 
soleil , on voit que le poids d^un corps à cette sur- 
face est 20 fois et demie le poids du même corps à 
la surface de la terre, et que les corps y parcourent 
à peu près 146 mètres dans la première seconde de 
leur chute. 

En appliquant successÏTement Péquation (1) du 
no 243 à la terre et à une autre planète, et sup- 
posant que les qnantités m, a, T, relatives à la 
terre , deviennent mi , Oi , Ti , par rapport à 
la planète , on en conclura • 



a»* 



o» 



M + m, T^' 



par Télimination de/. Connaissant la valeur de a 
par Tobservation de la parallaxe solaire, ou autre* 
ment, ainsi que lo masse m de la terre et 4a durée T 
de Tannée sydérale, cette équation servira & déter- 
miner la valeur du demi-grand axe a, d^une planète 
quelconque, lorsque sa masse mi et le temps T& de 
sa révolution seront donnés. Le procédé du n» 246 
pour déterminer cette masse, suppose seulement 
qu^on connaisse une valeur approchée du demi- 
grand axe. 

261. L'attraction exercée o la surface de la terre 
par une masse «considérable, telle qu'une haute 
montagne, fera dévier les corps pesaus de la direc- 
tion verticale , et le prolongement du /U d plomb 
n'ira plus rencontrer le ciel au zénith. Il s'en 
écartera en sens contraire des deux côtés opposés 
de la montagne ; en sorte que si tout est sem- 
' blable de part et d*autre, pour la forme de la mon- 
tagne et pour réloignement du fil à plomb, la 
distance angulaire des deux étoiles par lesquelles 
son prolongement ira passer , sera double de sa 



déviation. Cet effet a été observé, parles astro- 
nomes, au Pérou et en Ecosse ; mais , à cause que 
les masses des plus hautes montagnes sont encore 
très petites, eu égard à la masse de la terre, les 
déviations dont il s'agit sont aussi très peu con- 
sidérables, et ne s'élèvent qu'à de petits nombres 
de secondes. Voici tn exemple du calcul de la 
déviation du fil à plomb, due à l'attraction d'une 
masse donnée. 

Soit A (fig. 67) le centre d'une sphère homogène, 
suspendue à l'extrémité d'un fil inextensible et in- 
flexible, dont l'autre bout est attaché au point 
fixe C) soit aussi le centre fixe d'une antre 
sphère homogène qui agit sur la première. Le fil 
CA s'écartera de la verticale GB sans sortir du plan 
passant par cette droite et la ligne CO; et, dans sa 
position d'équilibre, il faudra que la résultante 
du poids de la première sphère et de l'attraction 
de la seconde vienne passer par le point fixe C. 
Or , ces deux forces seront appliquées au point A, 
l'une suivant la verticale AD, l'autre suivant la 
droite AO; et elles tendront k faire tourner lo 
fil CA en sens opposés autour du point C. Pour que 
leur résultante passe par le point 0, il faudra donc 
que leurs memens, par rapport à ce même point, 
soient égaux ( n** 46 ) ; par conséquent , si Ton 
appelle P et Q le poids de la première sphère ei 
l'attraction totale de la seconde , et que l'on dé- 
signe par p et g les perpendiculaires CE et CF, 
abaissées du point C sur les prolongemens de DA 
et de OA, on aura 

Pp = Qç , 
• 
pour l'équation d'équilibre qui devra servir à dé- 
terminer la déviation inconnue BGA. 

J'appelle s cet angle , y l'angle donné BCO, a 
et c les distances aussi données CA et CO, et y la 
distance inconnue AO; nous aurons 

y* = a> + c» — 2ac cos [y — *) , 
et, en outre. 



sin COA = 



o sin ( y — s) ac sin ( y — s) 



, p=: asm s. 



Appelons aussi m la masse de la terre mi celle 
de la sphère mobile, m' celle de la sphère atti- 
rante, in désignant toujours par/ le coefficient de 
l'attraction universelle , et représentant par r le 
rayon de la terre, les forces motrices P et Q auront 
pour valeurs 



P = 



fmmi , 



Q = 




et si p est la densité moyenne de la terre, p' 
celle de la sphère attirante, et r' son rayon , on 
aura aussi 

mp'r'3 



m 



tr> 



Au moyen de ces différentes valeurs , l'équatioii 
Pp = Qg se changera en celle-ci : 

pry* sin « = pV* osin(y — *), 

où il ne restera plus qu'à mettre la valeur de 
y pour en déduire ensuite celle de s. 

Je supposerai, ce qui a lieu généralement, la 
longueur CA du fil à plomb très petite par rapport 
à la distance CO. En négligeant a par rapport à c 
dans les valeurs de y, on aura simplement y = c; 
d'où il résultera 



Slll X 



siii {y — 9) 



p'r'3 
prc» 
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La deasité p' et le rayon r' de la sphère attirante 
restant les mêmes, la valeur de s que l'on tirera de 
cette équation sera d'autant plus grande que la 
distance c sera plus petite, et que Tangle y appro- 
chera davanUge d'être un angle droit ; et comme c 
ne peut pas être moindre que le rayon r', il s'ensuit 
qu'on aura le masimtan de déviation du fil à plomb 
que puisse produire l'attraction d'une sphère don- 
née , en prenant c = r' et 7 = 90» ; ce qui réduit 
réquation précédente à 



tang s 






8i Ton suppose, par exemple, f' = p, et qu'on de- 
mande quel doit être le rayon r' pour que la dévia- 
tion jT s'élève à une seconde, on aura f'==r tang 1"; 
et , & cause que la circonférence 2irf de la terre 
est de 40 millions de mètres, il en résultera r' 
=:30"*,856.... Ainsi, une sphère homogène d'envi- 
ron 31 mètres de rayon , et d'une densité égnic & 
U densité moyenne de la terre, ne produit qu'une 
déviation d'une seconde au plus dans la direction 
àa fil à plomb; et pbur qu'elle la produise, il faut 
qu'elle touche l'extrémité inférieure de ce fil , et 
que son centre soit situé dans le plan horisontal 
passant par cette extrémité. ^ 

252. Cette moyefane densité de la terre, conclue 
de la déviation du fil & plomb que prodoit l'attrac- 
tion des montagnes, a été évaluée i quatre ou cinq 
fois la densité de l'eau. Cavendisb l'a trouvée égale 
& cinq fois et demie celte densité , en la déduisant 
d« l'attraction exercée par deux globes de plomb de 
koit pouces anglais de diamètre , qu'il a su rendre 
sensible par le moyen de la htdancê de torsion, 
Ssns entrer ici dons tous les détails de cette belle 
expérience, des diverses précautions qu'elle fmige, 
et ^es calculs qu'il faut faire pour en déduire 
00 résultat exact, je vais seulement indiquer les 
points principaux de ces calculs {*). 

La balance de torsion est l'instrument le plus 
exact que nous ayons pour servir k la mesure des 
forces très petites. Coulomb , & qui l'invention 
m est due, Ta surtout employée à mesurer les 
forces d'attraction et de répulsion des corps élec- 
trisés ; et, pour celte raison , elle est aussi connue , 
en Physique , sous le nom de la iaianee iiêciriqua^ 
Elle consiste principalement en un fil métallique 
très délié, vertical, attaché à un point fixe, et à 
Textrémité duquel est suspendu un levier hori- 
zontal. Supposons ce levier formé d'une tige très 
mince ACA' (fig. 68], partagée en deux parties 
égales à son point d'attache C, et terminée par 
deux sphères d'un petit diamètre, dont les centres 
sont A et A'. Du point C comme centre , et d'un 
rayon égal à CA, décrivons le cercle horizontal 
BAB'A', dont nous diviserons la circonférence en 
un grand nombre de parties égales. Lorsque le 

Od trouTc dam le 17* cahier du Joutitat Ht l'Êeott Poljteek- 



••i 



;vt uoe traduction azactc dh mémoire de CiTeiidish. 



levier tonmera autour du point C, ses extrémités A 
et A' parcourront cette circonférence, et les points 
de division auxquels ils répondront à chaque in- 
stant feront connaître les arcs qu'ils auront dé- 
crits. Tant que le fil de suspension qui oboutit au 
point C n'est pas tordu, le levier reste en repos 
dans une certaine position. Je suppose qu'il ré- 
ponde alors & la ligne BCB'; sfl'on vient à l'écarter 
de cette ligne, pour le mettre dans une autre posi- 
tion quelconque ACA', le fil de suspension sera 
tordu sur lui-même, et cette torsion tendra à ra- 
mener ce levier vers la ligne BCB'. Pour le retenir 
dans la direction ACA', supposons que l'on appli. 
que à ses deux extrémités des forces égales et con- 
traires, dirigées dans le plan horisontal, et perpen- 
diculaires k sa longueur» la valeur commune de 
ces deux forces sera la mesure de la force de tor- 
sion qui leur fait équilibre. Or, les expériences de 
Coulomb ont prouvé que le fil de suspension res- 
tant le même, cette force de torsion est proportion- 
nelle à l'angle BCA ; en prenant donc l'angle droit 
pour unité, appelant h la force de torsion qui 
répond à cet angle , et désignant pnr S l'angle EGA, 
cette force, dans la position ACA' du levier, sera 
égale à M : ainsi, dans cette position, la torsion du 
fil de suspension équivaudra à deux forces égales 
h M, horisontales, perpendiculaves à ACA', appli- 
quées aux points A et A', et tendantes à ramener le 
levier à la ligne de repos BCB'. 

Cela posé, approchons du levier 'deux sphères 
homogènes d'une même matière, d'un même dia- 
mètre, et symétriquement placées de part et d'an- 
tre de la ligne BCB'. Soient et 0' leurs centres 
situés dans le plan hotiiontal qui contient le le- 
vier à égale distance de C, et sur une droite OCO' 
menée par ce point. L'attraction de ces deux corps 
va écarter le levier de k ligne BCB'; et, à cause 
que tout est semblable autour du centre C, la 
droite ACA' tournera autour de c% point, qui res- 
tera immobile. A mesure que le levier s'écartera 
do la ligne de repos , la force de torsion augmen- 
tera. Il existe une position dans laquelle cette 
force feraitéquilibre à l'attraction des deux sphères; 
mais comme le levier atteint cette position avec 
une vitesse acquise , il la dépasse , et il oscille , 
de part et d'autre , à la manière d'un pendule 
horisontal. L'observation fait connaître la durée 
d'une oscillation entièrer En comparant la lon- 
gueur de ce pendule h celle d'un pendule ordi- 
naire qui oscillerait dans le même temps, on en 
conclut le rapport de la force d'attraction de cha- 
que sphère à la pesanteur ; et par suite , on a 
le rapport de la masse de cette sphère i celle de 
la terre. L'équation qui sert à déterminer ce rap- 
port est facile a former, ainsi qu'on va le voir. 

253. Les deux sphères mobiles dont les centres 
sont en A et A', étant sollicitées par les mêmes 
forces, et ayant le même mouvement autour du 
point fixe C, il suffira de considérer le mouvement 
du centre do l'une d'elles, du point A, par exem- 
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pie) soient donc oommo dam le problèine pré- 
cédent , 

CA = a, CO = c , BCO = y; 

appelons m' la masse de la sphère attirante dont le 
centre est en 0, et / le coefficient de Tattraction 
universelle; au bout d^m temps quelconque i, 
désignons par • Taogle ACB, et par a la distance 
AO, nous aurons 

»• = a* 4* ^* — ^^^ ^*** ( > — * ) î 

et la force accélératrice provenant de Tattraction 

/«' 
dirigée suivant AO sera •^^— ~ . Je la décompose en 

deux autres forces , Tune dirigée suivant le pro- 
longement de CA, et Tautre perpendiculaire à CA. 

/m' 
Cette dernière composante sera égale à — - sinCAO, 



fm'û 
c^est-à'dire, à» sin (y — 0), en y mettant 

a* 

pour sin CAO sa valeur déduite du triangle COA . 
Si Ton retranche de cette composante tangente 
à la trajectoire, la force de torsion M qui lui est 
directement opposée , et si Ton observe que Tare 
BA décrit par le mobile est égal à aS, on aura 

d* e fm'e 

pour Téquation du moiivement (n» 162). 

L'attraction de la masse m' étant une très petite 
force, Tangle dont elle écarte le levier ACA' de sa 
ligne de repos sera très petit. En appelant b la dis- 
tance BO, ou la valeur de a qui répond à § = 0, de 
sorte qu'on ait 

.&• = a* + *• "~ ^^ *^' >» 
et développant suivant les puissances de §, il vient 



sin (y — • ) sin y 



= ?"— ((o> + c« ) cos y — 2ac — oc sin" yl-jT »+ ^^^' 



\ done, on fait, pour abréger , 



fm' 

I (a» + c" ) cos y— 2oc — aa sin» >]-tt" * + * = ^ j 

6* 



53 ^ ' 



et qu'on néglige les puissances de 6 supérieures à 
la première, Téquation du mouvement deviendra 






d'où Ton tire, en intégrant , 



» = C -). A cos 



('t^ + .> 



A et A' étant les deux constantes arbitraires. 

D'après cette valeur de 6, le plus petit et le plus 
grand écart du levier ACA', & partir de la ligne 
BCB', seront C-f A et C ^ A; et, si l'on tire la 
ligne DCIV, telle que l'angle BCD soit égal è C, 
le levier fera, de part et d'antre de cette droite, des 
oscillations égales et isochrones dont l'amplitude 
sera la constante A S on déterminera l'angle C par 
l'expérience, en mesurant le plus petit et le plus 
grand écart du levier, et prenant , pour cet angle, 
la demi-somme de ces Taleors extrêmes de §. La 
droite DCD' qui répond à 6 = C est la position dn 
levier dans laquelle il demeurerait en équilibre, 
s'il y parvenait sans vitesse acquise. La durée de 
chaque oscillation entière dn levier, de part et 



d'autre de cette ligne , sera le temps pendant le- 

quel l'angle t y^ 1- A' augmentera de t8(h> ; 

a 
en le désignant par T, on aura donc 



= -1^4' 



et cette durée T sera aussi donnée par l'obser- 
Tation. 

Maintenant , si l'on appelle g la gravité , et I la 
longueur du pendule simple qui fait ses oscilla- 
tions infiniment petites dans le temps T, on a 
(no 183), 






on aura donc 

ga = g'I i 

par conséquent, à cause de 






fm'c sin y 
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nom aurons, finalement , 



m' 



9» 



Cahi 



clr* siu y 

m étant la masse de la terre et r son rajon. 

Toutes les quantitus contenues dans cette for- 
mule sont connues dans chaque expérience ; elle 
servira donc à calculer le rapport de la masse m' k 
celle de la terre; et connaissant, en outre, les 
▼olumes de ces deux corps et la densité de m\ 
00 eo conclura la densité moyenne de la terre. 

264. On démontre, dans la Mieaniquê cékêit, 
que pour la stabilité de l'équilibre de U mer, il est 
nécessaire et il suffit que la densité moyenne de la 
terre surpasse celle de Teau. C'est parce que cette 
condition est remplie, que les forces provenant des 
actions simultanées du soleil et de la lune ne pro- 
duisent que de petites oscillations : si elle ne 
Tétait pas, et que la terre, par exemple, en conser- 
vant sa densité moyenne, fût recouverte par une 
mer de mercure, Taetion des moindres forces étran- 
gères au sphéroïde terrestre, produirait, dans ce 
fluide, un mouvement progressif, de sorte que la 
mer, au lieu d'osciller, parcourrait la surface en- 
tière de la terre. 

On prouve aussi, par diverses considérations, 
que la densité des couches concentriques du sphé^ 
roida terrestre, doit croître en allant de la surface 
au centre; d'où il résulte que sa densité moyenne 
doit surpasser celle de la couche superficielle; 
condition qui se trouve effectivement remplie; car 
si Ton excepte les métaux, qui sont en petite quan- 
tité dans cette couche , les densités des autres 
matières dont elle est formée , sont toutes beau- 
coup moindres que cinq fois et demie U densité 
de Peau. Hais il importe d'observer que cet ac- 
croissement de densité ne suppose pas rexistence 
de matières entièrement différentes de celles que 
nous voyons à la surface, et dont la densité propre 
serait excessivement grande : on peut admettre 
que toutes les couches de la terre sont formées 
d'une même matière, un peu compressible, ou 
d'un mélange de différentes matières, comme & 
sa surface; et dans cette hypothèse, qui parait la 
plus naturelle, leur accroissement de densité sé- 
rail dû à la condensation produite, dans chaque 
couche, par la pression des couches supérieures, 
qui va en augmentant de la surface au centre. 

Dans riptérieur de la terre, la loi de l'attraction, 
dépend de la loi inconnue des densités ; en dehors, 
elle varie sur le prolongement de chaque rayon , à 
peo près en raison inverse du carré de la distance 
au centre ; et d'un rayou à un autre , elle éprouve 
en même temps une variation proportionnelle au 
carré dn cosinus de l'angle que chaque rayon fait 
avec l'axe de figure du sphéroïde terrestre. Il ré- 
sulte de cette dernière variation qu'à égale dis- 
tance du centre de la terre, la force appliquée 
au centre de la lune et provenant de l'attraction de 
ee sphéroide, n'est pas la même dans toutes les 



directions du rayon vecteur ; en sorte qu'on peut 
considérer cette force eomme étant composée de 
deux autres , l'une provenant de la partie sphé- 
rique de la terre et qui est constante ou ne varie 
qu'à raison de la distance à son centre, l'autre due 
au renflement de la terre à l'équatebr et qui 
varie avec la direction du rayon par rapport à 
l'axe des pôles. Laplace a déterminé la petite iné- 
galité en longitude et en latitude , que cette se- 
conde force produit dans le mouvement de la 
lune ; on conçoit que sa grandeur doit dépendre de 
l'aplatissement de la terre; et en la comparant 
à celle que l'observation a donnée, on en conclut 
un applatissement 1/305, peu différent de celui 
qui résulte de l'ensemble des mesures du pendule* 
et des degrés du méridien, 

A la surface de la terre, la variation de la pesan- 
teur provenant de celle de l'attraction et de la 
force centrifuge, suit la même loi qu'à une dis- 
tance quelconque du centre, c'est-à-dire qu'elle 
est proportionnelle , comme nous l'avons déjà dit 
(no 178), au carré du cosinus de la latitude. Mais 
pour vérifier cette loi par les mesures du pendule 
à secondes , il faut que les oscillations ne soient 
pas observées près d'une montagne ; car , en même 
temps que la composante horizontale de son attrac- 
tion écarte le pendule de la verticale, dans sa posi- 
tion d'équilibre , la composante verticale de cette 
force diminue la pesanteur, et, conséquemrocnt , 
la longueur du pendule simple. En évitant cette 
cause d'anomalie , on trouve encore qu'en certains 
lieux la longueur du pendule à secondes s'écarte 
de la loi de variation donnée par la théorie ; ce 
qu'on doit attribuer à ce qu'en ces lieux, la densité 
du terrain, dans une étendue et nue profondeur 
considérables, est plus grande ou plus petite que la 
densité générale de la couche superficielle , d'où 
il résulte une augmentation ou une diminution 
de la pesanteur totale , et , par conséquent , de lu 
longueur du pendule simple , qui est proportion- 
nelle à son intensité. Le pendule est donc aussi un 
instrument de Géologie , qui annonce, par ses ano- 
malies, des variations d'une grande étendue dans la 
nature du sol. 

Au reste , il faut observer que la loi du décrois- 
sement de la pesanteur , proportionnel au carré du 
cosinus de la latitude, en allant du pôle à l'équa- 
teur, suppose qu'on prend pour la surface de la 
terre le prolongement du niveau des mers ; et 
comme les lieux des continens où se font les 
observations s'élèvent à des hauteurs différentes 
au-dessus de ce niveau, il est nécessaire de réduire 
les longueurs observées , à celles qui auraient lieu 
à ce niveau même sur chaque verticale. Cette ré- 
duction se fait ordinairement en augmentant la 
pesanteur et la longueur du pendule à secondes , 
dans le rapport du carré de la' distance du lieu 
de l'observation au centre de la terre, au carn* 
de cette même distance diminuée de la hauteur de 
ce lieu au-dessus du niveau des mers ; ce qtii 
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revient à négliger rattractioo de la couche de 
terre comprise entre la surface du continent et le 
prolongement de la surface des mers. On va voir, 
dans le numéro suivant , que cette correction est 
trop grande de près de moitié. 

2ff6. Soient ÂM'B ( fig. 69 ) la surface d*an conti- 
nent , DAHBE le niveau des mers et son prolonge- 
ment, et C le centre de la terre; soient aussi H' le 
lieu de l'observation , et H le point où le rayota CM' 
rencontre ce prolongement ; H'M sera la hauteur 
du point H au-dessus de la surface des mers, que je 
représenterai par h, et qui sera donnée par un 
nivellement ou par des mesures barométriques. 
Si M' était très voisin de la mer, la pesanteur pour- 
rait être un peu diminuée et sa' direction un peu 
dérangée, & cause que la densité de Teau est moin- 
dre que celle du terrain ; mais je supposerai que 
cela n'ait pas lieu, et je supposerai aussi qu'autour 
du point M' la surface du terrain soit horizontale 
ou sensiblement perpendiculaire au rayon CH', et 
que sa densité soit uniforme. Il s'agira de calculer 
l'attraction exercée au point H', par la couche 
AM'BV, élevée an-dessus du niveau des mers. Dans 



ce calcul , on pourra faire abstraction de la cour- 
bure de cette couehe et de la variation de son 
épaisseur, ou, autrement dit, on pourra considérer 
l'éffciisseur de cette couche comme constante et 
égale h h, dans toute l'étendue où son attrac- 
tion peut être sensible. Je représenterai par le 
rayon de cette étendue , et par p' la densité de la 
couche. 

Cela posé, soit K un point quelconque de la cou- 
che attirante; désignons par m et y ses distance* 
à la surface du terrain et au rayon CM'; et décri- 
TOUS deux surfaces cylindriques qui aient HH' pour 
axe commun, et dont les rayons soient y et y -|- ^. 
Le Tolnme compris entre ces deux surfaces aura 
drydy pour base et dis pour hauteur; et si on 
le décompose en anneaux horitontaux d'une épais- 
seur infiniment petite , le volume de l'anneau qui 
répondra au point K. sera 2«-ydyds , et sa masse 
Zrf'ydffdM, L'attraction de cet anneau sur un point 
matériel situé en W se réduira k une force dirigée 
suivant MH', qui sera égaje à la somme des compo- 
santes verticales des attractions de tous ses points^ 
et comme, pour le point quelconque K, on a 



RM' = l/r + «« , 

la force accélératrice provenant de l'attraction de 
l'anneau entier, aura pour valeur 

2wff'yMiSUfdt 

(sr* + a* )« 

/ étant tonjours le coefficient de l'attraction uni- 
verselle. Par conséquent, pour avoir l'attraction de 
la couche que nous considérons, il faudra intégrer 
cette formule depuis g = jusqu^i s = h, et de- 
puis y=0 jusqu'à y =c; ce qui donne 

A» = 2ir/p'<c + A - l/c« + A» ) . 

en désignant cette force par A'. Hais, en général, 
l'épaisseur verticale de la couche attirante est pe- 
tite, eu égord à son rayon horixontal; si donc 
on néglige A» par rapport à c> , on aura sim-' 
plement 

A' = 2ir/p'A. 

Soit A l'attraction exercée au point M par la par- 
tie de la terre qui se termine au niveou des mers , 
et r le rayon CM; cette attraction au point II' de- 
viendra 

kn 



cos KM'M = 



(r + A). 



Eu désignant la pesanteur et la composante verti- 
cale de la force centrifuge par y et ^ au point M, et 
[Mir g' et y au point M', on aura donc 

krt 



S ==k^ 



I ._ 



7 '. '/ ^ 



v'- + '*/ 



+ *'->' 



yr. 



y + i^ 



le développe le premier terme de y* suivant les 
puissances de A^ puis je retranche g* de g, et je 
néglige le carré de A et la petite différence y' — >; 

!l vÎAnt 



il vient 



SAA 
y - y' = - - A'. 

r 



A canse de la petitesse du facteur — , on peut faire 

r 
A=y' dans le premier terme de cette formule; 
dans la petite quantité A', on peut auiii supposer 



a 



en désignant par f la densité moyenne de la terre « 

4irrs 
et prenant ^ pour son volume ; il en résultera 



3 



alors 



8fr ' 



et, par coatéqueot , 



.Sp'fc' 



= '('+T-¥) 



CVst Jonc par le facteur compris entre les pareil 
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thèses, et non par le facteur 1 -f- »-, comme on a 

r 
<M)utume de le faire, qu*on de^ra multiplier la 
pesanteur gj' qui a lieu sur un continent, à une 
hauteur h au-dessus du niveau des mers, pour 
la réduire à ce niveau. On peut , en général , éva- 
luer p' & la moitié de p, et prendre, en conséquence, 



6A 
1 -f- — pour ce facteur. A Paris , l'élévation h du 
4f 

point de l'Observatoire où se trouve le baromètre , 
est de 63 mètres ; d^où il résulte que la gravité 
et la longueur du pendule à secondes y sont moin- 
dres qu^au niveau des mers, dans le rapport do 
funité à 1,0000125. 
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DE L EQUILIBRE D UN CORPS SOLIDE. 



256. Il n*y a pas de corps solide, dans la nature, 
i|ut ne soit pins ou moins compressible, et qni 
no change de forme lorsqu'il est soumis à des 
forces qui se font équilibre. Hais quand je corps 
solide que nous allons considérer aura pris la 
forme convenable, on pourra regarder les points 
d*application des forces qui le sollicitent comme 
un système de force invariable ; et c^est à cet état 
que répondront les coordonnées de ces différens 
points , qo^on supposera connues, et qui entreront 
dans les équations d^équilibre. 

Soient M, H', H", etc., ce système de points ma- 
tériels. Pour chaque point on aura sept quantités à 
considérer, savoir, ses trois coordonnées, la force 
qui le sollicite , et les trois angles qui en détermi- 
nent la direction. Je désignerai par P la force qui 
est appliquée au point M, et dont la direction sera 
la droite MD ( fig. 00); par x, y, z, les trois coor- 
données OG, GU, HEy du point II, rapportées aux 
axes rectangulaires Os ,0y, Os; et par «, C, y^ les 
nngles aigus ou obtus que fait la droite HD, avec 
dps parallèles à ces axes, menées par le point }f. 
Relativement aux autres points M', M", etc. , je 
représenterai les quantités analogues par les mêmes 
lettres avec des accens. 

Cela posé , avant de chercher les conditions 
d'équilibre des forces données P, P', P", etc., nous 
allons transformer ce système de forces en trois 
autres, dont Tuu sera composé de forces parallèles 
à Taxe Os , un antre de forces parallèles à Taxe 



Oy et dirigées dans le plan des sr et y, et le troi- 
sième de forces dirigées suivant Taxe Or. 

257. Décomposons chacune des forces P, P', 
P'', etc. , sans changer son point d'application , en 
trois forces parallèles aux axes des x, y, x; P cos *, 
P* cos «', P" cos •", etc., seront les forces paral- 
lèles à Taxe 0* ; P cos C, V cos C, P" cos C", etc. , 
les forces parallèles à Taxe Oy; P cos y, P' cos y', 
P" cos y", etc. , les forces parallèles à Taxe Os y et 
Ton pourra d'abord remplacer les forces données 
par ces trois groupes de forces parallèles. 

Sans altérer le système de forces que Ton consi- 
dère, il est permis d'appliquer en un même point 
deux forces égales et contraires. J'applique donc 
au point H deux forces parallèles à l'axe Os, égales 
et opposées, et que je représente par g et — g. 
Je compose la force y qui agit suivant HC, avec la 
force P cos «, dirigée suivant MA parallèle à Oj:; 
soient ME la direction de leur résultante , et K le 
point où son prolongement vient rencontrer le plan 
des X et y. Je transporte son point d'application 
en ce point K, puis je la décompose en deux forces 
parallèles aux axes de r et s ; ce qui reproduit les 
forces P cos « et y; mais la force P cos a est main- 
tenant dirigée suivant la projection sur le plan 
des X et y , de sa première direction , et la force y 
est appliquée, perpendiculairement à ce plan, au 
point K. de cette projection , dont les coordonnées 
sont faciles à déterminer. 

En effet, H étant la projection du point M sur le 
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plan dus x et y, ses coordonnées seront^ ety^ 
et Pon aora y et jr — U pour celles du point K , 
puisque ces deux points appartiennent k une même 
parallèle à Taxe des s. Or, en considérant le rec- 
tangle KRIH, dont la diagonale Kl est la direc- 
tion de la résultante des forces y et P cos «, qui 
agissent suivant les côtés BM et KH , on a la pro- 
portion 



U : Bi :: P cos « : gi 



d'où Ton tire 



M = '^'"" '. 



k cause de Hl =: j. Les coordonnées du poipt d^ep- 
plication-K. de U force g , dans le plan des sei y, 
sont donc 



y et « — 



sP cos « 



En upérant de la même manière sur les forces 
P cos C et — y, la première sera transportée dans 
le plan des « et y suivant la projection de sa 
première direction, et les coordonnées du nouveau 
point d^uppltcation de la force — g, dans ce même 
plan, seront 

, »P cos C ^ 

y + et X. 



On transporlcrn par le même moyen toutes 
les forces P* cos «', P" cos •", etc., P* cos C, 
i^' cos C", etc., dans le plan des x et y; chacune 
de ces forces agira suivant la projection sur ce 
plan, de sa direction primitive, qui pouvait être 
■u-dessus ou au-dessous de ce même plan j et Ton 
aura de plus autant de couples de forces y' et 
— g', y" et — y'', etc. , qu^il y a de points 
Wj W\ etc. Les coordonnées des points d'appli- 
cation de ces dernières forces , daua le plan des 
i^ et y, se déduiront de celles qui répondent aux 
forces y et — y^ en accentuant les lettres s^y, z, 

S, P» •, C. 

2Ô8. Maintenant , par une semblable opération , 
faite sur lea forces P cos «, P' cos «', P" cos «", etc. , 
parallèles à Taxe des x, et comprises dans le plan 
des s et y, on les transformera en deux groupes âv 
forces, dont Tun se composera de forces parallèles 
à Taxe Oy, et Tautre de forces dirigées suivant 
Taxe Ox. 

Ainsi, au point H (fig. 61), où agit la forre 
P cos « suivant la direction HF, j'applique des 
forces parallèles à Oy et représentées par h et— A; 
je compose la force h, dirigée suivant fiB, avec 
U forpe P cos a; je transporte le point d'appli- 
cation de leur résultante au point Q , où le prolon- 
gement de sa direction Klf vient rencontrer Taxe 
0«; puis je ta décompose suivant les directions 
rectangulaires Qj: et Qy ^ ce qui reproduit en 



ce point Q les forces P cos « et h. D^ailleurs, 
on aura 

GQ : GU :: P cos • : ft i 

et , à cause de OG = x et GH = y , on en conelnrn 

yPcos « 



oq = X - 



h ' 



pour rabcisse du point Q. 

La force P cos «, dont la direction était HF, sera 
donc remplacée par une force P cos « , qui agira 
suivant Taxe Os, et deux forces k et — h, perpen- 
diculaires à cet axe , et appliquées à des points 
Q et G dont les positions sont connues. Il en 
sera de même à Tégard des antres forces P' cos «', 
P" cos «", etc., parallèles à Taxe des x, et compri- 
ses dans le plan des s et y, qui seront auasi rem- 
placées par des forces P' cos «', P" cos «", etc. , 
dirigées suivant la droite Ox, et par des couples de 
forces h' ei — y^^h" et — A"^ etc., parallèles à 
Taxe Oy. 

269. Nous voyons donc que par ces deux opéra- 
tions successives , les forces données seront trans- 
formées, comme on l'avait dit , en trois groupes de 
forces, dirigées suivant Taxe de x^ perpendicu* 
laires à cet axe et comprises dans le plan des s et y, 
et perpendiculaires à ce plan. 

Dans cette transformation, la force quelconque P 
se trouvera remplacée par six .lutres forces, qui 
seront : 

1° Les trois forces P cos > , y « — y > parallèles h 
. Taxe des js, et dont les points d'application sur le 
plan des « et y ont pour coordonnées rapportées 
aux axes Oc et Oy^ savoir : celui de la première, s 

et y; celui de la deuiième, x — et yj 



celui de la troisième, « et y -|- 



-aP cos • 



2o Les deux forces P cos C — A et A^ parallèles à 
Taxe des y, comprises dans le plan des x et y^ et 
qu^on peut supposer appliquées & Taxe des x j In 
première a la distance x du point , et la seconde 

y P cos a 



à la distance x— -' 



A 



3» La force P cos «, dirigée suivant Taxe des x, 
et dditt on pourra transporter le point d'appli- 
cation en 0. 

280. Il est facile actuellement de former les 
équations d^équilibre des forces données P, P', 
P", etc., ou des trois groupes de forces qu^on vieni 
de leur substituer. 

On doit d'abord remarquer qtie cet équilibre ne 
peut exister, à moins qu'il n'ait lieu séparément 
dans chacun de ces trois groupes de forces. En 
effet, si les forces parallèles à l'axe des x ne se dé- 
truisaient pas entre elles, et que cependant Téqui- 
libre de toutes les forces données fût possible, 
on pourrait, sans troubler cet équilibre, rendre 

20 
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fixe une droite tracée dans le plan des x et y; mais 
alors les forces comprises dans ce plan seraient 
détruites , soit parce qt^ellcs rencontreraient cet 
axe fiie, soit à cause quelles lui seraient paral- 
lèles. On pourrait donc les supprimer; et, cela 
fait, réfjuilibre serait rompu, contre rhjpothàse, 
puisque rien n'empêcherait plus les forces perpen- 
diculaires au plan des d; et y de faire tourner le 
corps solide autour de Taxe fixe; par conséquent, 
réquilibre est impossible tant que ces dernières 
forces ne se détruisent pos séparément. Cela étant, 
on terra de même que Téquilibre ne peut exister 
entre les forces comprises dans le plan dus s et y^ 
sans que les forces parallèles à Taxe des y ne se dé- 
truisent entre elles ; car s'il avait lieu, et que cette 
condition ne fût pas remplie , on fixerait un point 
de Taxe des 4P, qui détruirait toutes les forces diri- 
gées suivant cette droite : rien n^empècherait plus 
les forces perpendicufaires à cette droite , de foire 
tourner le système autour de ce point ; en sorte 
que réquilibre se trouverait détruit par Taddition 
d'un point fixe, ce qui serait absurde. 



, Cela posé, si le corps solide que nous consi- 
dérons est entièrement libre, il faudra d'abord 
(no 67), pour Téquilibre des forces parallèles 
P cos >, P' cos y', P" cos y", etc., y et — y^ y' et — 
g', y" et — g", etc., que leur somme soit nulle ; ce 
qui donne 

P cos > + P» cos y + P" cos >" + etc. = 0. 

Il faudra, en outre , que les sommes de leurs mo- 
mens par rapport au plan des x et j et à celui des 
y et s, qui sont parallèles à ces forces, soient aussi 
nulles. Or, par rapport au premier plan, on a 

yP cos y + y^P cos y' + y"P" cos y" + etc., 

pour la somme des moniens des forces P cos y ; 
P' cos y, P" cos y", etc., celle des moniens des 
forces y, gf, g", etc., est 

yy+yy + î/y' + «tc.; 

et la somme des momciis des forces *^ g, — g', 
— y", etc., a pour valeur 



(. sPcosCx , / . . «'P'cosC'x 

S>+ -p-)-,'(y+-y-)-etc., 

d*après les coordonnées des points d^application de ces diverses forces. On a donc , en ajoutant ces 
trois sommes et réduisant, 

P (y cos y — ji cos C) + P' (y* ^^^ >' — *' ^**' ^') + ®*°' = ^ i 

et l'on trouvera de même , en formant la somme des momens des mêmes forces , par rapport au pluii 
des y et m, et Tégalont à xéro , 

P {x cos yr — s cos •) -|- P* (»' cos y* — s' cos •') + etc. = 0. 



Quant aux forces P cos C — 1^, P' cos C' — V; 
P" cos C" — h'\ etc. , et h, hf, h!', etc. , parallèles à 
Taxe des y, et toutes comprises dans le plan 
des 4r et y, il n*y aura que deux équations d'équi- 
libre (no 67]; il suffira que leur somme soit égale à 
téro, ce qui donne 

PcosC+ P' cos C' + P" cos ff^ + ctc. = , 



et qne la somme de leura momens, par rapport au 
plan des y et x, soit anssi égale à xéro. Or, pur 
rapport à ce plan, la somme des momens des pre- 
mières forces est 

« (P cos C — k) + j?» (P' cos C — h') + etc. = ; 

celle des momens des forces h, h\ h", etc. , est en 
même temps , 



(-^•) +'■(•• 



P'y'cos 



-)+ 



etc. 



d'après leurs distances à Taxe des y; par conséquent, en égalant la somme totale h xéro, on aura 

P ( s cos C ~ y cos •) + P' ( s' cos C* — y' cos •' ) + etc. = 0. 



Enfin, pour Téquilibre des forces dirigées sui- 
vant Taxe des ^r^ il suffira que leur somme soit 
nulle; d'où il résulte 

P cos « -)- P' cos •' -I- P" cos •" -I- etc. = 0. 



Telles sont les six équations nécessaires et suffi- 
santes pour l'équilibre d'un corps solide entière- 
ment libre et sollicité par des forces quelconques , 
qu'il s'agissait d'obtenir. 
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261. En faisant, pour abréger, 



P cos a + P' C08 a' + P" C08 •" + ctc. == X , 

P cos C + P' eoa €' -I- P" cos C" + etc. = Y , 
P Gos Q. 4- P* cos >' + P" cos y" + etc. = Z , 
P(sco8C — y cos •)+ P» ( s* cos C'—y'cos»» ) + etc. 
P(2cos« — jp cos ).]-|- P' ( «' cos •'— s'cosy) + etc. 
P(ycos^--ji cos C) 4- P' ( yf cos >'— s'cosC ) + etc. 



M, 



ces équations d^équUibre deviendront 



X = 0, Y = 0, Z = 0, L = 0, M = 0, N = 0. (l) 



On peut remarquer, que ces quantités L, H, R, 
ainsi que Z, Y, X, se déduisent les unes des autres 
par la régie du n» 22. 

Ces sii équations renferment des conditions 
d'équilibre communes à tous les systèmes de 
points raatérids entièrement libres; car, quelle 
que soit la nature d'un pareil système, ou la 
liaison mutuelle des points qui le composent, il 
est évident qu'on ne troublera pas leur équilibre 
en rendant leurs distances invariables , sans chan- 
ger leurs coordonnées , ni les forces qui les sol- 
licitent. Par conséquent, les équations d'équilibre 
d'an système de Corme invariable, qui oift lieu 
cotre ces quantités , doivent encore subsister pour 
tout outre système, mais olors elles ne sont plus 



suffisantes; et il 7 faut joindre d'autres conditions 
spéciales pour chaque système en particulier, qui 
serviront, comme on le verra par la suite, à détcr» 
miner les positions relatives de ses dilTérens points 
dans l'état d'équilibre. 

262. Quand les forces données sont toutes paral- 
lèles entre elles, les angles qu'elles font avec cha- 
cun des axes Ox, Oy^ Os, sont égaux ou supplé- 
mentaires , selon que ces forces agissent dans le 
même sens ou en sens contraire; on peut les sup- 
poser égaux, en considérant, en mémo temps, 
conome positives les forces qui agissent dans un 
sens , et comme négatives celles qui agissent dans 
le sens opposé (n» 11); on aura donc alors 



• = •' = •" , etc. , C = C = C", etc., y = y' = y" , etc. ^ 

10 moyen de quoi les trois premières équations (l) se réduisent h une seule, savoir : 

P + P' + P» + ctc. = , 
et les trois autres deviendront 



( Px -I- P»*' + P"x" + etc.) cos C = 
( P* + P»*' + P"s" + etc.) cos a = 
(Py + Py +Fy' + etc.) cos y - 

Iiis les équations d'équilibre des forces parallèles 
^nt seulement au nombre de trois, il faut que ces 
trois dernières équations se réduisent à deux; et, 
en effet, si on les ojoute après les avoir multipliées 
par cos ^, cos C, cos «, on trouve une équation 
identique ; en sorte que Tune d'elles est une suite 
des deux autres. 

Qoand tontes les forces données sont comprises 
dans un même plan , on peut prendre ce plan pour 
celui des dr et y ; alors les angles y^y^ y'', etc. , 
sont droits, et les coordonnées z, %\ s"^ etc., 
égales à xéro, ce qui fait évanouir la troisième 
et les deux dernières équations (1). Dans ce cas 
particulier , comme dans le cas des forces paral- 
lèles, il y a donc seulement trois équations d'équi- 
libre, qui sont 

X = 0, Y = 0, L = 0. 

263. Lorsque les forces données ne se font pas 
équilibre , on peut demander la condition qu'elles 



(Py + P'y' + PV + «^o) cos •, 
(P* + P *' -I- P"«" + etc. ) cos > , 
(Pa + P'a' + P"s" + etc. ) cos C. 

doivent remplir pour avoir une résultante unique , 
et quelle est cette résultante. 

Pour répondre à cette question, je désigne par R 
cette force; par o, h, o, les angles que sa direction 
fait avec des parallèles aux axes Ox, Oy, Om, me- 
nées par un de ses points, qu'on prendra pour son 
point d'application, et dont les coordonnées, rap- 
portées à ces mêmes axes , seront représentés par 
Xt , yx , xi • Cette force, prise en sens contraire 
de sa direction , fera équilibre aux forces données. 
Les équations (1) auront donc lieu en joignant 
à P , P', P", etc. , une force égale et contraire à R ; 
par conséquent, on aura 

X = R cos a, Y c= R cos 5 , Z = R cos c , (2) 



et, en outre. 



y» 



L = Il ( j;i cos 6 — Ux cos o 
M = R ( Si cos a ' 
N = R ( yi cos c 



h 



Xi cos c), 

5| COS M, 
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c'esUà-dire , en vertu des trots premières éqaa- 
tioas, 



(3) 



Les coordonnées Xt , yi , »% , pouvant appar- 
tenir à un point quelconque de la droite suivant 
laquelle est dirigée la résultante, ces trois der- 
nières équations seront celles de ses projections 
sur les trois plans des coordonnées. Pour que cette 
droite existe, il faudra donc qu'elles se réduisent 
à deux; or, en les ajoutant après les avoir mul- 
tipliées par Z, Y*X, les trois variables Si ,yjt ,mi , 
disparaissent, et Ton a 

ZL -f YM + XN = ; (4) 

par conséquent, il seca nécessaire et il suffira que 
cette équation (4) soit satisfaite pour que les forces 
données aient une résultante unique : quand elle 
aura lieu, cette force sera déterminée, en grandeur 
et en direction^ pur les équations (2). 



Si les trois sommes X, Y, Z, des composantes 
parallèles aux axes des x, y, %, sont nulles, Téqua- 
tion (4) sera satisfaite ; mais alors la résultante sera 
une force infiniment petite, située à une distance 
infinie des points d'application des forces données, 
ou, plus exactement, ces forces se réduiront à 
deux, égales, parallèles, agissant en sens con- 
traire, et non réductibles à une seule (n» 44). 

Lorsque les trois sommes L , M , N , sont nulles , 
Téquation (4) sera aussi satisfaite; et l'on voit, par 
les équations (3), que la résultante passera par 
Torigine des coordonnées. 

264. Quand la condition exprimée par Téqua- 
tion (4) ne sera pas remplie, on y pourra satisfaire 
en joignant aux forces données une force conve- 
nable. Je supposerai, pour plus de simplicité, 
qu'elle passe par l'origine des coordonnées ; je 
la représenterai par Q, et par A, f( , r , les angles 
qu'elle fait avec les axes Oir, Oy, Ojs. Les quantités 
L, M, N, ne changeront pas par l'addition de cette 
force , et les sommes X, Y , Z , augmenteront des 
termes Q cos Ji , Q cos ^m , Q cos r. L'équation (4) 
deviendra donc 



Q ( L coi r -t- M cos /* + N cos ^ ) + LZ + MY + If Z = i» ; 



en sorte qu^on y satisfera d'une infinité de ma- 
nières différentes, au moyen de la force Q et des 
angles X, fi, v^ relatifs à sa direction. 

La résultante B des forces Q, P, P', P", etc., et 
sa position, se détermineront au moyen des équa- 
tions (S) et (3) , dans lesquelles on mettra X 4- 
Q cos X , Y 4- Q cos /& , Z -f* Q cos r , au lieu de 
X , Y , Z. Les forces données P, P', P", etc. , pour- 
ront donc être remplacées par cette résultante R et 
une force égale et directement contraire à la 
force Q ; d'où l'on conclut que quand les forces 
données ne sont point en équilibre , ni réductibles 
à une force unique, on peut toujours les réduire, 
d'une infinité de manières différentes, à deux forces 
seulement , qui ne seront pas comprises dans un 
môme plan , sans quoi elles se réduiraient à une 
seule, contre l'hypothèse. C'est d'ailleurs ce qn'on 
voit immédiatement par la transformation du 
no 257; car les forces données P, P', P", etc., 
pourront être remplacées par la résultante des 
forces parallèles h l'axe des jb^ et par celle des 
forces comprises dans le plan des x et y; et l'on 
pourra ensuite transformer , sans difficulté , ces 
deux résultantes en deux autres forces, d'une in- 
finité de manières diffél'entes. En cherchant la con- 
dition pour qu'elles se rencontrent, on trouvera 
Téquation (4), relative à Texistence d'une résul- 
tante unique. 

266. Si l'on considère deux corps solides A et \' 
( fig. 62), qui se touchent en un point K et s'ap- 



puient l'un contre l'autre, et si l'on suppose qu'ils 
soient sollicités par des forces données, il sera 
facile de déduire de ce qui précède les conditions 
de leur équilibre. 

Pour cela, je suppose que les six quantités X , Y , 
Z, L, M, N, du n» 261, se rapportent au corps A, et 
je désigne par X', Y', Z', L', M', H', ce qu'elles de- 
viennent relativementà A'; j'appelle «1 ,yi ,St , 
les coordonnées du point R rapportées aux mêmes 
axes que celles qui entrent dans ces diverses quan- 
tités ; par le point R , je mène une droite B&H' 
perpendiculaire au plan tangent commun aux deux 
corps ; je représente par a, h, c. Les angles que fait 
la partie RH de cette droite, comprise dans A, 
avec des parallèles aux axes des s, y, m, menées 
par ce même point R: toutes ces quantités sont don- 
nées , et il s'agira de former les équations d'équili- 
bre auxquelles elles doivent satisfaire. 

Or, le corps A exercera sifr A', dans la direction 
RH', une pression inconnue que je représenterai 
par R ; il en éprouvera , en même temps , une résis- 
tance égale et contraire ii cette force normale. 
Si donc on joint aux forces données qui agissent 
sur A une force R dirigée suivant RH , on pourra 
ensuite faire abstraction de A', et, de même, si l'on 
joint aux forces appliquées & A' une force R dirigée 
suivant RH', on pourra aussi considérer A' isolé- 
ment. Il résulte de là et des équations (1) qu'on 
aura pour l'équilibre de ces deux corps les douze 
équations suivantes : 
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X -f R cos a = , Y 4* ^ C08 6 
\i — R cot a = 0, T' — R C09 6 
L 4- R (xi cos b — yi co» a) 
M -|- ^ (^1 cos a — *i cos c) 
^ + '^ (y« co* c — Si cos 6) 
1/ — R ( jp, cos b — y» cos a ) 
H' — R («I cos o — «I cos c) 
W — R ( yi cos c — Si cos 6 ) 



, Z -(- R eus c 
, Z' — R eos o 

0, 
0, 

0, 
. 



0, 
0, 



= 



qui se réduiront à onxc par rélimiiiation de R. 
Après que ces onze équations d'équilibre auront 
été vérifiées, Tune des précédentes fera connaître 
la valeur de R, qui devra être une qaantité positive 
pour que les deux corps s^appuient réellement Tun 
contre Tautre. 
Ces donxe équations donnent immédiatement 

X + X' = 0, T + r=0, Z + Z'=:0, 
L + L' = 0, H + M' = 0, N + W = 0; 

ce qui résulte aussi des conditions d^équilibre com- 
munes à tous les systèmes entièrement libres, 
comme celui des deux corps A et A' (n» 201). 

On trouvera pareillement les équations d^équi- 
libre d^in nombre ciuelconque de corps solides, 
d^nt plusieurs s^appuient Tun contre Tautre; et il 
est aisé de voir que le nombre de ces équations 
sera égal à six fois celui des corps, moins le nombre 
de leurs contacts. 

260. ies équations d^équilibre d^uu corps solide 
assujetti à des conditions données doivent être 
comprises parmi celles d*un corps entièrement li- 
bre i car Téquilibre de celui-ci ne serait pas trou- 
blé, si on Tassujettissait à ces conditions parti- 
culières ; en sorte qu^aucuue nouvelle équation 
d^équîlibre ne peut être introduite par ces con- 
ditions. Hais , au contraire, une ou plusieurs des 
équations (1) deviendront superflues; et il s^agira 
de déterminer, |iour les différens cas qui peuvent 
se présenter, celles de ces équations qui resteront 
nécessaires. Cest ce que nous allons faire succes- 
sivement dans ce numéro , en supposant toujours 
qu^on ait remplacé les forces données P,P', P'', etc., 
par les trois groupes de forces du n» 269. 

1» Si le corps solide qui doit rester en équilibre 
renferme un point Axe, on prendra ce point pour 



Toriginc des coordonnées. Les forces dirigées 
suivant Taxe Os seront détruites par ce point; 
ce qui fera disparaître Téquation X = 0. Pour 
Péquilibre des forces parallèles à Taxe Oy et com- 
prises dans le plan des s et ff, il ne sera plus néces- 
saire qu'ion ait Y = 0, et il suffira qne leur résul- 
tante coïncide avec Taxe Oy^ ou que la somme L de 
leurs momens, par rapport au plan des y et «, 
soit égale à xéro. Enfin, pour Téquilibre des forces 
parallèles à Taxe des s, récfuation Z= One sera 
plus nécessaire; il suffira que leur résultante coïn- 
cide avec Taxe Os; ce qui exigera que les sommes 
de leurs momens, par rapport aux plans des y et b, 
et des s et %, qui sont les quantités >— M et IV, 
soient égales à xéro. 

Ainsi, dans ce premier cas, les trois équations 
d^équiltbre qui resteront nécessaires seront 

L =.0, M = 0, N = 0. 

Elles signifient, efl'ectivement , que les forces don- 
nées ont une résultante unique, et que celle résul- 
tante vient passer pur le point fixe 0. Cette force 
exprimera , en grandeur et eu direction , la pres- 
sion exercée sur ce point , et sera déterminée par 
les équations (2). 

20 Supposons que le corps solide soit retenu par 
un axe fixe, autour duquel il est assujetti à tour- 
ner, sans pouvoir glisser dans le sens de sa lon- 
gueur. Prenons cet axe pour celui des m; les forces 
parallèles à cette droite Os ne pourront produire 
aucun mouvement, et les trois équotions Z = 0, 
M = 0, N = 0, relatives à leur équilibre , ne seront 
plus nécessaires. Les équations X=0 et Y =0 ne 
le seront pas non plus pour l'équilibre des forces 
comprises dans le plan des m et y; en sorte qi/e , 
dans ne cas, il u*y aura plus qu^une seule équation 
d'équilibre, qui sera L = 0, c^est-À-dire, 



P ( jr cos C ^ y cos « ) -|- P' ( jc' cos C — y* cos •' ) + etc. = 0. (6) 



Mais si le corps avait la liberté de glisser le long 
de Taxe fixe, il faudrait en outre , pour empêcher 
ce mouvement , que la somme Z des forces paral- 
lèles à Os fût égale h xéro ; et il y aurait alors les 
deux équations d^éqnilibre 

Z = , L == 0. 

La pression que Toxe fixe éprouvera perpendicu- 
lairement à sa direction sera la résultante des 



forces comprises dans le plan des s et y, détermi- 
née, en grandeur et en direction, par les deux 
premières équations (2), et passant par le point 0, 
eu vertu de Téquation (6). Los forces parallèles 
à cet axe tendront en même temps à le faire tour- 
ner sur lui-même. 

Eu comparant les quantités M et N à L, on con- 
clut de leur composition qne Téquation d'équilibre 
autour de Taxe Oy sera M := , et qu^elle sera 
N = Q autour de Taxe Os. Il en résulte aussi que 
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la condiiion d*équiUbre autour d*un point fixe coa- 
siste en ce que l^ëquilibre ait lieu successiTement 
autour do trois axes fixes et rectangulaires , menés 
iirbitraircment par ce point. Par conséquent, si 
Téquilibre existe autour de trois axes rectangu- 
laires qui se coupent en un même point, il aura 
nnssi lieu autour de toute autre droite passant par 
ce point. 

3° Je suppose que trois ou un plus grand nombre 
de points non en ligne droite, appartenant au corps 
solide, soient assujettis h demeurer sur un plan 
fixe dont la position est donnée; et je prends 
ce plan pour celui des x et y. Les forces parallèles 
k Taxe des s ne pouvant produire aucun mou- 
vement, les équations relatives à leur équilibre 
n*anront pas lieu; mais les trois équations 

X = 0, T= 0, 1 = 0, 

qui répondent aux forces comprises dans le plan 
des as et y, seront nécessaires pour empêcher le 
corps de glisser ou de tourner parallèlement à ce 
plan fixe. 

La force Z exprimera la pression totale que le 
plan fixe éprouvera. Si le corps est seulement posé 
sur ce plan , de sorte qu^il s^agisse, par exemple, 
d^un polyèdre dont une face soit en contact avec le 
plan des s et y, il faudra que le signe de Z soit tel, 
que cette force appuie le corps coutre ce plan. 
Il faudra, en outre, que cette résultante des forces 
parallèles à Taxe des m vienne percer le plan des 
s ei y dans Tétendue de la base du corps , sans 
quoi elle le détacherait de ce plan , en le faisant 
tourner autour deTun des côtés de cette base. Or, 
si Ton appelle Xi et yi les coordonnées du point ou 
cette résultante rencontre le plan des x et y, ses 
momens par rapport aux plans des a; et j et des y 
et «seront Z yi ei Zsi\ ils devront être égaux 
aux sommes des momens des composantes par 
rapport aux mêmes plans; et, d'après les valeurs 
de ces deux sommes qu^on a trouvées précédem- 
ment (no 260), on aura 

ZjTi = — M, Zyi := N. 

Il faudra donc vérifier, dans chaque cas particulier, 
que les valeurs de Si et yi , tirées de ces équa- 
tions, appartiennent à un point de la base du 
corps ; condition d'*équiltbre qui ne peut être expri- 
mée par des équations, non plus que celle qui 
est relative au signe de Z. 

4o Si les points du corps assujettis à rester sur le 
plan fixe des j* et y sont seulement au nombre de 
deux , ou bien s^ils sont tons situées sur une même 
droite , on prendra cette ligne pour Taxe des y; la 
résultante Z devra alors rencontrer le plan des 
s et y en un point de cet axe ; et , indépendam- 
ment des trois équations du cas précédent, on aura 
cette quatrième équilibre M = 0. 



5» Enfin, lorsque le corps solide ne touchera 
le plan fixe des s et y qu'en un seul point, où Ton 
placera Torigine des coordonnées, on verra, sans 
difiiculté , que les équations d'équilibre seront au 
nombre de cinq, savoir : 

X = 0,Y = 0, L=rO, M = 0,lf=0, 

La force Z exprimera toujours la pression exercée 
sur le plan fixe au point 0, et devra avoir un signe 
convenable. 

Ce résultat coïncide avec celui du numéro pré- 
cédent; car si l'on suppose le corps A' fixe et ter- 
miné par un plan , que l'on prenne ce plan pour 
celui des « et y ^ et le point K. (fig. 62) pour ori- 
gine des coordonnées, on devra faire, dans les 
équations de ce numéro, Xi = 0, yi = 0, Xi =: 0, 
a = OQo, b = 00<*; ce qui réduira aux cinq équa- 
tions précédentes , un pareil nombre des six équa- 
tions relatives à l'équilibre du corps A. La sixième 
de ces équations deviendra, en même temps , 

R 4- Z = 0, 

en supposant qu'on ait c =: , ou que la partie 
&H do la normale soit l'axe des s positives; par 
conséquent, la pression exercée sur A', qui est 
égale et contraire à la résistance R, sera la force I 
en grandeur et en direction. 

On peut remarquer , d'après cette énumération 
des différens cas d'équilibre, que les nombres 
d'équations relatives à un corps solide gêné par 
des obstacles fixes peuvent être tous ceux qui 
sont inférieurs au nombre six , correspondant à un 
corps entièrement libre. 

267. L'équation (6) relative à l'équilibre autour 
de l'axe des x supposé fixe, ne contient ni les com- 
posantes parallèles à cet axe, des forces données 
P , P', P^', etc. , ni les coordonnées parallèles aa 
même axe, de leurs points d'application M, M', 
H", etc.; en sorte que l'équilibre ne serait pas 
troublé, si l'on remplaçait ces forces et leura points 
d'application par leurs projections sur le plan des 
4P et y; ce qu'on démontrerait d'ailleun facilement 
à priori. 

Soient donc Q , Q', Q'', etc. , les forces P, P', 
P", etc., projetées sur le plan des x et y, c'est- 
&-dirc, décomposées parallèlement à ce plan et 
transportées aux projections des points M, ffl', 
ffl", etc. , sur ce même plan. Désignons par q , 
q', q'^, etc., les perpendiculaires abaissées de 
l'origine des coordonnées , supposée fixe , sur les 
directions des forces Q, Q', Q", etc. ; et, pour fixer 
les idées , supposons que Q , Q', Q", tendent à faire 
tourner , dans le même sens , autour de cette ori- 
gine, et que Q" , Q>% etc., tendent à faire tourner 
dans le sens opposé. Pour l'équilibre de toutes ces 
forces, il faudra, d'après le n° 47, que Ton ait 



(^+ QY + (yy _ Q'"ç'r' — Q»»ç.T _ etc. —0, (6) 
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en considérant q, ^, y^^ 9'"^ etc., comme des 
quantités positives, aussi bien que Q, Q', Q", 
Q'", etc. ; par conséquent , cette équation defra 
coïncider avec Téquation (5); ce qu^on vérifie, en 
effet, de la manière suivante. 

Soient H (fig. 63) la projection du point H, OG 
etHG ses coordonnées s et y^BA la direction de la 
force Q, X et iM les angles que fait cette droite avec 
des parallèles aux axes Os tX Qy, menées par le 
point H. Par le point 0, menons deux autres axes 
Osi et Oyi , le premier suivant la direction HA , et 
le second perpendiculaire à celte droite et tel que 
Tangle yOyi soit aigu ou obtus en même temps 
que sOsx ; appelons X| et yt les coordonnées OF 
et FH du point H , rapportées à ces nouveaux axes ; 
nous aurons, comme on sait, 

S\z=.y cos f« "f- ' cos ^ ) y I = y cos X — jr cos t*. 

Or, la perpendiculaire OK ouq, abaissée du point 
sur HA, devant être une quantité positive, on 
aura 

g ^ ± yi = ± (y cos X — « cos /* ), 

selon que Tordonnée yj sera positive ou négative, 
ou, ce qui est la mémo chose, diaprés le sens 
qu on a supposé a Taxe Oyi , selon qne la force Q 
tendra à faire tourner, dans un sens ou dans le 
sens opposé, autour du point 0. Ou a d'ailleurs 

Q = P sin ^ , 

et, de plus (n^ 8) 

cos a = sin y cos x , COI € = sin y cos f« ; 

il en résultera donc 

Qg = ± P (y cos « — a? cos C). 

Us forces Q' et Q'' tendant, par hypothèse. 



à faire tourner dans le même sens que Q , on aura 
de même 

QV = ± F (y cos •' — s' cos C), 
qi^f = ± P" ( y" cos •" — *" cos C" ) ; 

et les autres forces Q''', Q>*, etc., tendant & faire 
tourner en sens opposé, on aura, au coutraire, 

Q^Y" = ip P*" (y/w cos •'" — a'W cos C"), 
Q,T jw = zp Pw (yw cos !»"—.*«▼ cos Cw) , 
etc. 

On prendra donc , en même temps , les signes 
supérieurs ou les signes inférieurs dans toutes ces 
valeurs ; et en les substituant dans Téquation (6), 
elle deviendra Féquation (6); ce quUl s'agissait do 
vérifier. 

268. Le corps en équilibre étant toujours soumis 
à la pesanteur, il faudra compreudre parmi les 
forces données P, P', P", etc., son poids appliqué 
suivant la verticale à son centre de gravité. Suppo- 
sons, par exemple, qu*il s^agisse d^un corps pesant 
posé sur un plan incliné et soutenu par une seule 
force. La figure 64 représente une section du corps 
passant par le centre de gravité G , et perpendi- 
culaire au plan incliné; la longueur de ce plan 
est AB , sa base BC , et sa hauteur AC. On place 
Torigine O des coordonnées sur la verticale GH 
passant par le centre do gravité, et Ton prend les 
axes Os et Ox perpendiculaire et parallèle à AB : le 
troisième axe Oy, qui n^est pas représenté , serait 
perpendiculaire an plan de la figure. La force P 
sera le poids du corps , la verticale GH sa direc- 
tion , et JLOs Taiigie a. On aura , en outre , a; = 0, 
y = 0, C = 90». En prenant donc P' pour la force 
donnée qui soutieut le corps pesant, les équations 
d^quilîbro du troisième cas du n» 266 se rédui- 
ront à 



P cos • + P' cos •' = 0, P' cosC' = 0, F (*' cos C — y' cos •' ) = 0. 



D'après les deux dernières , on aura C = OO» et 
y'=0; ce qui montre d'abord que la force P' devra 
être comprise dans le plan des ^ et 5 ; et en effet, 
cela est évidemment nécessaire puur que cette 
force et le poids du corps aient une résultante 
unique, perpendiculaire an plan incliné. Je suppo- 
serai que soit le point où la direction de P' ren- 
contre la verticale GH, et je représenterai par OD 
cette direction. L'angle a' ou DOj; devra être obtus 
pour satisfaire à la première des trois équations 
précédentes ; j'appellerai # Tangle aigu DOx' que 
fait la force P avec le prolongement de Ox, de 
sorte qu'on ait 

cos a' =: — cos^. 

Sangle « ou B0« est le complément de l'incli- 
naison ABC du plan ; en désignant lu hauteur AC 



par 1^^ et la longueur AB par l, on aura donc 

h 



cos 



i 



d'où il résultera finalement 



y = P' cos ^J 



équation d^équilibre qui fera connaître Tune des 
deux quantités P' et J", quand Tautre sera donnée. 
Lorsque, par exemple, la force P' sera parallèle 
au plau incliné, on aura^=0, et, conséquem- 
ment, 

P* : P :: A : i , 

ou, ce qui est la même chose, 

P' = P sin t , 
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en apiieliiiit i rincltnaison du plan. Si Ton oppellc 
Q la pression que le plan éprouvera , et qui sera , 
dans ce cas, lu composante du poids P suivant 
la perpendiculaire Oi, on aura, en même temps, 



Q = P C0& 



t. 



269. On fait ici abstraction du frottement qui 
s^ajoute à la force P' parallèle au plan incliné, 
pour empêcher le corps de glisser le long de ce 
plan. Si cette force P' est nulle, le frottement seul 
peut retenir le corps tant que Tinclinaison s* n^a 
pas atteint une certaine limite. En désignant par x 
cette limite, c'est-à-dire , Tangles qui a lien lors- 
que Téquilibre va commencer & se rompre, et 
supposant qu^à cet instant le frottement est une 
fraction / de la pression , il faudra que la force 
/Q fasse exactement équilibre à la composante 
P sin X du poids du corps , parallèle au plan incli- 
né. Par conséquent, on aura, à la fois, 

Q = P cos X , / Q = P sin X j 



d'où Ton tire 



/ = tong X i 



ce qui fera connaître la valeur ùef, d*aprés Tob- 
servation de Tangle x, sous lequel le mouvement 
commence , et qu'on appelle Vangle du frotté' 
ment. 

Toutes choses d'ailleurs égales, Toipérience 
prouve qu'à l'instant qui précède la rupture de 
l'équilibre, le frottement est proportionnel à la 
pression; en sorte que le coefficient /* et l'angle x 
sont indépendans de la pression Q, et par suite 
du poids P. Ce coefficient varie avec la nature du 
corps et le poli des surfaces : on a aussi remarqué 
qu'il n'atteint le maximum de sa valeur qu'après 
que le contact du corps et du plan a eu lieu pen- 
dant un certain temps, différent pour les corps 
de nature diverse \ et ce n'est qu'^ partir de ce 
maximum que le frottement est proportionnel à la 
pression. 

En admettant cette loi expérimentale , il en ré- 
sulte que si plusieurs corps de même nature, et 
dont les surfaces ont le même poli, sont places sur 
un plan horizontal, et qu'après un certain temps 
on incline ce plan graduellement , tous ces corps 
commenceront à glisser sous un même ongle x, 
quels que soient leurs poids et l'étendue de leurs 
surfaces eu contact avec le plan. 

270. Lorsqu'un corps est posé sur un plan hori- 
xontal, la pression exercée par son poids P se dis- 
tribue entre les points d'appui de ce plan; mais 
quand leur nombre surpasse trois , cette distri- 
bution semble d'abord indéterminée ; ce qui pré- 
senterait une difliculté que nous allons esLamiiier. 



Pour fixer les idées, supposons que ce plan hori- 
xontal soit la surface d'une table dont les pieds 
sont verticaux. Dans ce plan, menons deux axes 
rectangulaires Ox et Oy (fig. 66). Soient C la pro- 
jection du centre de gravité du corps sur ce plan , 
et Â , A', A", etc. , les points de ce même plan qui 
répondent aux pieds de la table. Désignons par 
XteijfifSeiy, s' et y', x" et y'', etc., les coor- 
données de ces points G, A, A', A", etc., rapportées 
aux axes Ox et Oy. Pour qae la table ne soit pas 
renversée, il faudra que le point C soit situé dans 
r intérieur du polygone A A' A" A''' etc. Cette 
condition étant remplie , le poids P appliqué au. 
point C se décomposera en forces parallèles, diri- 
gées dans le sens de lo pesanteur, et passant par les 
points d'appui A, A', A", etc., lesquelles forces 
seront les charges que les pieds de la table auront 
à supporter. Soient Q , Q', Q", etc., ces chsrp^es 
inconnues ; d'après la théorie des forces parallèles, 
nous aurons 

P = Q + Q* + Q" + etc., 
PdF, = Q.T + Q'*' + Q"x" + etc. , 
Py, = qy + Q'y' + QV + etc. 

Or, s'il n'existe que trois points d'appui A, A', A", 
ces trois équations suffiront pour déterminer les 
charges Q, Q', Q", mais s'il y en a quatre ou un 
plus grand nombre, le problème sera indéterminé, 
et l'on pourra prendre à volonté les valeurs de 
toutes les inconnues, moins trois, pourvu qu'il 
n'en résulte , pour ces trois inconnues , que des 
voleurs positives. 

Cette indétermination aurait lieu, en effet, si la 
table était rigoureusement inflexible ; mais cela 
n'arrive jamais; et, quelque peu flexible qu'on U 
suppose, elle se déformera nn tant soit peu et 
se comprimera inégalement dans ses différentes 
parties. Or, la figure qu'elle prendra et la quantité 
dont elle sera comprimée en chaque point dépen- 
dront non seulement du poids P, mais aussi du 
nombre et de la disposition des points d'appui 
A , A', A", etc. ; et l'une et l'autre , ainsi que la 
pression qui aura lieu en chacun de ces points, 
seront complètement déterminées dans chaque cas 
particulier. Toutefois, cette détermination est un 
problème très difficile , dont la solution générole 
n'a pas encore été donnée, et qui appartient à 
Id Physique mathématique. Nous nous bornerons 
ici à remarquer que tout est nécessairement déter- 
miné dans la nature, et que quand quelque chose 
nous semble indéterminé, c'est que nous avons 
fait abstraction de quelque donnée du problème , 
c'est-à-dire, de quelque propriété de la matière, 
comme lo degré de flexibilité de la table, dans 
In question présente. 



CHAPITRE n. 



TBiioRIB DES MOMBNS. 



271. Les momenf que nous allons considérer 
dans ce chapitre sont ceux dont il a été question 
dans le n» 4Z, Ainsi, le moment d'une force P est le 
produit Pp de cette force et de la perpendiculaire p 
abaissée du centre des momens sur sa direction. Si 
donc ce centre est C (fig. 66), et que la force P soit 
représentée par la droite MA. prise sur sa direction , 
ton moment aura pour expression le double du 
triangle CAM qui a pour base cette force et son 
sommet au point C. D'après cela , le théorème 
du n* 46, relatif an moment de la résultante de 
deox forces , n'est plus qu'une proposition de 
Géométrie facile à démontrer. 

En effet, soient HA et MB les deux composantes ; 
la diagonale HD du parallélogramme MADB sera 
leur résultante ; et le point C étant en dehors de 
l'angle AHB et de son opposé au sommet, il s'agira 
de prouver que le triangle CMD est la somme des 
triangles CHA et GKB.'Or, on a d'abord 

CHD == CSA + CAD + MAD; 

en abaissant du point G une perpendiculaire CE 
sor la droite MB, qui rencontre en F sa paral- 
lèle AD, on aura 

dB s= «L n.CE, CAD == -^ AD.CF: 
et à cause de 



= AD, CP = CE — EF, 
il en résultera 

CAD = CHB ^-LmB.EF: 

mais le produit MB. ^F est la surface du parallélo- 
gramme MADB , ou le double du triangle MAD j on 
aura donc 

CAD = CMB — MAD , 

et, par conséquent , 

CMD = CMA + CMB ; 

ce qu'il s'agissait de démontrer. 

La figure suppose que la droite EF soit la diffé- 
rence des perpendiculaires CE et CF ; elle pourrait 
être leur somme, et Ton modifierait sans difficulté 
la démonstration précédente pour l'appliquer à cet 



autre cas. On prouTera aussi , de la même manière, 
qne le triangle CMD est la différence des triangles 
CMA et CMB, quand le point C est placé dans l'angle 
AMB ou dans son opposé au sommet. 

272. Par le centre des momens (fig. 67), menons 
un plan quelconque^ projetons sur ce plan la 
droite AB qui représente la force P en «grandeur et 
en direction } sdit Q la force représentée de même 
par la projection A'B' de AB ; le moment de la 
force P sera le double du triangle CAB, et celui de 
la force Q le double du triangle CA'B'; par consé- 
quent, le centre des momens restant le même, le 
moment de la projection d^une force sur un plan 
passant par ce point, est la projection , sur ce 
même plan, du moment de cette force. 

Si Ton appelle H le moment de la force P, 
et K. celui de sa projection Q ; que l'on élève sur 
les plans de ces deux momens des perpendiculaires 
CD et CE, et qu'on appelle ^l'angle DCE, cet angle 
sera aussi l'inclinaison de H sur K, et l'on aura 
(no 10) 

K = H ces l. 

Pour une même force P , l'angle ^ et le moment H 
changeront atec la position du point C sur la 
droite CE; mais cette droite restant la même, le 
produit H cos l ne variera pas ; car K ou le triangle 
CA'B' ne fera que se déplacer parallèlement à lui- 
même, sans changer de grandeur. 

273. Au lieu d'une seule force , considérons un 
système de forces quelconques P, P', P'', etc. 
Soient H, H', H", etc. , leurs momens par rapport 
au point C (fig. 68). Désignons por ^, l', i"^ etc., les 
angles que les perpendiculaires CD, CD', CD", etc., 
aux plans de ces momens, font avec un même 
axe CE; par Q, Q', Q'', etc., les projections de 
P, P', P'', etc., sur le plan mené par le point C et 
perpendiculaire à cet axe; et par K, K.', K.'', etc., 
les projections de H , H', H'', etc. , sur ce même 
plan. Ifous aurons 

]L = HoosX,K' = H'ooil',R" = H"cosl",ete. 

Si l'on voulait seulement connaître les aires des 
projections d'après celles des surfaces projetées, il 
faudrait considérer les inclinaisons ^, 1', 1", etc. , 

21 
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comme des angles aigus } mais dans les usages que 
nous ferons des projections des momens , nous 
regarderons ces angles comme aigus ou obtus, on, 
autrement dit, nous prendrons pour les droites CD| 
CD', CD", etc., les parties des perpendiculaires aui 
plans des momens H , H', H", etc., qui font des 
angles aigus ou obtus avec Taxe CE, selon que les 
projections Q, Q', Q'', etc., des forces P, P', V\ etc., 
tendront à faire tourner autour du point C, dans un 
sens convenu , ou dans le sens opposé. Ainsi , dans 
la figure, les angles BCE, D'CE, D"CE, ëUnt aigus, 
et les angles D"'GE, D^^CE, etc. , étant obtus , cela 
suppose que les forces Q , Q', Q", tendent à faire 
tourner dans un même sens , et les forces Q'", 
Q>v, etc., dans le sens opposé. Les droites CD" 
et CD"' étant le prolongement Tune de Tautre-^ 
cela signifie que les forces P" et P''' sont comprises 
dans un même plan passant par le point C , mais 
qu^elles tendent, ainsi que leurs projections Q" 
et Q"', à faire tourner en des sens opposés. 

En appelant S la somme des Ttflours positÎTes ou 
négatives de K, R', K.'', etc., nous aurons 

S == H cos ^ + ff cos l' + H" cos l'' + etc. ; 

abstraction faite du 'signe , S sera la somme des 
momens des forces Q, Q', Q", etc., qui tendent 
à faire tourner dans un sens , moins la somme des 
momens de celles qui tendent à faire tourner dans 
le sens opposé ; d'après le théorème du no 47, la 
quantité ± S exprimera donc le moment de leur 
résultante qui tendra 4 faire tourner dans le sens 
des forces qui répondent aux angles aigus ^, 
l', 1^', ou aux angles obtus f", 1^^, etc. , selon 
((ue la valeur précédente de S sera positive ou 
né};ative. 

Si Ton change h la fois tontes les droites CD, 
CD', CD", etc., dans leurs prolongemens, les angles 
^, 1^, X", etc. , se changeront dans leurs supplé- 
mens, et S deviendra — S. Il en sera de même 
lorsqu'on remplacera Taxe CE par son prolonge- 
ment CE'. 

La somme S, comme chacune de ses parties, 
sera indépendante de la position du point C sur 
Taxe CE} elle ne dépendra que du système des 
forces P, P', P", etc. , de la position de cet axe et 
de sa direction perpendiculaire au plan de pro- 
jection. Dorénavant nous appellerons cette quan- 
tité S le moment des forces P, P', P", etc., par rap- 
port à Taxe (X. 

S r= Q ( « cos fi — y cos X ) 
+ Q" («" cos fjt" — y" cos 

**, y', x', /»'; *", y", x", /*"} etc., étant ce que 
deviennent «, y^ ^f M) relativement aux forces 
Q', Q ", etc. 

Soient, de plus, «, C, y\ •', C, y'-, »", C, y"j etc.. 



274. Diaprés cette définition, les trois quantités 
L, H, N, du no 261 , seront les momens des forces 
P, P', P", etc., par rapport aux axes des coordon- 
nées positives de leurs points d*application. 

Pour le faire voir, soit Q la projection de la 
force P sur le plan des s et y ^ et j la perpen- 
diculaire abaissée de Porigine des coordonnées sur 
sa direction, 6e sorte que son moment par rapport 
à ce point ait Qq pour valeur. Supposons que la 
force Q agisse de A vers B (fig. 69), et que AC 
et AD soient les coordonnées « et y de son point 
d'application A, rapportées aux axes rectangulaires 
Os et Oy. Soient aussi x et /» les angles BAC et 
BAD' que fait la force Q avec les prolongemens 
de s et y s les composantes dirigées suivant AC et 
AD' seront Q cos x et Q cos fi, et leurs momens par 
rapport au point 0, yQ cos x et jrQ cos pL ^ d'après 
la figure, elles tendront à faire tourner en sens 
contraire Tune de Tautre, et la force Q, dans le 
sens de Q cos /« ^ on aura donc 

Qç = jrQ cos t» — yQ cos x. 

En examinant les différentes positions que peut 
avoir le point A, et les diverses directions qu'on 
peut supposer & la force Q, il est aisé de voir que 
cette équation subsistera quels que soient les 
signes de x, y, cos x, cos f», pourvu que la force Q, 
transportée au point £ ou F , où sa direction ren- 
contre Taxe des s ou des y, tende à faire tourner 
l'axe Os des s positives , dans l'angle des sr et y 
positives, et, conséqnemment, l'axe Oy des y posi« 
tives, en dehors de cet angle, comme cela est indi- 
qué par les flèches s et s'. Si le contraire avait 
lieu , c'est-à-dire , si la force (j, ainsi transportée , 
tendait à faire tourner J'axe des y positives, dans 
l'angle des s et y positives, et, par conséquent, 
l'axe des s positives , en dehors de cet angle , on 
aurait 

Qg = yQ cos X — sQ cos ft, 

quels que soient aussi les signes de s, y, cos x , 
cos /«. 

n suit de là que si S est le moment des forces P, 
P', P'', etc. , par rapport à l'axe des m positives , et 
que l'on regarde les angles ^, l'y l'\ etc., dn 
numéro précédent , comme aigus ou obtus, selon 
que les projections Q , Q', Q", etc. , de ces forces 
tendent à faire tourner l'axe des s positives , dans 
Tangle des coordonnées s et y positives, ou en 
dehors de cet angle, on aura 

+ Q' { jf' cos f»' — y' cos x' ) 

x") -|- etc.; 

les angles que font les directions des forces, P, P*, 
P", etc. , avec des parallèles aux axes des x ^ y, s; 
on aura 



Q = P sin y, Q' = 

cos « s= sin ^ cos x , cos •' =: 
cos C = sin y eos fi , cos C = 



P' sin >' , Q" 

sin y' cos x' , cos «" 
sin y* cos /m', cos C" 



F' sin y" , etc. , 
sin y'' cos x" , etc. , 
sin y cos /*" , etc.; 
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et d'après ces valeurs, ceNe de Seoltieidera avec la 
quantité L du n» 261. Ainsi L est le moment des 
forces P, P', F', etc., par rapport à Taxe des s 
positives; et selon qu*il est positif ou négatif, 
ce système dé forces tend à faire tourner le plan 
des stijs positives autour de cet axp, dans Fangle 
trièdre des coordonnées positives, ou en dehors de 
cet angle. 

Maintenant, si Ton substitue respectivement les 
axes des s, sr^ y, positites, à ceux des s, y, s, post» 
tives, L se changera dans M; il s'ensuit dono*que 
X.e8t le moment des forces P, P',.P", etc., par 
rapport à Taxe des y positlTCS , et que , selon quMI 
sera positif ou négatif, ce système de forces tendra 
à faire tourner le plan des % et y. positives autour 
de cet axe , dans Tangle trièdre des coordonnées 
positives, ou en dehors de cet angle. Cela faitySiTon 
remplace de même les axes des m, s ,ff , positives, 
par ceux des y^ s> ' > positives , M se changera 
en R ; par conséquent, N sera, le moment des forces 
P , P', P'', etc. , par rapport à Taxe des x posi- 
tives ; et suivant qu'il sera, positif ou négatif, ce 
système de forces tendra à faire tourner le plan des 
y et « positives autour de cet axe, dans Tangle des 
coordonnées positives , on en dehors de cet angle 
trièdre. 

Les trois quantités!, M, If , sont donc, comme 
on Ta dît, les momens d'un même système de force 



par rapport «ux trois axes des coordonnées positives 
de leurs points d'application ; et les signes de leurs 
valeurs , telles qu'elles sont écrites dans le no26l, 
répondent à un sens de rotation connu , autour de 
chaque axe supposé fixe. 

d76. Ëa première valeur de Qg du numéro précé- 
dent, est la même chose que 

Qjf = drP cos C — Py cos a. 

En appelant H le moment de P par rapport' è 
l'origine des coordonnées , et l l'angle compris 
entre une partie de la perpendiculaire au plan 
de ce moment et l'axe des m positives, on aura dbnu 
(no 272) 

B cos ^ = P (9 cos C — y cos a); 

ce qui suppose que cette partie de la perpendi- 
culaire au plan de H , soit celle qui fait un angle 
aigu ou obtus avec l'axe des s positives, selon que 
la quantité comprise entre les parenthèses est posi- 
tive ou négative. 

Soient Xi et It les angles que fait la même partie 
de cette perpendiculaire avec les axes des y et des 
r positives; on aura de même 

H cos J^i = P ( s 005 A -— 9 cos 7 ) , 
H cos la = p (y cos y — M cos C). 

Si donc on fait, pour abréger, 



(* cos C — y cos •)» •{- ( s cos A — « cos y)* '{' [y cos y -^ 8 cos C)* =: p» , 



et qu'on regarde p comme une quantité positive, il 
en résultera 

à cause de 

cos* t + cos* *i -J- cos* !• = 1 ; 
p» conséquent, on aura 

1 

cos ^ = — (s cos C — y cos a), 

P 
1 

cos ^a =S — (s CÔS A — * Sr COS > ) , 
P 

1 
COS la = -— (y COS y — s COS C ) , 

p 

pour déterminer sans ambiguïté les trois angles 
^1 ^1 , ^s • L'angle l sera aigu ou obtus, comme 
on l'a supposé, selon le signe de s cos C — y cos «, 
et les angles li et l» selon les signes de s cos « — 
* cos y et y cos y — s cos C. 

On vérifiera aisément ces formules. En efiet, 
reiirésentons Téquation du plan qui comprend l'ori- 
gine des coordonnées et la force P, par 

hU + ^ + CW =Z Oy 



UjV.ufj étant lès coordonnées courantes. Les coor- 
données du point d'application de cette force étant 
s, y, s, il faudra qu'on ait 

Afl^ 4- By -{- Cl =s> ; 

de plus les équations d'une droite menée par l'ori- 
gine des coordonnées et parallèle à cette force | 
seront 

e cos a = ti cos C , 19 cos • = ti cos y ; 

et comme cette parallèle est aussi comprise dans le 
plan que Von considère, il en résultera cette se- 
conde équation do condition : 

A cos A 4* B <^* ^ 4" C <!0s ^ = 0. 
De ces deux équations, on tire 



C = 



B = 



K {m cos C — y cos a ) 

y cos ^ — s cos C 

A (s cos A — ar cos y) 
y cos Q^ — s cos C * 



et en substituant ces valeurs dans l'équation du 
plan, elle devient 



tt (y cos y — 9 cos C) + V {z cos * '^ m cos y) +^w (x cos C ^^ y cos a) = 0. 
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Or, «Taprét let fonnulfli eomiiim (n^ 17), les cosi- 
nus dei angles ^, ^ , X>a , que fait la noimale à et 
plan avec les axes des « , v , w, <iui aoiit aussi ceux 
des s, y, m, auront pour Yaleun let formules qn^il 
s'agissait de vérifier. 

Sn vertu de Téquation H = ^, la quantité p est 
la perpendiculaire abaissée de l'origine des coor- 
données sur la direction de la force P. C'est aussi 
ce qui seTérifierasansdifficulté, en prenant lepied 
de cette perpendiculaire pour le point d'appli- 
Mtion de P; car , si Ton appelle r le rajon vecteur 
de ce point, qui sera alors cette perpendiculaire, 
et A , /« , f , les angles que fait sa dïreotion avec les 
axes des s, y, m, on aura 

s = r cos X y y =: f cos ^ , a = r cos 7; 

et en snbstituadt ces valeurs dans celle de p» , 
et ayant égard aux équations (not et 0) 

cos* « -|- cos* C "f- cos> ^ = 1 , 

cos* X -)~ c^* t* 4* ^^* r = 1 , 
COB « ces X •{- COS C COS fê •{- cos y COS r = 0, 

on trouvera 

p* =i n ou p = r, 

276. Les momens d^un même système de forces 
par rapport à différeos axes, jouissent de propriétés 
remarquables qui sont une conséquence immédiate 
de celles des projectious des surfaces planes sur 
différens plans , que nous allons maintenant 
exposer. « 

Soient Ox, Oy, Om, trois axes rectangulaires qui 
se coupent en un point (fig. 70). Menons par ce 
point trois autres axes Or', Oy', Ojs', aussi rectan- 
gulaires. Pour déterminer les directions de ces nou- 
veaux axes par rapport aux premiers, faisons 

gOx* = «, yO«' == C, mOx' = ^, 
#0y' = .', yOy = C, aOy' = y^, 
«Oa' =: •", yOa'=sC", «Oa' = y"; 

et considérons «, C, y, etc., comme étant neuf 
angles donnés , aigus ou obtus. Leurs cosinus 
seront liés entre eux par six équations. Sn con- 
sidérant successivement les trois droites 0»', 
Oy', Os', on aura d'abord 

cos* « + COS» C + COS» y = 1, i 
cos» a* + COS» C* 4- COS» y = 1 , V (1) 

COS» •" -|- COS» C" 4- COS» y" = 1 } \ 

et à cause que «'Oy', ar'Os', y'Oa', sont des angles 
droits , en aura aussi 

COS « COS «' 4" ^^ ^ ^^ ^' "f* co* y cos ^' = ,\ 
COS a COS «"-j- COS C COS C"+ COS y cos y = ,>(8) 
COS a! COS •"+ COS C'cos C"+ cos ^'cos y" = 0. ; 

Les neuf angles », •', «", etc. , détermineront 
réciproquement les directions des premiers axes 



Om, Oy, Os, par rapport aux foocnda O**, Oy, Oa'. 
De cette manière on aura d'abord 

cos» A 4* <^08» a 4* ^** «" = 1 , \ 

cos' C 4- cos» C 4- cos» C' =: 1, | (8) 

cos» y 4- cos» y 4- co»* >" = 1| / 
et , en outre , 

ooB«cosC4*cosi»'cosC'4*cos«"cosC"=0| 1 
cos « oos y 4* cos •' cos y '4* cos «" cos y = , >(4) 
cos C eos y 4~ coa C cos y 4* cos C" cos y =0 ; ) 

équations qui. seront équivalentes aux six précé- 
dentes, et pourront leur être substituées. 

Soit a l'aire d'une surface plane terminée pmi 
un contour quelconque , et située dans un plan 
passant par le point 0; par ce point, élevons sur 
ce plan une perpendiculaire OD , et faisons 

«OD = q] yOD = q\ sOD = ^'. 

Ces trois angles aigut ou obtus , détermineront la 
direction de OD et celle du plan a; s'ils se chan- 
gent tous les trois dans leurs snpplémens, la droite 
OD se changera dans son prolongement, et le plan 
de a restera le même. 

Appelons aussi Pjp\ p", lo% projections de a 
sur les plans yOa , sOm , sOy, nous aurons (n^ 10) 

p = a cos 9 , |i' = a cos §[', y = a coa ç''. 

Soit , enfin , b la projection de a sur un qua- 
trième plan, qui sera, si l'on veut, le plan y'Oa', 
et c l'angle s'OD ; on aura aussi 

h z=z a cos c, 

et , d'après la formule (2) du n» , 

cos o=cos q cos«4* cos 4 cos C 4- CCS 9" cet >; (6) 

d'où l'on conclut 

b = p cos A 4" f' cos C 4" j'" cos y ; (0) 

équation qui fera connaître la projection d'une aire 
a sur un plan quelconque , lorsque l'on connaîtra 
ses projections sur trois plana rectangulaires. 

Comme l'équation (6) n'a lieu qu'en tenant 
compte des signes des cosinus qu'elle renferme , il 
s'ensuit qu'il faut de même avoir égard , dans l'é- 
quation (A), aux signes des projections p,|i',p", 
et les considérer comme des quantités positives ou 
négatives , selon que la perpendiculaire OD au plan 
de a fait des angles aigus ou obtus avec les axes 
Ox, Oy, Os. 

277. Cela posé , considérons de même un nom- 
bre quelconque d'aires planes a, a', a", etc. , si- 
tuées dans des plans différens ; projetons toutes 
CCS aires sur les trois plans jK)y, sOa, yOa et ajou- 
tons ensemble tes projections faites sur un même 
plan , et ayant égard à leurs signes , ainsi qu'il 
vient d'être dit. Soient A, A', A", les trois sommes 
qu'on obtiendra de cette manière; soit aussi Bla 
somme des projections de a, a', a", etc., sur le plan 
y'Oa'; en formant pour chacune de ces aires , une 
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^qtttion wnblable à Téifiultoii (6), et ajontaut 
eotnite lontet cet équations , on aon 

B = A cos a -i» êJ coB C '\' A" cos y. 

fteprétentotts encore par V la somme des pro- 
jections de a, a\ a", etc., snr le plan s'Oa'. Il est 
évident qne la valenr de B' se dëdaira de celle de 
B, par la substitution de Taie Oy* perpendiculaire 
à G« plan, à Taxe Os;' perpendiculaire au planyOs', 
c'est-à-dire, en mettant dans la formule précé- 
dente «', Cj y\ au lieu de a, C, y ; ce qui donne 

B' = A oos «' 4" B cos C 4* ^ ^^^ >'• 

Si Ton représente de même par V la somme des 
projections de « , o*, a", etc., sur le plan «'Oy', sa 
Taleur se déduira de celle de B, en y substituant 
«^ ^') >") «n Hea de •, C, > ; d'où il résultera 

B" = A cos I»" + B cos C" + C cos y''. 

De ces Taleors de B, V, B^, et en ayant égard 
aux équations (3) et (4), on tire réciproquement 

A = B cos • -(- B' cos ft' + B" ros •", \ 
A' == B cos C + B' cos C + B" cos C", > (7) 
A" = B cos > H- B' cos >' -)- B" cos y"J 

Ces différentes équations nous montrent que les 
projections des surfaces planes snr différens plans, 
suivent les mêmes lois que celles des lignes droites 
sur des droites différentes. 

278. En faisant la somme des carrés des valeurs 
deBjB', B", il vient, d'après les équations (3) 

B« + B'* + B"i = A« -J. A'« + A"« ; (8) 

ce qui fait voir que la somme des carrés de ces trois 
quantités B, B^, B", ne varie pas avec la direction 
des trois plans rectangulaires de projection aux- 
quels elles se rapportent. Dans le cas particulier où 
toutes les aires a, a', a", etc., sont dans un même 
plan , cette somme n^est autre chose que le carré 
de Taire totale a *4- a' -|- a" -]- etc. ; et si Ton 
prend ce plan pour celui des axes Oy et Os , par 
exemple, on aura évidemment 

A=:a + o'+o" + etc., A' = 0, A" = 0. 

Cherchons actuellement ce que la même somme 
représente dans le cas général où les aires a, a', a'', 
etc., sont situées dans des plans quelconques. 

L'équation (8) donne 

B == l/k* + A'« + A"* — B»» — B"t I 

la somme B, qui varie en passant d'un plan de pro- 
jection à un autre , est donc la plus grande possi- 
ble, quand on a B' ;= et B" = 0; et alors elle 

est égale à |/A* + A'« + A"*. Ainsi , k quantité 
constante dont il s^agit représente, dans le cas gé- 
néral, la plus grande somme des projections sur 
on même plan, des aires planes que Ton considère 
dans Teapaoe. 



279. Le pbin yOa' qni répond è cette plna 
grande projection, jouK de propriétés importantes 
en mécanique , qne nous ferons connaître dana la 
suite de ce traité. Sa position est facile à détermir 
ner, d'après les équations B' = et B"s= 0, qui le 
caractérisent. 

En effet, les équations (7) se réduisent alon è 

A=B cos «, A' = B cosC, A"=:Bcos >; 
d'où Ton tire 



cos m = 



J/A» + A'» + A"« 

A' 
cos C s= , 

KA» + A'« + A"» 

A" 
cos y =s , ^, 

J/^Ai + A'« + A"» 

Lors donc que Ton connaîtra les sommes A, A', A", 
des projections sur trois plans rectangulaires ffOs^ 
sOâ, arOy, choisis arbitrairement , on pourra im- 
médiatement déterminer la direction du plan yOs' 
de la plus grande projection , au moyen des trois 
angles « , C , y, qui se rapportent à la droite Og* 
perpendiculaire à ce plan. Quant à sa position ab- 
solue dans l'espace , il est évident qu'elle est indé- 
terminée; car les projections de chacune des aires 
a, a', a", etc., et, par conséquent , la somme de ces 
projections , sont les mêmes sur tous les plans pa- 
rallèles. 

280. La somme des projections des aires a, a', 
a[', etc., est égale sur. tous les plsns également in- 
clinés sur celui de la plus grande projection. 

Pour le démontrer, prenons le plan perpendicu- 
laire à la droite OD ; désignons par G la somme des 
projections de a, a', a", etc., sur ce plan; soient 
toujours 9, g', 9", les angles que cette droite (M) 
fait avec les axes Ojp, Oy, Os, et Tangle j^OD qui 
mesure l'inclinaison de ce plan sur celui de la plus 
grande projection. On aura , d'après ce qu'on vient 
de trouver (no 277), 

C = A cos 9 4- A' cos 9* 4- A" cos ^, 

En substituant B cos «, B cos C, B cos y, à Is place 
de A, A', A", on aura donc 

C = B (cos « cos q 4- cos C cos ^ 4" ^^ > ^^^ 9*')i 

ou bien , en vertu de la formule (6), C =: B cos e, 
et en mettant pour B sa valeur, 

C = V/a' 4- A'« 4. A"« cos c; 

par conséquent, la valeur de G est la même pour 
tous les plans qui font le même angle avec le plan 
yOs' de la plus grande projection. 

Cette valeur diminue à mesure qne l'angle e ap- 
proche de •<)• ; elle est nulle pour tous les plans 
perpendiculaires à y'Oa*. 

961. Pour appliquer maintenant à la théorie des 
monens ces propositions relatives ani projections 
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des inrfacet pUnefl, U snfflt de snppoMr que les 
aires a^a\ a", eic., sont les doubles des triangles 
qui ont pour soamet commun le point 0, et pour 
bases les droites qui représentent , en grandeur et 
en direction^ les forces P, P', P'', etc., que Ton a 
considérées précédemment. Leurs momens L, H, N, 
par rapport aux axes Oz^ Oy, O^r, des coordonnées 
positives de leurs points d'application (n» 274), 
seront alors les sommes des projections de a, a', 
af\ etc., sur les plans «Oy, «0«, yOjs ; et voici les 
conséquences qui résultent des propositions qu^on 
Tient de démontrer : 

lo En appelant E le moment des forces P, P*, 
P", etc., par rapport à un axe passant par le point 
0, qui fttit avec les axes Os, Oy, Os, des angles 
t, •', t"| aigus ou obtus, on aura 

E = N cos • -f" K cos •' -f- L cos •". 

2o Parmi toutes les directions autour du point 0, 
de Taxe du moment E , il en est une pour laquelle 
ce moment est le plus grand possible et égal à 

|/^L> -^ M> -^N*. Par rapporta tout autre axe, pas- 
sant toujours par le point et perpendiculaire à 
celui du plus grand moment, le moment E est séro, 

et il est égal à [/U -f M» +W« cos l^ relative- 
ment à un axe qui fait Pangle i avec celui du plus 
grand moment. 

3o Enfin, si Ton appelle «, C, ^, les angles que 
fait Taxe du pins grand moment passant par le 
point 0, avec les axes Ox, Oy, Ojs, des momens N, 
H, L, et que Ton désigne par G la grandeur de ce 
plus grand moment, on aura 

NHL 

cos • = — , cos C = — , cos V = — , 
G G G 

et, en même temps, 

G = |/l« + Mi + h» ; 

d*où il résulte qu^en prenant sur les aies O^r, Oy, 
Os, à partir du point 0, des droites proportionnel- 
les aux momens N, ffl, L, et achevant le paralléli- 
pipède dont ces droites seront les trois côtés adja- 
cens, la longueur de sa diagonale représentera la 
grandeur du plus grand moment , et cette droite 
sera l'axe de ce moment principal. 

Ces théorèmes remorquables sont dus à Euler. 
Hs établissent une parfaite analogie entre la com- 
position des momens et celle des forces ; analogie 
qui tient & ce que les forces étant représentées par 
des lignes droites , les momens sont exprimés par 
des surfaces planes , qui se projettent sur des plans 
différons , de la même manière que les lignes sur 
des droites différentes (do 277). 

282. Le point et le système des forces P, P'^ 
P", etc. , étant donnés, j'appellerai memsfit princi- 
pal de ces forces, leur plus grand moment G. Si Ton 
transporte toutes ces forces parallèlement à elles- 
mêmes , en ce point 0, elles auront une résultante 



que je désignerai par R , et dont 1er compoMotet , 
suivant les axes Os, Oy, Ojs, seront les tvois quan- 
tités X, T, Z, du n» 261, La considération de cette 
résultante et du moment principal, fournit an 
énoncé très simple des résultats du obapitre pré- 
cédent. 

Poui Téquilibre des forces P, P', P", etc., applt^ 
quées à un corps solide entièreaient libre, il suf- 
fira que la résultante R et le moment principal G 
soient égaux à xéro ; car, à cause de 

R« = X» + Y« -I- Z» , G» = L« + M» + lf« , 

les équations R = et G =: , entraîneront les six 
équations d^équilibre du n^ 261 . 

On en peut conolure que pour qu'un système de 
forces fasse équilibre à un autre , il est nécessaire 
et il suffit : !<> que les résultantes R qui ont lieu 
dans ces deux systèmes soient égales et contraires; 
2o que , pour un même point , leurs momens 
principaux soient égaux et répondent à des axes 
dirigés an sens contraire , ou dont l'un soit le pro- 
longement de Tautrc. La résultante R et sa direc- 
tion, Te moment principal et la direction de son 
axe, resteront les mêmes, dans toutes les transfor- 
mations qu'on peut faire subira un même système 
de forces, et, généralement, pour deux systèmes 
de forces équivalons. 

Soient a, b, c, les angles que la force R fait avec 
les axes Os, Oy, Os: on aura 

X T Z 

cos û = — , cos ê = •— , cos = — . 
R R R 

Soient aussi m Tangle compris entre sa direction et 
Taxe du moment principal ; «, C, y, étant les angles 
que fait cet axe avec Os, Oy, Os, nous aurons 

cos » = cos a cos « 4- cos 6 cos.C -f* eos o cos y , 

ou, ce qui est la même chose, 

XTl ^ TM + ZL 

cos » = !— ;r= — ï— • 

RG 

Il s'ensuit donc que la condition d'une résultante 
unique qui est exprimée (no 263} par Téquation 

XN + TH + ZL = 0, 

consiste en ce que l'axe du moment principal G et 
la direction de la résultante R doivent se couper à 
angle droit. Cest ce qu'on vérifie , en effet , en 
observant que si les forces P, P', P'', etc. , dans 
leur véritable position , ont une résultante unique, 
cette force doit être égale et parallèle à R, et que 
son moment par rapport au point 0, doit aussi être 
le moment principal G ; en sorte que l'axe du mo- 
ment principal est alors perpendiculaire à cette 
résultante transportée an point parallèlement à 
elle-même ; mais ce raisonnement ne sufiirait pas 
pour prouver que réciproquement , quand l'équa- 
tion précédente a lieu , les forces données ont une 
résultante unique. 
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289. Je transporte le point entm autre point 
quelconque que j'appelle Oi ; je désigne par xi, 
f i« <i> les coordonnées de Oi, rapportées aux axes 
Os, Oy, Os, et par L|, M,, Ni^ ce que deviennent 
L , M , n , relativement à ce point 0» : les valeurs 
de ces dernières quantités se déduiront des pre- 
mières (n« 661 ), en y mettant s — d;i , y — yc , 
È•^M^ , à la place de x,y,Mf et il en résultera 



Li = 1 + Xyi — TdPi , 

Hi = M + Z#» — Xs, , 
Ni = H + T«, — Zya . 



W 



Ces fonnnles montrent que quand P, P', P", etc., 
le réduisent à des forces égales, parallèles et diri- 
gées en sens contraire, mais non directement op- 
posées, auquel cas onBX = 0, Y=0,Z =0, les 
quantités Lt , ffli , IVi , sont indépendantes des 
coordonnées du point Oi ; en sorte que la gran- 



deur du moment prindpal et la direction de son 
axe neTarient pas aTec la position de ce point. En 
effet, quelque part que soit placé le point Oi , il 
est évident que Taxe du moment principal des deut 
forces parallèles qu^on peut substituer aux forces 
données P, P*, P", etc. , est la perpendiculaire à 
leur plan ; et nous savons d'ailleurs (no 48) que la 
somme des momens de ces deux forces qui ser^ le 
moment principal des forces données, est une quan- 
tité constante. 

Dans tout autre cas, le moment principal chanj^e 
avec la position du point Oi ; et Ton peut deman- 
der qnel doit être ce point, ou ces points, s'il y en 
a plusieurs j pour lesquels ce moment est un mûis'* 
«MM. En le désignant généralement par Gi , c'est- 
à-dire, en faisant 



G,« == L»» + H,« + N,« , 



nous aurons 



G.» = (L + Xy, — Y*, )3 + (M + Z«, — Xs, )" + ( W + Y«» - Zy, )• . 



Si Ton égale à xéro ses trois différences partielles 
par rapport h Si , yt , »i , afin de déterminer sa 
valeur mtmaia^ et si Ton observe que 

R» = L« + M» + W« , 

on obtient trois équations qu'il est facile d'écrire 
suas cette forme : 

K»*. = X (XsTi + Ty» + Zs. ) + YL — ZM, 
R«y, = Y (Xx, -I- Yy, + Z«, ) + Z« —XL, 
R«s, = Z {Xsi + Yy, + Zs, ) + XM— YN. 

Or, si l'on ajoute ces trois équations après les avoir 
raoUipliées par X , Y, Z , on trouve une équation 
identique j il s'ensuit donc qne Tune d'elles est 
nne suite des deux autres ; et comme les coordon- 
nées Xi ,yi. Sa « ne s'y montrent qu'au premier 
degré , elles appartiennent à une ligne droite qui 
est le lieu des centres des momens, par rapport 
aoitiaels le moment principal est au mùnmyn. Il 
n^est pas nécessaire dVxaminer lequel a lieu du 
RosMumou du minimums car il est évident que la 
valeur de G| croit indéfiniment avec les variables 
'i , yi » Si ^ et n'est pas susceptible de moxs- 



On en déduit 



NX + MY + LZ 
G.= 5 , 



w 



284. En éliminant la quantité Hsx •{- Yyi -)- 
Isi y entre les équations précédentes, prises suc- 
cessivement deux à deux , on trouve 

R* 



Ts, — Zy, + N = 



X ( NX -I- HY + LZ ) 



R* 



^uations qui appartiendront aux projections sur 
les trois plans des coordonnées du lieu des centres 
des momens principaux niMMia. 



pour la valeur du moment principal mtiitmMm, qui 
est ainsi la même pour tous les centres 0,. 

Si l'on appelle ai , ^\ ,y\ ^ les angles que l'axe 
du moment Gi fait avec des parallèles aux axes Os, 
Oy, Os, menées par le point Oi , on aura 

Ni Ml Li 

ces Al ^ — , cos Cl = — , ces q^i = — , 
Gi Gi Gi 

quel que soit le centre des momens ; et, d'après les 
équations {a), {l), {c), il en résultera , en particu- 
lier, pour un point Oi appartenant à la droite dé- 
terminée parles équations {b), 

X Y Z 

cos •! r= — , cos C, = — , cos ^i = — ; 
R R R 

ce qui montre que les axes de tous les momens 
principaux msfitima^ dont la valeur commune est 
donnée par la formule {c), sont parallèles entre eux 
et à la directioii de la force R. 

Quand les forces données ont une résultante 
unique , il est évident que la plus petite valeur de 
Gi doit avoir lieu lorsque le point 0» est pris sur sa 
direction \ ce qui rend cette valeur égale à séro. 
Réciproquement, s\ la valeur de Gi est nulle par 
rapport à un point 0| , on en conclura que les 
forces données P, P', P", etc., ont une résultante 
unique , passant par ce point ; car si elles se rédoi* 
saient à deux forces non comprises dans un même 
plan , on pourrait faire passer l'une d'elles par le 
point Oi , et réduire leur moment principal à 
celui de l'autre force , lequel ne serait pas xéro, 
contre Thypothèse. On conclut de là que la condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que les forces 
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données BientunejrësulUiita umque^ consiste en ce 
que leur moment principal puisse être égal à sëro« 
Ce moment étant alors un MtfitMiiim , U condition 
dont il s*agit sera exprimée par Téquation 

LZ 4- HT + NX =: 0, 

d'après la formule («) ; et le point 0, auquel il se 
rapporte » appartenant à cette résultante , les équa- 



tions de la droite suivant laquelle elle est dirigée, 

seront 

Xyi — T«i + L s: , 
Zsi — Xsi -1- H s=s , 
Tsi — Zyi + N = 0, 

en Tcrtu des équations (h). Ces résultats cof neideni 
avec ceux du n« 2MI3 qu^on a trouvés par d*aotrea 
considérations. 



CHAPITRE ni. 



BXBMPLBS DE LÉQuILIBRE d'uN CORPS FLBXIBLB. 



$ !«*. Bqtiiiibrêdupolygim$fuKictilaif9, 



285. On appelle | en général , muickiM ftmicu- 
lairtj tout assemblage de cordes liées entre elles 
par des nœuds fiscs , ou simplement passées dans 
des anneaux qui peuvent couler le long de ces cor- 
des. Le nombre des cordons qui viennent aboutir 
à un même nœud peut être quelconque ^mois pour 
simplifier la question , nous supposons que chaque 
nœud n^assemble jnmais que trois cordons ; et , en 
premier lieu , nous exclurons les anneaux mobiles. 

Prenons donc une corde parfaitement flexible et 
d^nne longueur quelconqne , dont A et B (fig. 71) 
soient les deux extrémités. Soient H, M', M", etc., 
différens point de cette corde; attachons i ces points 
des cordons MC, M'C, ll"C", etc., suivant lesquels 
agiront des forces données P, P', P", etc. ; appli- 
quons aussi au point H une force donnée H , agis- 
sant dans la direction du cordon MA, et au dernier 
des points H, H', M", etc., une autre force donnée 
K, dirigée vers le point B. Dans Tétat d'équilibre , 
cette corde flexible formera un polygone dont les 
sommets seront les points A, M, M', H",... B, et 
que nous appellerons spécialement un polygont fw» 
tricuiairê. Il s*ogit de trouver les conditions que les 
forces données H, P, P', P",... R, doivent remplir 
pour qne cet équilibre soit possible , et de détermi- 
ner la figure du polvgone qui convient i cet état. 

Pour trouver ces conditions , je pars de ce prin- 
cipe évident que si Téquilibre existe , chacun des 
cordons MIT, 11' H", etc., doit être tiré, à ses dcnx 



extrémités , par des forces égales, dirigées suivant 
ses prolongemens; car si ces deux forces n^avaient 
pas lo même direction que le cordon , rien ne les 
empêcherait de le faire tourner ; et si elles n*é- 
taient pas égales et contraires, elles feraient avan- 
cer le cordon suivant sa direction. 

n s^ensuit d^abord que la résultante des deux 
forces H et P, appliquées au point M, doit coïncider 
ovec le prolongement MD du cordon HV. On peut 
donc transporter le point d'application de cette force 
au point M' situé sur sa direction (no 41); en la com- 
posant ensuite avec la force P*, appliquée àcepoint, 
il faudra que cette seconde résultante, qui sera celle 
des trois forces H, P, P', coïncide avec le prolonge- 
ment M'D' du cordon H'' M'; et par conséquent, il 
sers permis de la transporter au point M". Je prends 
encore la résultante de cette force et de P" qui agit 
en ce même point K"; j'ai, de cette manière, la 
force qui tire le cordon W^W^ à son extrémité M'', 
et qui doit être dirigée suivant son prolongement 
M"D". Cette force est, comme on voit, la résul- 
tante des forces H, P, P', P"; un raisonnement 
semblable prouverait que la force qui tire le même 
cordon à son extrémité M'" et qui doit coïncider 
avec son autre prolongement H"'D''', est la résul- 
tante des forces P"'; Piv,...,K. ; ces deux résultan- 
tes sont donc égales et directement opposées ; et , 
conséquemment , la résultante de toutes les forces 
données H, P, P', P '.... K ^ doit être égale à xéro. 
On parviendrait évidemment au même résultat , en 
considéront les forces qui ogissent aux deux extré- 
mités de tout outre côté du polygone. 
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Ainsi , les forces appliquées an polygone funicu- 
laire doivent être telles qu>n les transportant en 
un même point parallèlement à elles-mêmes , elles 
s''y fassent êf|uilibre; ce qui donne, comme on sait, 



trois équations entre les grandeurs de ces forces et 
les angles que font leurs directions avec trois axes 
rectangulairea menéa par ce point. Ces équations 
sont (n« 36) 



H eos a -|~ K. cos e -f> ^ ^os • ^ P' cos •' «f- etc. z=z 0, 
H cos 6 -f K cos f -|- P coa C 4- P cos C 4- etc. = , 
H cos c -\- 'JL tiM g -^ V cù% y -\- V^ co% y* '^^ etc. := \ 



(«) 



^•i 



k, m\ etc., désignant les angles relatifs à Tnn 
désaxes; h^f, C, C, etc., les angles relatifs à un 
antre axe; et e, ^, y, y\ etc., ceux qui répondent 
au troisième. 

286. Lorsque les forces H , P, P*, P",. .. K, et les 
directions des cordons par lesquels elles agissent^ 
ne satbferont pas à cea équations, il sera impossi- 
ble quVlles se fassent équilibre par le moyen du 
polygone funiculaire, quelque figure qu'on lui 
donne ; mais toutes les fois que ces équations se- 
ront satisfaites , on pourra donner au polygone une 
figure telle que l'équilibre ait lieu. Les grandeurs 
et les directions des forces H, P, P*, F*,... K, étant 
données , cette figure est déterminée , et sa con- 
struction résulte de la suite de compositions de 
forces que nous Tenons d'indiquer. 

En effet, connaissant les directions des cordons 
lA et HC, par lesquels agissent les forces H et P, 
on déterminera la grandeur et la direction de leur 
résultante. Sur le prolongement de cette direction, 
k partir du point M, Je porte la longueur donnée du 
côté M9' ; cela fait , j'applique au point M' la résul- 
tante de H et P suiTsut la ligne WB. , et la force P' 
saÎTant la direction donnée du cordon WV, Je 
prends la résultante de ces deux forces , et sur le 
prolongement de sa direction, à partir du point H', 
je porte la longueur donnée du côté M'H". Mainte- 
nant , je fais au point H" une construction sembla- 
ble i celle que je Tiens d'indiquer pour le point 
X; j'applique en V la dernière résultante sur le 
c6té M' V, et la force F*^ suiTont la direction don- 
née du cordon 'llfC; je compose ensuite ees 
denx forces en une seule, et, sur le prolongement 
de celle-ci , je porte la longueur donnée du cèté 

ri'. 

Je continue ainsi jusqu'il ce que je sois parrenu 
au dernier des nœuds V, V, M", etc., qui sera , je 
•oppose, le point W* , de sorte que M^^B soit le der- 
nier côté du polygone. Sa direction est connne , 
puisqu'elle représente celle de la force extrême K., 
qui est donnée par hypothèse. H faudra donc que la 
direction prolongée de la résultante des deux forces 
appliquées au point M>v, suivant le côté K"'M(« et 
raiTant le cordon HivO* , coïncide avec la direction 
donnée du côté Hi^B. C^est , effectivement , ce qui 
arritera toujours; car, d'après notre construotion, 
la force dirigée suivant Hi* M''' n'est autre choso 
que la résulUnte des cinq forces H, P, P', P", P'", 
transportées au point W" parallèlement à leurs di- 
rections ; en la composant avec la force V" , dirigée | 



suivant Hcv&v, on aura la résultante de toutes les 
forces données , moins la force K.; or, en vertu des 
équations (a), qu'on suppose satisfaites, cette ré- 
sidtanteest égale et directement opposée à la force 
K (n« 36). 

Si l'on mène par le point A^ les trois axes oux- 
qnels se rapportent les angles a, $, •, •', etc., h,f, 
C, C, etc., 0^ ^> >) >', etc., les coordonnées de 
chacun des sommets du polygone, rapportées à 
cet axes, seront les projections sur ces mêmes 
axes de la partie du polygone comprise depuis le 
point A jusqu'à ce sommet. On pourrait les calcu- 
ler, en fonctions de ces angles , des longueurs des 
côtés du polygone et des forces données; les for- 
mules générales que l'on obtiendrait de cette ma- 
nière serviraient, dans chaque cas, à construire 
directement tons les sommets du polygone , ou seu- 
lement un ou plusieurs de ces peints ; mais il est 
pins simple de déterminer successivement , et les 
uns au moyen des autres , les différons côtés du po- 
lygone, ainsi qu'on vient de l'indiquer. 

387. Quand les forces données remplissent les 
conditions exprimées par lea équations (a), et qu'on 
a fait prendre au polygone la figure propre à Té- 
qnilibre, l'intensité commune des denx forces éga- 
les et contraires qui tirant chacun des côtés suivant 
son prolongement, est la Unsian que oe cordon 
éprouve ; U est dono important, dans la pratique, 
de calculer cette tension , et de s'assurer, par l'ex- 
périence, qu'elle ne dépassa pas celle qu^un cordon 
du même diamètre et de la même matière peut sup- 
porter sans se rompre. 

Or, d'après ce qu'on vient de voir, cette tension 
variera d'un côté à l'autre du polygone ; la tension 
du côté HH' sera égale à la résultante des forces H 
etP, ou à celle des forces P', P", P"',... R ; la ten- 
sion du côté ll'M" sera égale à la résultante des 
forces H, P, P', ou à celle des forces P'', P'",... K; 
et ainsi de suite. Il sera donc aisé , dans dbaque 
cas particulier, de déterminer les tensions qu'é- 
prouvent tous les côtés du polygone en équilibre , 
lorsque les grandeurs et les directions des forces 
H, P, P', P",...&, seront toutes données. 

Si les points extrêmes A et B du polygone sont 
fixes , les forces H et K représenteront à la fois les 
tensions des cordons qui aboutissent à ces points et 
les pressions que ces points éprouvent. Dans ce cas, 
les valeurs de H et K,- et des angles a,h^e, e, fj g, 
qui déterminent les directions des deux côtés extrè* 
mes du polygone, ne seront plus données; maison 
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aura huit équations pour dëtenniner cet huit in- 
eooniMt , savoir, les équations {a), les équations 
( no 6) jBosMi 4"^^*'^ H* cos*e=r 1, cos*e 'J^ oos*/'4- 
cos*^= 1 , et trois équations résultant ém ce que la 
position des deux points fixes A et B est donnée. 
On formera celles-ci en calculant les valeurs des 
trois coordonnées de l'un de ces points., rapportées 
à des axes passant par Tautre point , c'est-à-dire , 
les projections du polygone entier sur ces trois 
axes , et les égalant aux valeurs données de ces 
mêmes coordonnées. 

In liéterinîtta^i^n da ces huit inconnues sera gé- 
néralement très oompUquée^ mais après «que le 
polygone funiculaire aura pris de lui-même la figure 
propre à l'équilibre des forces appliquées à ses som- 
mets, en obtiendra sans difilculté les tensions de 
ses différens e^kés^ ce qui suflira pour la pratique. 
Ainsi, en décomposant la force P appliquée au point 
M en deux autres tbroea dirigées «nivant les pro- 
longemens des côtés AH et MIT, les oomposantes , 
doimées immédiatement par la règle du panliélo<- 
gramme des forces, seront les/iensions de oes deux 
oMés. Celle qui agira suivant le prolongement de 
AH devra être égale à la force agissant suivant ce 
premier côté, lorsque le point A sera libra; et 
quand il sera.fixe, elle exprimera la pression exer- 
cée sut oe point- Pareillement , les composantes 
de la force P' suivant les prolongemens de HH' 
et M!%^^ exprimeront la tension de HH', déjà con- 
nue par la décomposition de P, et celle du côté 
adjacent HW ; et ainsi de suite. 

288. Les cordons qui forment les différons côtés 
d'un poUgone funiculaire sont tonjeun un peu ex- 
tensibles; cbaoun d'eux s'allonge d'une petite quan- 
tité, en raison de la tension qu'il éproSwO'dans l'état 
d'éqnilibre j et lorsque cette tension est connue , 
on pent calculer l'allongement correspondant. 

Bn effet, l'expérience prouve q4ie tant que la 
tension d'un fil homogène et d'une épaisseur con- 
stante n'approche pas de la force nécessaire pour 
le rompse , son allongement est proportionnel à sa 
longueur et à la tension qu'il éprouve ; il varie 
d'ailleurs, d'un fil à un autre, avec l'épaisseur et la 
matière du fil. Gela étant, je suppose que Ton at- 
tache à un point fiie un fil de la même épaisseur 
et de Is mtee matière que le cordon AH, et que 
l'on suspende à son extrémité inférieure un poids 
donné II , très grand par rapport à celui du fil. 
Soient i et / (1 + *) «es kmgueura avant et après 
la suspension du poids II; cette quantité «sera une 
fraction très petite , indépendante de / et propor- 
tionnelle à n , en négligeant le poids du fil ; en 
sorte que si , dans une antre expérience, les trois 
. quontilés l, «, H, sont f , v', H', on aura 

n 

quels que soient /et fi Or, il est évidoot qu'un fil 
ottaché à un point fixe et tiré à son autre extrémité 



par une force dirigée suivant son p^p^gement , 
est dans le même état que s'il ^éti^iit |iré par œtte 
mémeforce suivsnt ses deux prolongemens. Si donc 
on appelle T la tension du cordon AH , et si l'on 
suppose qu'il se soit allongé dans le rapport de 
1 4* v ^ l'unité, on aura 



n 



pour déterminer cet allongement; et il en sera de 
même poufr tous le» aptres côtés du polygope. 

289. Soit que les points extrêmes A et B du po- 
lygone soient fixes, ou qu^ils soient libres, si l'vn 
on plusieun des nœuds H, H', H'', etc., sont rem- 
placés par des anneaux , cette circonstance don- 
nera lieu .à de nouvelles conditions d'équilibre. 
Supposons, par exemple, que H" soit un .anneau mo- 
bile qui puisse glisser le long du cordon H^H 'H"^; 
il est clair que dans ce mouvement la somme des 
distonces H'H'' et H^H"^, du point H" aux points H* 
et H"*, restera constante. Or, si l'équilibre existe, 
cet étai ne sera pas troublé en rendont fixes oes 
deux derniers points ; mais alon le point W sera 
dons le même cas que s'il était astreint à demeurer 
sur la surface d'un ellipsoïde de révolution, dont H' 
et M"' sont les deux foyers , et dont le grand axe 
est égal à la longueur donnée du cordon KWA"*^ 
donc ce point ne peut rester en équilibre (n» 36), 
à moins que la Ibrce P" qui lui est appliquée ne 
soit perpendiculaire à cette surface ; d'où il suit , 
d'après une propriété connue de l'ellipse, que la 
direction de oet|e force doit couper en deux par- 
ties égales l'angle des deux rayons vecteun H'^H' 
et H"H'". 

I»on donc qu'en exécutant la construction du 
no 280, on sera parvenu à un anneau mobile tel 
que H" et que l'on oura pris la résultante des deux 
forces dirigées suivant H"H' et W^C"^ dont le pro- 
longement sera leo^té H"n"'; s^ l'on trouve que 
les angles G' W et C"H"I1'" ne sont pas égaux 
entre eux , il en faudra conclure que l'équilibre 
n'existe pas. En général, il faudra que la direction 
du cordon H"G", attaché à un anneau mobile, ne 
soit pas donnée d'avance, afin qu'on puisse, en la 
déterminant d'une manière convenable , remplir la 
condition de l'égalité des deux angles H'H"C" et 
M"'H"C". 

Observons que dans l'état d'équilibre , les ten- 
sions des deux côtés adjacens à un anneau mobile 
seront égales entre elles ; cela résulte de ce qop 1:09 
deux côtés font des angles égaux avec la direction 
de la force appliquée à cet anneau , et que leurs 
tensions sont les composantes de cette force sui- 
vant \pm propres directions ; mais cette égalité 
de tension peut aussi être considérée comme .évi- 
dente en elle-même , puisque les deux cô^és le 
long de^qujBls l'anneau peut glisser ne forment 
qu'un cordon , qui doit nécessairement éprouver 
la mêm& tension dans toute son étendue. 
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990. fit 4D9II0M disous à Tégard d*aii ànmem 
oblige Û9 gtbser le long d'im fil coniidéré eomme 
iiiexteni4lil«eir|NufaiteflBenl fleiiblé, peut s^éten- 
dre à tout le» points d'nn tyctème de points «Mté- 
riels en- équilibre. Qnelle qoo toit la liaiaon.de ees 
poiaU estio eux, on ne troublera pa* cet équilibro 
an fiaant tout lea pomta du tystèete, excepté un 
teol. Of, ti k liaiaoQ de ce fmint avec lea auiret 
eat telle qa'il puitae eoeoredéerire une turface ou 
scaleaient utia iigne eoiarbe «ntour de cet peinU 
ixea^ y eat évidon* qne le point «nobUe atiu dana 
lo jBémOiCat qoetila tiiffa6ej»o la ligne coufbe 
exitlait réellciaent; pav contéquent, la direetâen 
de la fareo qui lui eat appliqihée doll être nomak à 
cetAe aurfnee ou à cette ligne. 

Condnont donc que dans tout aytlène de 
pointa outériela en équilibre, la foreo appliquée à 
cfanonn de cea pointe eat pet pendiovlaiie à la iur- 
bon oo à la ligne sur laquelle ce pain* aérait obligé 
dereater, ti tout let autrea pointe auxquels il est 
lié étoient regardét , pour un moment , oommo des 
pointe fisct. 

Quand cette coudition^relatiTe à la direction dea 
farcea e4 à la liaison dea partiet du tyaiéme , u'ett 
pat remplie, en peut éti« certain que Téqoilibre 
a^txiste paa; mait elle ne siAt pat àelleaeulopour 
•Mwor Féquitibre du systéffle, 

S91. 8ê toutes let forces qui agitsent sur un po- 
If goae funiculaire totpendu aux doux pointe fixât 
A d H, toDt det poida donnét , il résulte de la coo- 
itiuetion du n» 286, que ce polygone tout entier 
Mrs contenu dant le plan ^rtical pattant par cet 
dtos pointe ; ei cela e^t d'aiUeura évident en toi- 
Bièmn, puitqu*il i»*y aurait aucune raiton pour 
fiHl n'écartât de ce plan, plutôt d'un côté que de 
Faulfo. En prenant aIor« la perpendienlaire à ce 
pian pour Taxe aoqunl répondent ç,g, y^y\ eto., 
teui net angtet tarant droite, et te troisième équa- 
tioq (•) disparaîtra ; le» deia auteet se réduiront à 



H.coa a -|- l^.cos #=s 0, 1 

Hcos6 -f&cos^4'II=sO, I 



(i) 



eo topposant que les angles a^ a , • , •', etc. , ré- 
pondent à un axe horiiontel , et les anglet i,f,Cf 
^1 cto«i ^ an axe dirigé dant le tens de la pesan- 
teur, et en représentant par n la tomme det poidt 
^« P*» ï", «te., sppliquét su polygone. 

L'é(]uilibre de ce polygone ne sera pat troublé ti 
Ton rend ta forme inTsriable; par conséquent, la 
forée H devra être égale et directement oppotéeà 
la résnltente des forces H et IL En vertu des équa- 
tions {b), elle est déjà égale et contraire h cettevé. 
laltente ; il faudra donc encore qu^elIe passe par 
la point O (flg. 72), où les prolongemcns des cor- 
dans extrêmes AH et BM viennent se couper^ et 
q«'<Hi peut prendre pour le point d'application 
commun aux deui forœa U et K. Ainsi , dans TéMt 
d'équilibre, te rétnitente U dés forces veKiicatet. 
l*. P*, r, ete., tara* diri«dn ^mvant te 



OD ; et , cote étant, on aura les proportioni (no 20) 

H : n :: sin BOD : tin AOB, 
K : n •• «în AOD : «n AOB, 

qui feront connaître les tensions des cordons ei- 
trémes , ou les pressions H et K eiercées sur les 
deux points fixes A et B , quand on aura mesuré 
les angles AOD et BOD. 

202. On ^leut faire sur les tensions des cordons 
qui supportent un poids donné, la même remarque 
que Ton a d^à ftiite à l'égard des pressions éprou- 
vées par les pointe d'appui d'un plan horisontel sur 
lequel un poids est placé (n» 870). 

Supposons que les trois cordent sttacbéa aux 
pointe fixes A, B, C (fig. 73), te réunissent au point 
M , et qu*en ce point un poids P soit totpendu et 
agitte tnivant la verticale XD. Prenona un point D' 
sur le prolongement de cette droite, etconttrni- 
tont leparaUéljpipéde dont KD' est la diagonale, et 
(]pii a set trois côtés adjacent HA', HB'.HC, sur let 
directions des trois cordons. Si l'on représente la 
force P par la droite HIV, ses composantes suivant 
ces directions seront représentées par les droites 
HA', HF, HC\ et elles exprimeront les tensions des 
trois cordons HA, HB, HC, ou les charges des trois 
pointe fixes A, B, C, lesquelles se trouveront , dsns 
ce cas, complètement déterminées. Hais , loiaqua 
les oordaiis aboutissant au point H seront au nom* 
bre de quatre , ou en plus grand nombre^ oa poonv 
déoompeaer la force P d'une Infinité do Uianièrea 
différentea, suivant leurs directions; en sorte que 
leurs tensions et les charges des pointe fixes ne 
seront plus déterminées , et une ou plusieurs d'en- 
tre elles pourront être nulles oo prises arbitraire- 
ment. Or, cette indétermination aurait réellement 
lieu dans la question abstraite, où l'on n'a tenu 
aucun compte de l'extensibilité des cordons » mais 
elle n'existe plus dès qu'on a égard à cette propriété 
de la matière : alors tous les cordons s'allQngent 
un tent soit peu; leurs extensions dépendent do 
leur nombre et de leurs positions relatives; et si 
l'on mesurait ces petite allongemens ,.on en pour- 
rait conclure U tension de chaque cordon, ou la 
charge de chaque point fixe qui a réellement lien. 
Ainsi, en supposant que le cordon AH, par 
exemple , se soit allongé dsns le rapport de 1 -j- X 
à l'unité, et sachant, d'ailleurs, qu'un cordon de 
même nutière et de même diamètre s'allonge dans 
le rapport de 1 4. « à l'unité , quand on le suspend 
verticalement à un point fixe, et qu'on attache le 
poids P à ton extrémité inférieure , on en conclura 
(no 268)que la tention éprouvée par co cordon , 
ou te abarge que auppdrte le point A , est éfcsb au 

produit — p. 

Si l'on désigne par «^ et #', V et I", etc., de que 
deviennent tes fractions « et ^ relativement aux 
cordons HB, HC, etc., et pav y^ y\:y**^ ètè., les 
ongles aigus que font les cordons HA, HB, HC, etn. , 
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avec la ▼erticale Miy, il faudra iiu*on ait 

— cos y-\"^cQ§ y' + — cos y" + eto. = l , 

afin que la somme des composantes Terticales de 
toutes les tensions soit égale au poids P. En proje- 
tant les mêmes cordons sur un plan horisontal 
mené par le point H, et désignant », i«V«"i etc., 
les angles que les projections de lA, MB, MG, etc., 
font avec une droite MO tracée arbitrairement dans 
ce plan, on aura aussi 

/ r 

— sin y nia m + — sin y* sin •' + •*«• = 0, 

X r 

— sin y cos • 4" -" •«» >' cos •' + c*c, = 0, 



pour exprimer que la résultante de toutes les ten- 
sions est une force verticale. 

Quand il n*y a que trois cordons , ces trois équa- 
tions suffisent pour déterminer les rapports de leurs 

tenstoni au poids P, ou les Taleurs de — , — , — , 

« V «" 
au moyen des angles que ces trois cordons font 
aTec la Terticale HD', et des angles compris entre 
les plans de cette droite et de leurs directions. 
Quand il n'y en a que deux, leurs directions et 
eette Tertioale sont comprises dans un même plan \ 
oe qui réduit à une seule les deux dernières équa- 
tions. 
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293 Considérons d^abord un fil pesant , homo- 
gène et d^un diamètre constant ; sopposons-le par- 
faitement flexible et attaché par ses extrémités A et 
C (fig. 74) à deux points fixes ; et proposons-nous 
de déterminer la courbe ABC quHI forme dans son 
état d'équilibre. On nomme cette courbe la ehai- 1 



nêttêf elle est éTÎdemment comprise dans le plan 
vertical passant par les deux points fixes A et C 9 
car il n'y aurait aucune raison pour qu'elle s'en 
écartât plutôt d'un côté que de l'autre. 

Par un point 0, menons dans ce plan deux axée 
rectangulaires Oa; et Oy^ qui seront ceux des coor- 
données positives; prenons Ojr horisontal et dirigé 
du côté du point A, et Oy vertical, dirigé en sene 
contraire de la pesanteur, et passant par le point B, 
le plus bas de la courbe. Soient sr et y les coordon- 
nées OP et PM , rapportées à ces deux axes , d'un 
point quelconque H de la chainette , et 9 l'arc m 
aboutissant en ce point et compté du peint B; et 
désignons par m', ^, é, ce que deviendront jr^y, 9, 
relativement à un autre point H' de cette courbe ^ 
tel que l'on ait #* > #. 

Si l'on appelle p le poids de l'unité de longueur 
du fil , lorsqu'il est couché sur un plan horisontal, 
f (a' <— t) sera , dans cet état , le poids d'une lon- 
gueur é — t du même fil , puisqu'on le suppose 
homogène et d'une épaisseur constante. Quand il 
sera suspendu aux deux points fixes A et B, ses dif- 
férentes parties s'allongeront inégalement, à raison 
de leurs tensions respectives; et , en même temjis^ 
leurs densités on leurs épaisseurs diminueront 
de manière que leurs masses ne changent pas; par 
conséquent , le poids de cette longueur t' — # ne 
sera plus exactement le même qu'auparavant; 
mais si la matière du fil est très peu extensible , et 
qu'on néglige les petites dilatations de ses parties, 
on pourra encore prendre /> {tf -^9) pour le poids 
correspondant à l'arc WÊi de la chainette. 

Soient , en outre , T et T' les forces inconnues 
qui agissent à ses extrémités H et M', et provien- 
nent de ce que ces points sont liés aux parties CM 
et AM' de cette courbe. En joignant ces forces au 
poids p (a' — a), on pourra considérer MM' comme 
entièrement libre; par conséquent, si l'on repré- 
sente par • et C les angles que fait la direction de 
la force T avec les prolongemens des coordonnas 
a? et y de son point d'application, et par •' et C 
les angles analogues relativement à la force T', 
nous aurons 



T cos • •{- T' cos •' = , 
T cos C 4. T' cos C =!>(*' — a), 
T ( s cos C -^ y cos • ] + T' ( jr* cos C — y'* cos •' ) =: f» ( a' — a ) Xi , 



(«) 



pour l'équilibre de ces trois forces comprises dans 
un même pian (n« 262) ; %x éUnt Kabscisse hori- 
lontale du centre de gravité de l'arc MM'. Elles 
auront lieu, quelle que soit la longueur de cet arc : 
si on la suppose infiniment petite , on pourra né- 
gliger, dans ces équations, les quantités infini- 
ment petites du second ordre; mais il. faudra 
conserver les quantités du premier ordre; ce qui 
n'empêchera pas qu'on ne doive considérer la force 
T comme étant dirigée suivant la partie MH de la 



tangente, à l'extrémité M, et la force T',saivant 
la partie M'H' de la tangente, i l'autre extré- 
mité M'. 

Pour le faire voir, prenons sur MM' un point • 
tel que l'arc Mm soit infiniment petit du second 
ordre; ce qui permettra de négliger le poids de 
cette partie de la chainette. Si l'on fixe le point m, 
l'équilibre ne sera pas troublé ; or, le fil étant sup- 
posé parfaitement flexible , il n'y aurait rien qui 
empêchât la force T de faire tourner Tare Mm au- 
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tour de M, si «Ue n*éUit paf ditigio iuWaot son 
prolongement KH. On Terra de même que la force 
T doit être diiigëe iuif ant H'B'. 
D^aprèa cela , noas aurons 



cos 



ds àtf 

— — , 001 C == — — , 
de ds 



ds' d^ 

cos »' = — , cos C = — • ; 

ds^ d^ 

et en négligeant les infiniment petits du second 
ordre , ces dernières valeurs seront 

dm dm ^V ^ 

eos«'s= — •f'^~~'t cosC= — + 1^. — . 
de de de d* 

On peut aussi prouver qu*on a T = T 4- ^* £° 
effet y la quantité T est une fonction des coordon- 
nées du point quelconque H auquel elle répond , 
qui devient , conséquemment , T «f- ^ a<> point 
H' ; en ce peint, elle exprime la force qui agit sur 
la partie supérieure AH' de la chaînette, suivant fk 
direction H'H, , prolongement de WW. Or, si m' est 
un point de la courbe dont la distance à W est infi- 
niment petite du second ordre, la force qui agit en 
•' sur la partie A«'^ sera la même, en grandeur et 
en direction , que celle qui agit en M' sur AX' ^ par 
conséquent , la partie MW de la chatnette est tirée 
en sens contraire, suivant WW etin'H^, par des 
forces V etJ + dlj qai doivent être égales pour 
que SW demeure en équilibre. 

Cela posé , je substitue ces diiférentes valeurs 
dans les deux premières équations {a), et j'y fais 
f' — « =: d!f ; elles deviennent 



dm dy 

d. T — e= 0, d. T — = pdM, 
ds de 



(») 



Quant à la troisième, elle prendra la forme 

(dy dm n^ 

m y — ) = jijrdf, 
de ds ^ 

en y négligeant les infiniment petits du second or- 
dre, ce qui permet de remplacer Xi par m dans son 
second membre. Or, cette équation est la même 
chose que 

dff dm 

gd. 1 yd. T ^ = pxd»; 

de dt 

et , comme on voit , elle est une suite des deux au- 
tres. Effectivement , le problème ne peut dépendre 
que de deux équations , puisquHl n'y a que deux 
inconnues y et T à déterminer en fonctions de s; 
la première, pour connaître l'équation de la courbe, 
et la seconde , pour savoir quelle est la tension en 
un peint quelconque H, c'est-à-dire , la grandeur 
des forces égales qui tirent l'élément Mw suivant 
ses deux prolongemens. ^ 



884. L'intégrale de la première équation (6) est 

dm 
T- = o, 

ds 

en désignant par ela constante arbitraire. Au point 

ds 
B, on a — =: 1 et T = c; si donc ou représente la 

d» 

tension en ce point le plus bas , par le poids d'une 

longueur à du fil , on aura = f & 1 et, en un point 

quelconque , 

ds 
T = fifc — . 
dm 

La seconde équation [h) deviendra donc 

dm 



d'où l'on tire 



dm 



en observant qu'on a , en même temps , # = et 

— = au point 11. Ces équations feront connaître 
dm 

immédiatement l'arc «et la tension T, lorsque l'or- 
donnée y aura été déterminée en fonction de x. 

En mettantdans l'équation précédente, à la place 
de di, sa valeur 



di 

on en déduit 



= rf,t/7+^, 



dm = 



4y 
hd, — 

dm 



/ 



V t + 



(fy ' 
dm^ 



* 



En intégrant et observant qu'on air=Oet — =0 

d% 

au point B , on en déduit 

et , par conséquent ^ 

9 étant , à l'ordinaire , la base des logarithmes né- 
périens. Je multiplie cette équation par 



(1/ 
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il en rëf ttUa 
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-''-i^'*^-% 



on lura dono 



1 (t -n 



d^oû l'on tire 



. = i(7_.-), 



(«) 



en observant que t = Oet jr = 0,au point B , et 
prenant Torigine des coordonnées à la distance k 
au-ddssotas de oe point , de sorte q^'oti ait y =r ]k 
qoand s = 0. 

Ces équations («] donnent #:= h — , comme pin» 

d* 

haut. La seconde est l'équation de la chaînette , 
sons la ferme la plus simple; elle mbolre que cette 
courbe est symétrique de part et d^entve de aon 
point le plus bas. 
La valeur précédente de T deviendra 

ds 
T = p*- = py; 
dx 

en sorte que la tensioii en un point qiAloonque M 
est exprimée par lê poids d'une longueur du fil , 
égale à la perpendiculaire HP abaissée de ce point 
sur la droite hodiQntale, passant parle point 0. 
Cest au point lt que cette tension est la plus petite ; 



et sa valenr en ce point Mikph, oomme os Vm s«p- 
poeé. 

20S. Il ne reste plus qu'à déterminer la con- 
stante h qui entre dans ces fononles. L'empieseion 
de y fera ensuite connaître la figure de la chaî- 
nette ; mais pour que sa position soit oonnne dans 
le plan vertical passant par les points A. et C , il 
faudra aussi déterminer la distance de Kaxe Oy à 
l'un de ces points fixes. 

Pour cela , je mène par le point A une horison- 
taie qui coupe Taxe Oy en un point Q ) et par le 
pointe , une verticale qui rencontre cette heriton- 
taie au point D. La position d« point G^ par rapport 
au point A , étant connue , lea distance^ AD et DC 
seront données. Je les représeilte par a et i; ja 
désigne aussi par k la distance AQ ; en sorte qu^on 
ait 

AD = a, DC = 5, AÇ = il, 08 = A; 

a et 6 étant des quantités données , et A et A lee 
deux inconnues qu'il s'agira de déteraûner. 
* J'appellerai A' la dislance ^,/ la lengnenr des- 
née de U courbe ABC, y et y' ses paaTtles AB «4 
BG , /'la flèche BQ; on aura 

k + V = a, y +^ = 7, 

en regardant k* et y' eomme des quantités positives 
on négatives , selon que le point C appartiendra nit 
prolongement de AB ou à AB même. Les ordonnées 
des points A et C seront k-^ftih+f — B^êtk 
considérant aussi la quantité h comme positive on 
comme négative, selon qne C sera au-dessous t>u 
au-dessus de la droite horisontale y menée par le 
point A. 
Si l'on fait dans lea équations (e), d'abord 

*==A, # = y, y = h + f, 

et ensuite 

4r = - A', * = - y\ y = A + /• - * , 

il en résultera 






d'où l'on tire 



h ( -i -T T -^^ 

= 7V -' +' -• J' 

_ . +. ), 



De là et de A «1- il' = a, on conclut 

l>~A»=:A*\e +e — «/, 
et| par conséquent, 

• — l»— • J=»l 

8* ' 



(0 
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en fainnt, pour «brtfger, 



Cette quantité n étant eomposée de quantités 
donnéet, féquation {i) fera connaître la ^alenr de 
», et par suite celle de \. En général , cette éqna- 
tion se résoudra par des essais; et Ton en déduira 
la dateur numérique de • d*après celle de », aussi 
esnctement qu^on Toudra. Si » difTére très peu de 
Tunité I la Talenr de « sera très petite ; en dévelop- 
pant alors les exponentielles , et négligeant la qua- 
trième puissance de », on aura simplement «• = 
6 (• - 1). 

Si iMui UJàaut aiiMi 



il — *• 



= «C, 



nous aurons 



et la Taleor précédente de h dcTiendra 



gravité d'une oourbe quelconque AXC, i Taxe hy', 
nous aurons 

i,. = /*^l/, + ^^., 



h étant la valeur de «' qui répond au point C , et / 
d^^ant la longueur donnée de cette courbe , de 
sorte qn*on ait 



'=/.'i^'+^ 



d^. 



) 



ce qui ferm connaître la valeur de C , d*après celle 
de fc, et, conséquemment, les quantités k et V, 
Le signe de V décidera de quel eAté de Oy,- le point 
C lera placé. 

Le cas le plus simple aura lieu quiind les points 
fixes A. et C seront situés sur une même droite ho- 
riiontale. On aura alors 6 =: 0; l'équation (e) don- 
nera C= , et , par suite, A = A' = ^ a, comme 
cela doit être. On aura , en même temps , 



* + 






ce qui fera connaître les tensions aux points A. et 
C, ou les charges que ces points fixes auront à sup- 
porter, après que la valeur de h aura été calculée. 
Dans le cas général , oes tensions extrêmes se dé- 
duiront des valeurs de y, correspondantes à s = A 
et « = .-*'. 

206. Parmi toutes les courbes de même lon- 
gueur, qui aboutissent aux points donnés A et C , 
la chaînette est celle dont le centre de gravité est 
le plus bas. 

En effet , menons par le point A (fig. 76) un axe 
horixontal Ay', et un axe A^ vertical et dirigé 
dans le sens de b pesanteur. Soient a^ et y' les coor- 
données d^un point quelconque H , rapportées à 
ces axes. En appelant «i la distance du centre de 



Or^ diaprés la formule- (s) du n» 201 , la courbe 
dans laquelle la première intégrale est un maxi- 
mum entre toutes les courbes de même longueur, 
a pour équation différentielle 

|/(*' + c)«— c«' 

e et e'étent des constantes arbitraires. En intégrant 
et observant que les variables x' et y' sont nulles 
en même temps, il vient 



y = o' log 



x' + e + l/lx' + c)i 



c'« 



c + [/ c* — c'» 

et, par conséquent, 

ï 

en faisant , pour abréger, 



c + l/^c» — e'* = y. 



On tire de là 



j?» + c — {^{xf + c)« — c*» = >' • 
en faisant aussi 



c — |/^ 0» — c*» == 



I 



On aura donc 

s' -I- c = 1 ^ .c + 1 y , 7 (/•) 

pour Péquation de la courbe qui jouit do la pro- 
priété demandée. Au point C, on aura 

4 + 0= f >•■?+ f v'.~~i 

a étant la distance donnée de ce point i Taxe kx', 
de sorte qu'on ait à la fois s' = 6 et y' r= a. Cette 
équation particulière et la longueur /de la courbe 
serviront à déterminer les deux constantes c et e'. 
Maintenant, pour faire coïncider Téquation (f) 
avec celle de la chaînette , désignons par • une 
constante indéterminée , et changeons les coor- 
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données a* et y' en d^outret , telles que Ton oit 

,» + c = — y, y' = • — «•;• 

de manière que ces nouvelles coordonnées jr et y 
soient dirigées en sens contraire de y' et x*, et 
rapportées & une autre origine. Par ce chongenient, 
Téquation (/*) deviendra 



y = — 7 > •'' 






7# 



Déterminons la quantité «, en posant Téquation 



y *«• r= y • 



7 



et désignons par — % ,\^ valeur commune de ces 
deux quantités égales ^ de sorte qu'on ait 

^ •«• = — fc j y* 9 e' = — fc. 

Comme on a yy' = o'* , il en résultera fc = c'j et 
Téquotion précédente de la courbe deviendra 

ce qui coïncide avec la seconde équation (c) que 
nous avons trouvée pour la chainette. 

297. Si la force verticale qui agit sur chaque 
élément du fil suspendu aux points A et G (fig. 74), 
au lieu d^ètrc proportionnelle & la longueur de 
rélément d$^ est proportionnelle à sa projection 
horixontale ds, la seconde équation (&) deviendra 

da 

p étant une constante donnée qui représente le 
poids d^un prisme dont la houteur est Punité li- 
néaire. En vertu de la première équation [h), qui 



ne changera pas , on aura toujours 

de 
T=pfc-, 
ds 

en désignant par h une ligne de longueur incon- 
nue, et par ph un poids équivalent a la tension 
au point B, le plus bas de la courbe. Il en résultera 
donc 

hd, — = d»; 
ds 

d^où Ton tire 

fc — = r , 2hy = s* , 

ds 

en plaçant Torigine des coordonnées dr ety au point 
B. Dans ce cas, la courbe sera , comme on voit, une 
parabole qui aura son sommet au point le plus bas ; 
et Ton aura 

T = I» 1/ fc. + *« , 

pour la tension en un point quelconque. 

En employant les notations du n» 295 , on oara , 
aux points A et G, 

av=*«, 2k (/-») = »", 

et à cause de k-\' k' =:a, on en conclura 

ce qui fera connaître k, V, f, quand on aura dé- 
terminé h, dont la voleur se déduira de la longueur 
/ du fil. On aura , en effet , 



£ 



ce qui donne, en effectuant Tintégration par les 
règles ordinaires , 



'" = *• "" ^^fr7.+ » i/*Mnr+ A' i/iTTïT. 



En supposant , pour plus de simplicité , 1rs deux 
points A et G dons une même droite horisontale, 
on aura 

4 = 0, » = *<= la; 
Téquotion précédente se réduira à 



kl=:l^ log 



+ k l/hf + k* . 



et Ton en déduira, par des essais , la valeur appro- 
chée de k, lorsque les valeurs numériques de /et 
k seront données. 

Cette inconnue h se déterminera plds facilement 
quand la longueur / de la courbe différera très peu 
de M projection O; ce qui rendra la valeur de h 



très grande par rappor,t à a. On ouro alors, en séries 
très con? ergentes , 



k* 



ki 



l/fc.+ *.= fc + A • _+ etc., 

log ^ ^ "^ — = 4 — + etc. 

Au moyen de ces valeurs , l'équation précédente 
devient , à très peu près , 

d^où Ton tire 



k = 



4 y/z (/ — o) 
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On a choisi cet eiemple , parce quHl trooTe une 
appUcatioD utile dans la Gonstroction des ponts 
suspendus , où il est important de calculer la ten- 
sion de la chatne de suspension e( la charge de ses 
points d^appni. 

298. Supposons actnelietnentque tons les points 
du fil soient sollicités par des forces quelconques* 
n formera , en général , une courbe à double cour- 
bure ; les équations d^équilibre de chacun de ses 
élémens seront au nombre de trois ; et, en suppo- 
sant toujours le fil parfaitement flexible, on ob- 
tiendra ces équations par les considérations que 
nous sTons exposées en détail dans le n* 293. ]>e 
cette manière, on tronve 



ds 
AT — + X 
de 


f dM 


^9 
d.T — + Y 

de 


%dê 


d% 
d.1 1- Z 

dff 


• de 



0, 



= 0, 



= 0, 



(ï) 



Mf y, 3, étant les coordonnées rectangulaires d*un 
point quelconque H de la courbe , ds Télément 
dilTifrentiel de sa longueur, i le produit de la den- 
sité du fil et de la section perpendiculaire à sa lon- 
gueur, qui ont Ueu an point H, de sorte que tds soit 
réléoent de la masse du fil ; T la tension en ce 
mèflie point , ou la force , de grandeur inconnue , 
qui tire cet élément tdt suiTant chacun de ses pro- 
loogemens ; X , T, Z, les forces rapportées à l*u- 
aité de masse et parallèles aux axes des s, y, a, qui 
fondent au point H et seront des fonctions don- 
nées de ses trois coordonnées. 

Bo Tcrtu de la tension T, Télément ds aura 
éprouvé une extension et la quantité « une diminu- 
tion , telles que la masse tdê n*att pas changé ; en 
désignant donc par dt^ et i', ce que ces quantités 
étaient dans Tétat naturel du fil, on aura 

Mb = •'if' i 

et en supposant reitensiou proportionnelle à la 
force qui la produit (n» 288), nous aurons, en même 
temps. 



dê=:{l + m't)d^i 



W 



m étant un coefficient très petit, dépendant de la 
matière et de Tépaisseur du fil au point M. Quand 
le fil sera homogène et d^une épaisseur constante 
dans toute sa longueur, / et • seront des quantités 
constantes ; mais , en général , cea deux quantités 
pourront être regardées comme des fonctions don- 
nées de Tare ê', compté d^un point déterminé du fil 
et aboutissant au point H. 

299. Si le fil , de nature quelconque, est seule- 
ment soumis à la pesanteur et suspendu verticale- 
nent i un point fixe que j^appellerai A , les denx 



dernières équations ( I ) disparaîtront^ et la troisièoie 
se réduira à 

dt + g*dx = , 

en prenant Taxe des s ▼ertieal et dirigé daus le 
sens de la pesanteur, et désignant cette force par g. 
Je place an point A Torigine des s ^ et j^appelle Q 
la Talenr de Tqui répond à jr = , c'est-à-dire , la 
charge que ce point aura à supporter. Au point 
quelconque M, on aura 

T = Q - gf^ ; 

l'intégrale étant nulle en même temps que s. 

Appelons B l'extrémité inférieure du fil; atta- 
chons en ce point un poids P, et désignons par / la 
longueur de AB. Il est évident que P sera la tension 
an point B ; on aura donc, en même temps, « = I, 
etT= P{ ce qui donne 

Q = P + yy'.ilsr, 

et, par conséquent, 

T = P + ^/ «te— afids. 

Or, le second et le troisième terme de cette formule 
sont les poids du fil entier et de sa partie AH ; il 
s'ensuit donc que la tension au point H est le poids 
de la partie BH, augmenté du poids P; ce qui est 
d'ailleurs évident. 

La loi de rallongement du fil dans toute son 
étendue, dépend de sa nature et de son épaisseur. 
Je suppose, par exemple, quUl soit homogène et 
partout d'une même épaisseur, ce qui rendra con- 
stant le coefficient ». En nppelant s' la longueur de 
la partie AH, avant que le fil soit tendu , laquelle 
longueur devient m par l'effet de la teusion, et met- 
tant, en conséquence, iir' et d!«r au lieu de il* et de, 
dans l'équation (2), on aura 

d0 =z{l + ml) ds'. 

Soient aussi 9 la longueur totale du fil avant son al- 
longement, etp son poids entier» Le poids de la 

(f — x') 
partie BM sera — ^ , et la tension au point 



V aura pour valeur 



P + 



Il (/-s') 



En la substituant dans l'équation précédente, inté- 
grant et observant qu'on aysaOet«=Oau 
point A, il vient 

# — «' = «py H jj , 

pour l'allongement de la partie AH. On en déduit 
l'allongement total en faisant s' = l' et « = i; ce 
qui donne 

l-^f = ^P (P + 7 P)i ' 

23 
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«n ioito^fiA pour vrmt égird ■« p«îdt dttfit daM 
le etlcfll de cet elloiigeiiient, il font ajoeter la mot* 
Ué de ee poids à celot qui est attaché k soo extré- 
mité inférienre. 
800* Dana le oaa général, fajimte les éqna- 

tioDS (1)| après les atoir nmltipUéea par •— , — , — ( 

d$ dt et 
il en résnlte 

dt + M{TLds + yd9 + Ua) = •, (S) 

àoansede 

ds ds d§ é§ de de 

— d. — + — d. — + — d- — = 0. 

de dt de dt de de 

Si Ton suppose le fil homogène et son épaisseor 
constante , et cju'en néglige la petite dilatation de 
ses élémens, la qualité i sera constante; de plus , 
la tatmni^Jids + Y4^+ldMtêifenfiiéaénït la 
différentielle exacte d'une fonction des trois Taria- 
bles SffjM, considérées eomme indépendantes; 
en faisant donc 



dt =z%d$ (*,y, •), 
et, par conséquent, 

en eenprenant la constante arbitraire dans la fooc* 
lî»B f . Cette cenatante disparaîtra dans la diffé« 
rencedes valeurs deT relatives à deus peints du fil | 
U s'enaoil donc que sans avoir déterminé la figure 
d^équiltbre, on connaîtra l'accroiaeament de la 
tension d'un point à un autre ; en sorte qu'il suiBn 



que la tension soit oonnde en un point détenu iné 
pour qu'elle le soit aussi dans tonte la longueur 
du fil. 

Quant à b courbe formée par le fil , eHe sera 
déterminée par deux des trois équations (1), ou pur 
deux combinaisons quelconques de ces trob équa- 
tions, dans lesquelles on substituera la valeur pré- 
cédente de T$ en aorte qu'il faudra généralement 
intégrer le système de deux équationa différentiel- 
les du second ordre peur connaître cette eourbe. 
fion rayon de courbure au point quelconque M, s^ex- 
prinsera au moyen de ta formule différentielle sui- 
vante, qui n'est que du premier ordre, et qui 
suppose seulement connue la direction de la tan- 
gente en ce point. 

Les équations (1) peuvent ètse remplaoées par 
celles-ci : 

49 d§ dy ds 

— dT d.T — 5= <(Xd^ — Tdr), 

d» df d» df 

dM d0 das da 

— d.T d.T — =r %(ldM — Ida ), 

de di dâ de 

diÊ dM d» djf 

— dT d.T — 

4ê d» de de 



«.(Tda-adr), 



qui sent la même chose que 



•dt* 



T' 



dad*9 ^ dMd^m =: ( Zds — Xd») ^^ ) (4) 

d^dis -^ dad>y s=: ( Tds — Zdy) ^, 

en effectuant lea différentiations et prenant Tare $ 
pour la variable indépendante. Or, ai l'on appelle f 
le rayon de courbure au point M, on a (u<* 18} 



tel 



P = 



\^dsd^ y — dyd* s}« + {dBd^m^dsd* j> +{dyd» M'^dad^ »Y ] '^ 
d'après lea équationa préoédentea et la valeur de T, on aun-dono 



P = 



r-W 



[Gl<iy -. Tdjr)> + (Zd« — Xday 4. (Tda -* Zd»)> ] 



Dans le cas de la chaînette , on a 

X=:a, T=: — y, Z = 0, f = yf, 

en prenant les axes et l'origine des coordonnées 
que supposent les équations (e)du a» fifi4. On aura 



donc 



d» 
dr 



ce qu'il est oisé de vérifier, d'après ces équations. 
301 . Appliquons ces formules au cas d'un fil 



tendu sur la surface d'un corps solide , et suppo- 
sons , pour plus de simplicité , qu'il ne soit soumis 
à aucune force donnée, de sorte que la seule 
force qui agisse sur ses dtfférens points soit la ré- 
sistance inconnue du solide sur lequel il s'appuie. 
Au point quelconque H du fil , soit Ndr la gran- 
deur de cette force appliquée à l'élément tdidn fil, 
et dont les trois composantes seront Xidlt^Ttctr, 
Zidff ; sa direction sera normale à la surface du sa- 
Kde, et dirigée de dehors en dedans. La pressiofi 
qui aura lieu sur la partie du solide correspondwiii 
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â d09Bni§éù^ oontnlveè atÊUùnê 1Mb, éo 
iiMiiièr0>(|iie H ezpriiMM là mmun.éù lapranion 
rapportée à l'amté de longiieiv. 

Su appeUiit à,#| », kt Mgtes i|iid lait la partie 
extérieure de la nomala en H ai eo dea parallè» 
lea mut axaa dea », y* m, menéet par m peint , on 
aura 

tXssRcoaA, tT=sIlcoi|ft| •ZsHooav. 

1>« plna, ai h^^ aat r^qaatîon de la aoilaee d« 
aolidei et qu^en faaaa, pour abréger, 

ds^^i^t'^ d«>/ ' 

on aura anaai («<> 81} 

dL dL dL 

coa J^s= Y«-, CM !• = Y — , oos V s= Y— , 
dla d||^ ds 

en prenant convenablenient le signe de Y. 
Cela étant, nonsanrona 

Xd0 + Jd9'^UM=: RYdL s= 0; 

ce qui rendra nulle la Talevr de dl donnée par 
Téquation (3). La tension sera donc la même dans 
toute la longueur du fil , quelle que soit la forme 
du oorpo solide, le siipposerai sa valeur donnée , et 
Je la représenterai par k. Si le fil est attaché par 
une de sea extrémités à uà point du eoips, et qu'un 
poids considérable, par rapport 1 celui d« fil qu*on 
a négligé, soit suspendu Tortioalement à son autre 
bout, ee poids sera la tension Jk et ta pression que 
le point fixe éprouvera; Si le fil est libre par ses 
deux bouts, et que des poids considérables y soient 
laspendua, ils eaprimeroni les tcnaions extrêmes; 
psr conséquent , ils devront être égaux , eS cbaonn 
d'eux sera la tension ft. Enfin | si les deux bouts du 
fil sont supposés fixes , sa tension k se déduira de 
ion cslensbn, qui a«ra oenttante dans tonte sa 
longueur. 

30t. Je désigne par x',/»', r', les anglea que fait 
la perpendicnlaire au plan oscillateur an point H, 



«vas deafiaUilièiaè alte axai dea «i y, a. Le rayon 
deooudMÎaansiMpniSitétant f, onanra (»• It) 



dLrd* y — Hyd* te 
d^ 

da#« -«dMb j 

■ , » 

dfS 



pCOS r', 



fOOSM'f 



dbdi a ^dêé* y 

— = fCOSA'. 

Si donc on ajouta les équations (4) après les avoir 
multipliées par eos v, oea /« , cos a , et qu*on ait 
égard aux, valeurs de X, T, Z , qui ont lieu daoa la 
cas qno nous considérons, il en résultera 

ooa » oos / 4* ^'M M ûos #ft' 4* cos A cos x' = ; 

par conséquent, les normales k la surface du oorpa 
solide et au plan oacnlateyr de la courbe formée par 
le fil, en chaque point H, sont perpendiculaires 
Tune à Fautre ; ce qui est la propriété caractériati- 
qne de la ligne dont la longueur est un aw i iistn ai 
ou un max i m u m sur une surface donnée (n« 181)* 
tl s'ensuit donc qu'un fil tendu sur un corps solide» 
trace , en général , la plus courte distança d'un 
pointa un autre sur la surface, k la rigueur, il est 
possible que cette distance soit^ au contraire, un 
masMMMi ; ainsi, par exemple, deux pointa donnée 
sur une sphère sont lea extrémités conununea à 
deux arcs de grands cescles, dont Tun est la plua 
courte distance entre ces points, et Fantre la conib^ 
plane la plua longue ; or, il est évident que Féqui- 
libre du fil tendu sera rigoureusement possible sur 
ces deux arcs de cercle, puisqu'on le plaçant aor 
Tun dea deux, il n'y aurait aucune raison pour qn'il 
s'en écartât plutôt d'un cété que de l'antre; maia 
sur le petit arc l'équilibre sera stable%etaur le 
grand il ne sera qu'instantané , de aorte qu'il aa 
pourra subsister, pkffHqtiemmi , qu'à l'aide dn 
frottement du fil oontre le oorpa aolide. 

Si l'on substitue encore les valeurs de tX, tT, 
•Z, du nttméro précédent, dans la formule (6), on 
aura 



— OOtX 00«J» I + I — <!0*> OMA I 



de«f(S|y,a)8alt.Xn mène temps, on a 

cos* A «1- cos •/» 4" cos> r = 1 ; 
U nonnalo k la surface du corps et la tangente à 



la courbe du fil , en chaque point H, étant perpao- 
dicolaires l'une à l'antre, on a aussi 

dx d9 éi 

— cos A + — cos /» + — OOS f SS I 

df df df 

or, au moyen de ces trois dernières équations | on 
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réduit tant difScnltë le ooeffioirat de H , dans la 
précédente, à runité. On e donc «mptement 

f 
ce qui montre que la preftion rapportée à Tunité 
de longueur, esercée par un fil tendu sur la surface 
d^un corps solide , est égale, en chaque point M , 
à la tension divisée par le rayon de courbure du 
fil, c*est-à-dire , par le rayon de la section nor- 
male à la surface et tangente à la courbe du fil. 

303. Ces résultats seront modifiés par le frotte- 
ment du fil contre la surface du corps sur lequel il 
s'appuie. Pour montrer comment on doit avoir 
égard à cette force dans l'équilibre d^uu fil flexi- 
ble, je Tais considérer l'équilibre d'un cordon 
ABMGD (fig. 76), dont la partie BHG est appliquée 
sur la gorge d^une poulie fixe, et qui est tiré , sui- 
vant les prolongemens BA et CD de cette partie , 
par des forces données. La poulie et la droite AB 
seront supposées verticales ; la force agissant sui- 
vant BA sera un poids k, et je représenterai par F 
celle qui agit suivant CD. Les tensions qui ont lieu 
aux points B et G suivant les tangentes BA et CD , 
auront A et f pour valeurs. Je supposerai aussi , 
pour simplifier la question , que la poulie soit cir- 
culaire ; j'appellerai c son rayon , et je prendrai son 
centre pour l'origine des coordonnées : l'axe des 
M sera perpendiculaire à la poulie , l'axe des y ver- 
tical et dirigé de bas en haut, l'axe des s horison- 
tal et passant par le point B. Enfin, je fixerai 
au point G Torigine de l'arc s aboutissant an 
point quelconque M du cordon, de sorte qu'on ait 
C]I = #. 

Cela posé, si le frottement était nul , il faudrait 
qu'on eût A = f dans le cas de l'équilibre ; mais , 
à raison du frottement , l'équilibre peut subsister 
tant que la différence de ces deux forces A et F n'a 
paa dépassé une certaine limite. Concevons donc 
que l'équilibre soit sur le point de se rompre dans 



le sens du poids A ; ee qui suppose qu'on ait A > F. 
A cet instant , le frottement du cordon contre U 
poulie, qui a lieu au point quelconque H , sera di- 
rigé , suivant la partie HH de la tangente, en ce 
point. Je représente par i» son intensité, et, oomme 
précédemment , par H la résistance normale qui • 
lieu au même point H, suivant le prolongement 
HCy de HO , de manière que (àdi et IXdi soient les 
forces tangente et normale qui agissent sur l'élé- 
ment §dê du cordon aboutissant an point V, et que 
/« et N représentent ces mêmes forces, rapportées 
à Tunité de longueur. Si l'on mène par ce point M 
des parallèles Mx' et My' aux axes Os et Oy, on 
aura 



cos *'1H = , 

e 



cos s^Ofcs^, 



de là on conclut 

Ns My 

e o 



ooiy'HH = — , 
o 

y 

COSy'IO':::— ; 

û 



Ny tàs 
.Y=- + -, 
o e 



pour les valeura de fX et iT qu'il faudra substituer 
dans les équations (1). La force tZ seraévideounent 
nulle; la troisième équation (1} disparaHra , et les 
deux premières deviendront 



ds 
de 



Hisds 




= 0, 



dff Nydf fàsdê 

d.J 1 ). =0. 

de c e 

Le peint H appartenant à la circonférence de la 
poulie, on a 

f«4.y»=e>, sd9 + ydjf = 0\ 

au moyen de quoi les deux équations préoédenles 
peuvent être changées en celles-ci ; 



ds dy 

«d. T — + yd. T J. JHed» = 0, 

d» de 

ds ds dy dy fà. 

— ««.T— + — J. T (yrf* — «dy)=0. 



W 



de 



d» 



de 



lais .1 (ydlsr — sdy) est la diff^érentielle du secteur 
décrit par le rayon 01 , à partir d'une ligne fixe 
(n« 166), qui sera OG , par exemple. Ce secteur 
étant circulaire et répondant à l'arc «^ sa valeur est 
-• M; on a donc 

yds — sdy = cdê. 
D'ailleun, on a aussi 

ds dy ds dy 

* — + y — = ^ f *<*• — b y^' — =— ds, 

de de ds dg 

ds» dy* ds ds dy dy 

- -h - = 1, -.rf.--+-4/.-=0j 



de* 



de* 



de de de de 



ce qui réduit les équations (6) à 

T=:ell, dï=zt*di^ 

d'où l'on tire 

cdfl = t*dii 

La pression quia lieu au point H, sur la gorge de 
la poulie , est égale et contraire à la force II ; si 
donc on suppose le frottement proportionnel à la 
pression (no 860), on aura 

/"étant un coefficient constant qui dépendra de la 
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cdH=fVdê, 



et , en intégrant , 



« = Ae • ; 

A désignant la constante arbitraire, et s la base 
des logarithmes népériens. On aura, en même 
temps, 

— Il 

An point C,on a « = et T=F;onadono 
F 

A =: -; et si Ton appelle /la longueur derare CHU, 

c 

on auras=:/etT = A,à son autre extrémité B. 
Nous aurons donc finalement 



f» f' fk 

F - - ff - 

N=— s*, T = Ft* M = -o*, 
• e 

• 
en un point quelconque H, et, de plus, 

f 
* = Fs*, 

pour réquation d'équilibre. 

En représenUnt par F le frottement total qui 
lieu dans toute la longueur de CIB, on aura 

et réquation d'équilibre pourra s'écrire ainsi : 



* = F + r. 



Si nous faisons 



fi 



• • -i=r, 



F' = />F, r^ 1; 

F 

où Ton voit que le frottement total F' est égal à la 
plus petite des deux forces h et F, multipliée par 
un coefficient/', qui Tarie non seulement stoc la 
quantité f, mais aussi avec l'étendue / du contact 
et le rayon e de la poulie. La différence des forces 
A et F, à Tinstant où Téquilibre se rompt, fera cou* 
naître la Taleur de F', et leur rapport, diminué de 
l'unité , sera la valeur du coefficient f d'où l'on 
pourra ensuite déduire celle de f. Lorsque F sera 
un poids, ainsi que A^ on devra , pour plus d'exac- 
titude, comprendre dans ces poids A et F, ceux des 
parties Terticales BA et CD du cordon. 

804. D'après les trois équations (1), il est facile 
de vérifier que les six équations générales de l'é- 
quilibre (no 201) ont lieu dans le cas d'un fil par- 
faitement flexible. 

Pour cela, j'appelle IL et K' les deux extrémités 
du fil, et / sa longueur ; et je fixe au point K l'ori- 
gine de l'arc s. En intégrant les premiers membres 
des équations (1), depuis le point R jusqu'au point 
K', on aura 



0, 



0; 



les quantités comprises entre les crochets répon- 
dant au point K, et celles qui sont renfermées en- 
tre deux parentbAses,au point K'.Indépendam- 
ment des forces X, T, Z, qui agissent dans toute la 
longneur du fil , je suppose que des forces particu- 
lières, données en grandeur et en direction, soient 
appliquées à ses deux bouts : j'appelle A celle qui 
agit au point K, et « , C , y, les angles que fait sa 
direction avec des parallèles aux axes des « , y, s, 
menées par ce point ; et je désigne par A', •', C', y', 
les quantités analogues relativement au point K'. 
Ces forces A et A' seront les tensions extrêmes , en 
grandeur et en direction ; et d'après les parties des 
tangentes en K et K', avec lesquelles leun direc- 
tions devront coïncider, nous aurons 



[T^]=-*«...[T^]=_»eo.C.[T^]=- 



A cos > , 



0!)= 



V cos 



•■■('!)= 



Afoos C' 



■G.^)= 



A' cos y, 



(') 



tu 



nâsA m wÊiiàMuiiSÈ. 



les équilloot précédontct doviendnmi done 

kQMC + ft'€08C4- /^Ttilff=:0, >(8) 

h eo» y -I- iic^ cot y -I- f Ztdi ss ; 

et ellei expriment , comme on irqit , les conditiont 
d'équilibre renfermées dans les trois premières 
équations (1) do n» 201. 
En obserTsnt qu^on s identiquement 

J^ dx f db d!*\ 

jrd. T yd.T — = d. Tl * f — J, 

d» d» \ de df/' 



«I dédiiii des éqttittoiii (1) da no ai6 



d0 dt 

Md. T—— «d. T — 1 

de di 



d, T 



\ d» de/ 

dM df ( d% d|y\ 

yd.T sd.T — =d.Tly — *j— I, 

df d» \ di di/ 



a cos C — b GOê m) '{' V {a! QOê C — 



|.tI * y-l 

\ d# df/ 

/ ds dj\ 

J.t( s #-) 

\ df di/ 

r.T(y s-J 

\ df df/ 



+ («Y — yX) idf = 0, 



+ (sX — ^) tdf == 0, 



+ (yZ — sT) idf = 0. 



Si donc on intégre ces quantités nulles depuis le 
peints. Jusqu'au point K', etqve Ton daigne par 
a, b, o, les valeurs de s, y, », relatiTOS à K, «t par 
çf, V, tf^ celles qui répondent à E', oo aura , en 
ajant égard aux équations (7), 



V cos •')+/]' («Y — rX) id» = 0, 
a' cos y')+ /** (sX — «Z) «dr = 0, ^ (o) 
à(»coae-^ocos») + A'(6'.oq8«' — e'cos O+Z]' (yZ — sT) idf = 0{ 



ft (e cos « — a cos >) •{- A' (o' cos «' — 



ce qui exprime les conditions d'équilibre relatWea 
aux momens des forces données , qui sont renfer- 
mées dans les trois dernières équations (1) du 
n«861. 

806. Ces équations (8) et (9) serriront, en gé- 
néral, à détermiper les coordonnées o, b, e, a!, V, €?, 
des deux points extrèmer S. et JSJ ; toutefois , il y 
aum des cas où mé partie de ces quantités devra 
riilir ■adét asminée . Si, par exemple, les forces 
don n ées qui agissent s^r le fil sont la pesanteur et 
d'autres forces indépendaqlias des coordonnées de 
leurs points d'application, il est étident que la po- 
sition absolue du fil dans l'espaœ ne pourra pas 
ét^e déterminée : on poarra alors prendre ar^itraî- 
rmnent les trois coordonnées de Fun des points 
K et K' ; les équations (0) détermineront les trois 
coordonnées de l'antre point; et, pour qne l'équi* 
lîbM soit possible , il faudra qne lei foroea don n é es 
satisfassent aux équations (8). 

Lorsque l'un des points K et E' sera fixe , le pr^ 
mier par exemple, les éqnatièns (8) et (•) auront 
encore lieu , famwn que Ton regarde la Ibroe h 
comme inconnue , en grandeur et en direction , et 
représentant la pression que le point E aura à sup- 
porter. Dans ce cas les valeurs de a^ 6, c, seront 
données ; les équations (9) déterrotneront celles de 
€i', V, é, et les équations (8) feront connaître les 
trois composantes de la foite %, Quand les deux 
points E et E' seront fixes et donnés de position , 
on connaîtra leurs coordonnées, et les équations 
(8) et (9) serviront à détermider, en grandeur et en 



direction, les pressions kfXV exeroées sur E et E'. 
Dans tous les cas, soit que les coordonnées de E 
etE' aient été données , soit qu'on les ait déduites 
des équations (8) et (9), on assujettira la courbe for- 
mée par le fil à passer par ces deux points; ce qni 
servira à déterminer les quatre constantes arbi- 
traires que renfermeront les intégrales complètes 
de ses deux équations différentielles du second or- 
dre. Quant à la constante arbitraire que contien- 
dra la fonction % du n« 300 , on déduira sa Yeleur 
de la longHOUi donnée du fil, c'est-è-dire, di l'é- 
quation 

dans laquelle on regaide y et s comme des fonc- 
tions de m. De cette manière, le problème sera 
complèCbment résolu. 



$01. 



d'une sepys 



900. Nous entendons par cette dénomination une 
verge droite ou courbe, dont on ne peut changer la 
courbure sans y appliquer une on plusieurs forces, 
et qni raprend sa forme naturelle dès que ces forces 
ont cessé d'agir, tandis qu'au oontrfcire un fil par- 
faitement flexible conserve, sani le secours d'au- 
cune force, la courbure qu'on lui a fait prendre, et 
n'est élastique que dana le sens do sa longueur. 
Pour qu'une verge soit élastique par rapport à la 
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fiexiM, il fanl qn'ello.totl formée d*«9tt aâlîèra 
fort peti exteotîble et oontrtctible; meU eek no 
•ofit pu : il dot eooore que les fUmennoM de 
een épeieseur, iinoîque liée petites per rapport A si 
leogiieiiri eient oepemleiit une grendevr eoiiYeoe- 
ble ; eer, quelle qoe soit la matière de la TergO) oa 
peal tDi:joius diminver assea son épaisseur poor 
qn^alle n^ait pins ancniie tendance sensible k re- 
prendre la figure dont oit Ta écartée, et qn*e11e 
eoit ainsi réduite A réUtd*nn fil parfoitementfiezi- 
ble. 

Loraqn'une Tcr§e élastique elt écartée de sa 
ferme naturelle par des forces données, chacun des 
fileta longitudinaux dont diese oompose peut éprou- 
ver trois effets différons : chaque partie, d^nne Ion* 
gneur aussi petite qu'on voudra, peut être con- 
tractée on dilatée, sa courbure naturelle peut être 
augmentée on diminuée , et cette partie pent avoir 
été tordue sar elleHBième. La tendance de chaque 
partie è reprendre son état naturel, dépend des at« 
tfuctions et répulsions mutuelles qui ont lieu entre 
lee molécules de tous les corps et ne s'étendent 
qu'à des distances insensibles. Le calcul dea forces 
totales qui en résultent et doivent faire équilibre 
ans forces données , appértient à la Physique ma- 
thématique : je .renverrai, pour cet objet, à mon 
■émoiMsur V èqmiiièH §i IsaMueeieenldSf Cif^ 
élaetigaet *. Dans ce Traité , on formera les équa- 
tions d'équilibre d'une verge élastique, en partant 
da principes seoondairea qui sont généralement; 



plan perpendiculaire A la largeur de la lame. Tou- 
tes les coupes longitudinales ou perpendiculaires A 
cette largeur seront égales; celle qui renferme la 
direction de la force donnée est représentée par la 
figure 77 ; et les conrlies* AKB et A'M'B^ sont les 
sections des deux snilaces cylindriques de la lame, 
qui formaient ses deux fices planes dans son état 
naturel. 

On suppose que tous les points qui apparte- 
naient, dans cet état, A une même perpendiculaire 
A ces deux faces , sont enoore sitn^ , après que la 
lame a été pliée , sur une même normale aux deux 
surfaces cylindriques j ce qui est effectivement 
conforme A ce qu'on observe dans son chengement 
de figure. U en résulte que si MM' est une normale 
A la courbe AHB, elle sera aussi perpendiculaire A 
k'WWf et contiendra tous les points de la lame 
qui étaient situés primitivement sur une des per- 
pendiculaires A ses deux faces; il s'ensuit aussi 
que si INm décompose la lame, dans son état natu- 
rel « en filets longitudinaux , et que la courbe CRO 
représente un de ces filets après le changement de 
figure y elle coupera A angle droit en H la normale 



On appelle, en particulier, lome UoêUfHê ua pa- 
rallélipi f ède redëagie ^'nae petite épeissenr, que 
riMi*eonrbn dans le sens de sa longueur, de ma- 
aiéea^fa'îl se trouva compris entre deux inrfaces 
eylltadriques, dqnt-les arêtes sont égales A. sa lar- 
genr. Cette dimension pent avèir aae grandeur 
quelconque; en la divisant par des plaas très rap- 
prochés et perpendiculaireaA sa direction, la lame 
sera partagée en verges élastiques rectangulaires. 
Jacques Bemouilfi a déterminé, le premier^ la fi- 
gure de la lame élastique en équilibre , d'après 
don considérations que nous allons développer, et 
qoî serviront ensuite A U solution complète du 
problèime, dans le cas. d'une verge élastique quel- 
conque.' 

d07* Considérons une lame élastique weoêiréê 
par une de set extrémités, e'est-A-dire, fixée de ma- 
nière que l'un df t deux petits rectangles qui la 
terminent perpendiculairement A sa longueur, ne 
poisse prendre aucun mouvement. $upposons qu'on 
la plie dans le sens de sa longueur au moyen d'une 
force appliquée A son autre bout, et qui sera la 
seule qui agisse sur la lame. Pour que la lame 
prenne une figure cylindrique , comme ou vient de 
le dire, il faudra qu'elle soit terminée , A son ex- 
trémité libre , par un rectangle inflexible, au mi- 
lieu duquel on appliquera la force donnée, dans un 

' M4mmm à» VArmUmU éêt Sekiut$, tome VIII. 



Soit m un point de la courbe AMB , infiniment 
voisin de ■; menops la normale eiam' aux trois 
lignes AXB, CRD, A'M'B', qui les coupe en m, «, m'; 
les prolongemens de MIÔI', et mam' se reocoiûre- 
ront en un point , qui sera le centre de courbure 
commun A ces trois courbes. Appelons f le rayon de 
courbure du filet moyen, ou également éloigné de 
AMB et A'B'B' ; r la partie de ce filet comprise 
entre les deux normales MNM' et eiam'; u la dis-, 
tance du filet quelconque CiHD au filet moyen, e^ 
r' la longueur de Ha. £u considérant cette distance 
a comme posilive ou comme négative , selon que 
CBD se trouve, par rapport au filet meyen, du côté 
de la convexité AMB de la lame,, oui du côté de sa 
concavité A'M'B', le rayon de courbure HO de CN D 
sera égal A f -|- a, et les longueurs infiniment pe- 
tites r' et 0- seront eu^ rites comme f -|- a et f , de 
sorte que l'on atara 



En se courbant, les filets longitudinaux auront 
éprouvé de très petites extensions ou contraction», 
et les longueurs r' et #, qui étaient égalée aupara- 
vant, seront devenues inégales. Désignons par y 
leur grandeur primitive, et faisons 

' = >{!+*), ''=>(! +*')! 

iet 1* étant de très petites fractions , positives ou 
négatives, selon que le filet moyen et le filet CflU 



se seront allongés ou raccourcis. La fraction ^- est 
aussi supposée très petite; si donc on néglige lo 
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produit de > et — , on aura 
f 



J' == # 



r 



ce qui montre que quand le filet moyen n^aura paa 
changé de longueur , les fileta aîtuéa du côté de le 
couTexité se seront tous allongés, et les filets si- 
tués du côté de la concaTÎté se seront tous raccour- 
cis, les uns et les autres proportionnellement k 
leurs distances au filet moyen. 

Cela posé, rendons înTariable la forme de cha- 
cune des deux parties de la lame qui répondent à 
AMM'A' et BmnfB', et que nous appellerons H et IL, 
pour abréger. Le partie H sera immobile \ la partie 
K'sera tirée vers H, ou en sera repoussée, par le 
tendance de la partie intermédiaire Himn' H' à re- 
prendre son état naturel et redevenir une tranche 
d'une épaisseur constante y. Le filet If» de cette 
tranche tendra à se contracter ou i se dilater, 
selon qu'il aura été allongé ou raccourci, o'est-à- 
dire, selon que la quantité l' sera positiTC ou néga- 
tive. La partie K sera donc tirée dans le premier 
cas, et poussée dans le second cas, par une force 
appliquée au point ii ; or, on suppose que cette 
force, provenant de l'action de Nu, est proportion- 
nelle à la quantité l' et normale à mnm', comme si 
ce filet Nu était isolé. 

En adoptant cette hypothèse, je représenterai 
par «f la force dont il s'agit , rapportée à l'unité de 
surface, et, conséquemment, par •l'x du la force 
normale exercée sur Télément transversal de la sur- 
face K, qui répond au point fi ; « étant une con- 
stante dépendante de la matière de la lame , x sa 
largeur, et x liv l'aire de cet élément. Si donc ou 
désigne par 2i l'épaisseur de la lame , et qu'on re- 
présente par T la force totale qui tirera ou pous- 
sera K, selon qu'elle sera positive ou négative, on 
aura 



1 = ^/1,1'*.. 



et, en mettant pour f sa valeur, 

T = 2«xi^ 

Soit, en outre , f* le moment des forces normales k 
la surface de K, pris par rapport à l'axe transversal 
également éloigné des deux faces de U lame ; nous 
aurons aussi 



pt := mx / 2^ fudUf 



et, par conséquent, 



/» = 



2«xi3 



On voit par là lo, que la force T , qui tend à 
contracter ou à dilater une tranche quelconque de 
la lame, est proportionnelle à rextension positive 
on négative du filet moyen , et indépendante de sa 



courbure ; 2o que son moment fi est, en eontmire , 
indépendant de cette extension , et en raison in- 
verse du rayon de courbure ; S», que le matière et 
la largeur de la lame restant les mêmes , la valeur 
de T est proportionnelle à ion épaisseur, et celle de 
fi, au cube de cette dimension. 

Quand le filet moyen n'a pas changé de lon- 
gueur, on a >=: et T = 0, les forces parallèles 
qui tirent ou poussent K se réduisent k deux , éga- 
les et contraires , mais non directement opposées, 
dont le moment , par rapport k l'axe transversal 
perpendiculaire k ces forces, est toujours égal à g». 
Cette quantité fi est ce qu'on appelle le memefil de 
PàkuticUi, lequel est proportionnel, en chaque 
point, à la courbure de la lame, ou à l'angle de 
contingence de son filet moyen. 

808. Il est facile actuellement de former les 
équations d'équilibre de cette lame. D'abord, si l'on 
appelle T' ce que devient la force T an point M, on 
voit que la tranche infiniment petite qui répond k 
HmmV, sera tirée ou poussée , d'un côté par cette 
force T'y et de l'autre par une force égale et con- 
traire à T; et puisque, par hypothèse, aucune force 
donnée n'agit sur cette tranche , il faudra donc 
qu'on ait T' = T. Ainsi la force T est consUnte 
dans tonte la longueur de la lame, et , par consé- 
quent, égale à la composante suivant cette lon- 
gueur, de la foroe donnée qui agit à son extrémité 
libre. La dilatation i sera aussi constante , propor- 
tionnelle à cette force, et positive on négative 
selon que cette force tendra k allonger ou à con- 
tracter les fileta longitudinaux. Elle n'aura aucune 
influence sur la figure de la lame ; mais quand on 
Taure mesurée , elle pourra servir k déterminer la 
valeur de la constante •, relative k la matière de 
la lame. En représentant par m un poids équivalent 
à la foroe qui tire la lame dans le sens de sa lon- 
gueur, et par m l'aire de chaque section transver- 
sale de la lame, ou aura 

m = 2X1, T c= « = m1, « = — . 

•1 

Pour déterminer la figure de le lame , menons 
par le point A, dans le plan du filet moyen , deux 
axes rectangulaires Air et Ay^ dont le premier sera 
tangent à la courbe AHB, et représentera la direc- 
tion de la lame dans son état naturel , et dont le se- 
cond sera tourné du côté de sa concavité. Soient s 
et y les coordonnées rapportées à ces deux axes , 
d'un point quelconque du filet moyen ; a et i, cel- 
les de son extrémité libre, que nous prendrons 
pour le point d^spplication de la force donnée qui 
tient la lame en équilibre; P et Q les composantes 
de cette force, suivant les prolongemcns de a et Ô. 
Par le point qui répond k x et y , menons l'axe 
perpendiculaire au plan de la figure , auquel ré- 
pond le moment désigné par fs, et faisons une sec- 
tion perpendiculaire au filet moyen. Pour l'équili- 
bre de la partie de la lame comprise entre cette 
section et son extrémité libre , il faudra que le nio- 
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ment f», ajouté aux moniens d« P et Q, par rapport 
au même aie, donne une somme égale à léro, 
en ayant égard au sens dans lequel les forces dont 
lA est le moment , et les forces P et Q, iendent à 
faire tourner cette partie de la lame ; on aura de 
cette manière 

M + P (* - y) - Q (a - *) = 0. 

En prenant l'abscisse jp pour la tariable indépen- 
dante , et obsertant que la lame est conTOte ters 



Taie A#, on aura 



ou Ton regardera le radical comme une quantité 
positive. Si donc on substitue cette Talenr dans 
celle deyM, et celle-ci dans l'équation précédente , 
et qu'on fasse, pour abréger, 



T •^•* = «» 



il en résultera 



*y — 



djr> 



= [Q(« 



-«)-P(6-y)l (^+^/. 



0) 



pour l'équation de la courbe formée par la lame 
élastique en équilibre. 

Son intégrale contiendra deux constantes arbi- 
traires que Ton déterminera par les conditions y=t 

dy 
et — = 0, quand « = , où, si l'on Teuty =: 
as 

et — = , pour cette valeur de s , à cause de la 

ds 
petitesse de •. En faisant ensuite dP = a et y = h 
dans cette intégrale, on aura une équation en a et 6, 
que Ton joindra à celle qui résultera de la lon- 
gueur donnée de la lame ; on aura alors les deux 
équations nécessaires pour déterminer ces incon- 
DUCS net 5; et la courda éUuHquê proprement dite, 
sera complètement déterminée. 

309. Si la lame, an lien d^ètre encastrée, esten- 
lièrement libre à son extrémité A, il faudra pour la 
maintentr en équilibre, appliquer à cette extrémité 
une force dont les composantes soient égales et 
cootratres à P et Q ; en prenant l'extrémité corres- 
pondante du filet moyen pour son point d'applica- 
tioD, il faudra, de plus, que la résultante de P 
et Q vienne passer par ce point ; ce qui exigera 
({o'onait. 

Qa = P (6 -. •), 

Cette équation suffira , quand la lame sera rete- 
ooe par un axe fixe , passant par cette extrémité du 
filet moyen , et dirigé dans le sens de sa largeur. Si 
elle est simplement posée sur un plan perpendicu- 
Itire k sa longueur, qui ne L'empêche pas de tour- 
ner autour de l'arête d'une de ses deux faces , il 
faudra que le frottement de cette arête contre le 
plan , on une autre force, empêche la lame de glis* 
•er. , 

La lame n'étant point encastrée, la direction de 
son plan tangent en A ne sera plus connue ; si Ton 
place toujours en ce point l' origine des coordon- 
nées X et y, on aura encore y = • ou y = 0, quand 
s = 0; mais on ne pourra plus prendre l'axe des x 
su la tangente en A, dont la direction ne sera pas 



donnée à priori. Cet axe sera alors la direction don- 

née de la force P, et l'équation — =0, quand s=0, 

ds 

devra être remplacée, pour la détermination des 

constantes arbitraires , par l'équation précédente , 

relative aux momens desforcesP etQ, qu^on pourra 

réduire à Qa = P6. 

310. Supposons qu'on ait P = 0; en sorte que la 
lame soit pliée par une force Q perpendiculaire à 
sa direction primitive ; ce qui est , par exemple , le 
cas d'une lame horizontale , encastrée par un bout, 
et à l'antre bout de laquelle on suspend un poids 
donné Q. 

Je fais en oe cas 

C =c«Q; 

c étant une ligne dont la longueur donnée sera gé- 
néralement très grande, h moins que le poids Q ne 
soit aussi très considérable. L'équation (!) de- 
Tiendra 



et en intégrant de manière qu on ait -— =0 quand 

ds 
^=0, on aura 

dff I y zr 



2e< 



ds 



On en déduit 



dy = 



de =1 



ds* 



( 2as '^ s») dm 
|/4^— . (2II5P — «■ )t 

2c* ds 



|/^ 4c* — (2as — s* )» 

de étant l'élément différentiel de la courbe. Ces for- 
mules s'intégreront exactement par le moyen des 
fonctions elliptiques ; mais à cause de la grandeur 

24 
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de e, on a f = s, à tr^ peu près, et Ton peut ré- 
duire à 

d§ = r" ( fias — »« ) dâP , 

U valeur de dy ; d'où Ton tire 

6c* y = 2ag* — as^ , 

pour Péquation de la courbe. 

La lame s^écartera peu de la direction horison- 
tale; Tabscisse a pourra être prise pour ta lon- 
gueur, et Tordonnée b exprimera son plus grand 
écart. A cause de 

3Qe* = ««I* « 

si Ton fait SiA = m , comme précédemment , nous 
aurons 

dans le cas de ff = a et y = 6. Il en résulte donc 
que la nature de la lame restant la même , la quan- 
tité b dont elle fléchira sera proportionnelle au 
poids Q et au cube de la longueur a, et en raison 
inverse du carré de son épaisseur • et de Taire m de 
sa section transversale. 

Si Ton substitue pour «« sa valeur — du n» 808, 

et qu'on appelle h rallongement total al de la lame, 
produit par un poids «, on aura 



b =r 



ha* Q 



En supposant « =: Q , on en conclura que si un 
même poids Q , appliqué à l'eilrémité libre d'une 
lame élastique , agit successivement dons le sens 
de sa longueur et perpendiculairement à sa lon- 
gueur, l'extension h et la flexion b, supposées très 
petites par rapport à la longueur a, seront entre 
elles comme les carrés de l'épaisseur et de cette 
longueur. 

31t. Quelles que soient les forces P et Q, on 
obtiendra toujours une intégrale première de Té- 
quation (l) en la réduisant à la forme de Téqua- 
tion (2) par la transformation des coordonnées. 
Nous nous bornerons à considérer le cas où la 
lame , appuyée contre un plan et non encastrée , 
s'écarte peu de sa forme naturelle. Ce sera , par 
exemple , un ressort posé sur un plan horiiontal 
par son extrémité inférieure A, et chargé d'un poids 
donné à son extrémité supérieure B. On suppose 
qu'en se pliant sous cette charge , le ressort s'é- 



oarte très peu de la Terticale AB, et que dans tonte 
sa longueur, la tangente b la conrbe qu'il forme 
dans son état d'équilibre , fait un très petit angle 
avec cette ligne droite. La figure 78 représente dif- 
férentes formes qu*il peut prendre dans cet état. 

Prenons pour axes des s et des y, la verticale 
kx dirigée en sens contraire de la pesanteur, et 

l'horisontale Ay. La quantité— sera très petite, 

dx 
par hypothèse ; nous négligerons son carré dans 
1 équation (1) ; on aura aussi Q = , puisque la 
force qui agit à l'extrémité B eatTcrticale; en Tertu 
de Téquation Qa == Pi6 du n» 300 , il s'ensuivra 
bsszO 'y et comme le poids P sera dirigé de B vers A, 
il faudra changer le signe de cette force dans 
l'équation (l), qui la suppose dirigée en sens con- 
traire. De cette manière , cette équation deviendra 
simplement 

*y 

«• —-^ =z= — ir» y, 
ds* 

en faiseni, pour abréger, 

1 c« 

< =: — «•!■ = p. 

3 «> 

On représente ici par m l'aire de la section du res- 
sort, perpendiculaire b sa longueur ; par i sa demi- 
épaisseur, dans le sens où il est plié; et par • une 
quantité dépendante de la matière dont il est formé. 
Ces trois quantités sont supposées constantes, et 
par suite c est une ligne de grandeur constante et 
donnée. 

A cause que Ton a y == 0, quand s = 0, on dé- 
duit de cette équation 

ws dy wk 1er 
y = A sin — , — =: — cos — ^ 
c ds c c 

k étant une constante arbitraire qui doit ètn nulle 
ou très petite par rapport à e. 

Quand on aura A = , le ressort restera droit, 
et sa longueur AB sera un peu diminuée par la 
pression du poids P. Lorsque ce coefficient k ne 
sera pas nul, le ressort se pliera; au point B, on 
aura ff = aety=6==0;en désignant par s' an 
nombre entier, il faudra donc qu'on ait 

a = tic, 

pour la valeur de a ou de AB. Si l'on appelle / la 
longueur du ressort, on aura aussi 



=y;*»/'+£''=/i/'+^-'> 
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en négligeant l« quatrième paisMOce de — , et met- 



tant fiour a M valeur, il vient 



=»('+^)i 



d'où Toa tire 



Se- y/~t 



(») 



Ainsi le coefficient k sera nul ou exprimé par cette 
formule. 

812. Yoici les conséquences remarquables qu» 
se déduisent de ce résultat. 

1» Tant que l sera moindre que e, la formule (S) 
sera îinaginaire pour toutes les valeurs du nombre 
entier i; on ne pourra pas prendre le coefficient k 
différent de séro , et le ressort ne sera pas plié par 
le poids P. 

2p soit parce qu'on aura augmenté la longueur 
du ressort, soit parce qu'on aura diminué la quan- 
tité e en faisant croître le poids P, supposons que I 
surpasse e; la valeur de k, différente de léro et qui 
répond i t = 1 , sera réelle , et le ressort pourra 
être plié par ce poids. En désignant por /une frac- 
tion très petite, et faisant 



=.(.+=f), 



00 aura 



• = 1, o = c, k =fai 
rëqoatîon de la courbe du ressort sera donc 

y =/o sin —, 

a 

où Ton voit qu'ellene coupera pas la verticale entre 
les deux peints A et B. , ^ 

l • 

a» Le rapport — continuant k croître , s'il vient 
o 

i surpasser 2, la valeur de k qui répond à t = 2 
sera réelle, et le ressort pourra prendre une figure 
différente do la précédente. En désignant par f une 
fraction très petite, et faisant 

/ = 2c( 1 +ir-/.), 
nous aurons 

» = 2, o = «c, k=:ftti 
d'où il résultera 

y =sftt sin ; 

ce qui montre que , dans ce cas , la courbe cou- 
pera la verticale au milieu de AB, qui répond à 

4» Eo continuant ainsi , on voit que si l surpasse 



un peu se, et qu'en désignant par une très petite 
fraction, on ait 

on pourra prendre 



o = se, 
ce qui donnera 



k = fai 



tir* 

y = fa sin —^ ; 
a 

équation d'une courbe qui coupera la droite AB en 
un nombre t* -^ i de points équidistans , y compris 
AetB. 

Lorsque I surpasse un multiple de o d'une quan- 
tité qui n'est pas très petite , la valeur de k, don- 
née par la formule (3), cesse d'être très petite par 

dy 
rapportât; et celle de — n'étant plus alora une 

dx 
très petite fraction, la figure du ressort ne peut plus 
être déterminée par Fanalyse précédente. Il faut 
observer que, dans tous les cas, la figure rectili- 
gne , qui répond à A =: , est possible j mais elle 
n'est stable et nécessaire que quand l est moindre 
que o. 

313. On entend par la forée d'un ressort , sup- 
posé vertical pour fixer les idées, le plus grand 
poids qu'il peut supporter sans fléchir. Ce poids P 
est déterminé par Téquation c = /, qur donne 



P = 



3/* 



OÙ l'on voit que, toutes choses d'ailleurs égales, la 
force d'un ressort est en raison inverae du carré de 
sa longueur. Le ressort étant un parallélipipède 
rectangle, on voit aussi que si l'on essaie de plier 
successivement les faces adjacentes , sa force sera 
proportionnelle au carré de l'épaisseur perpendicu- 
laira à la face qu'on voudra plier. 

Quant à la grandeur absolue de P, on la calcu- 
lera en mettant dans la formule précédente la va- 
leur de •, que l'on déduit soit de l'eitension k de 
ce ressort , soit de sa flexion b, que produirait un 
poids «i or, d'après les n»" 308 et 310 , et à cause 
de al:= A et a = /, ces valeura sont 






par conséquent , on aura 



P = 



ir«is 



3/A' 



P = 



36 



314. Les résultats du n» 307 s'étendent aisément 
à une verge élastique , lorsqu'on la suppose droite 
ou à simple courbure dans son état naturel , et 
qu'en la pliant elle reste encore k simple courbure 
et n*éprouve aucune torsion. 
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On prendra, dans ce cas, pour le filet moyen, ce- 
lui qui passe par les centres de gravité de tontes 
les sections perpendiculaires à sa longueur, les- 
quelles pourront être constantes ou Tariables, 
pourvu qu*en chaque point leurs dimensions soient 
très petites par rapport an rayon de conrbnre de la 
verge. Soit • Taire de Tune de ces sections , faite 
par un point quelconque du filet moyen ; décom- 
posons « en élémens perpendiculaires au plan de 
ce filet ; et soit vdu Taire de Télément qui répond 
à la distance u de ce même filet ; la variable u pou- 
vant être positive ou négative, eiv désignant une 
fonction donnée de u. Soient aussi k et — V les 
valeurs extrêmes de « ; nous aurons 

la seconde équation résultant de ce que Torigine 
de la variable « est le centre de gravité de «. 

Désignons par 0-, a', i, X', f, les mêmes quantités 
que dans le n» 307, et par y, y' y r, ce qu^étaient 
0-, ^, p, dans Tétat naturel de la verge élastique \ on 
aura, pour les deux états de cette verge , 

»• P 

et, pour le passage de Tun k rautre, 

^ = y (l H- X), ^ = y (1 + tf), 

lu hà 

Si donc on néglige les prodoits — et •», on en 

déduira 

valeur qui coïncide avec celle du numéro cité, dans 
le cas de la verge naturellement droite , où Ton a 
r = oo . 

Soit encore T la somme des forces perpendicu- 
laires à m qui tirent ou poussent Tune des deux 
parties de la verge, séparées par cette section nor- 
male. Appelons /* le moment do ces forces par rap- 
port à Taxe passant par le centre de gravité de « , 
et perpendiculaires au plan du filet moyen ; diaprés 
lliypothése du n» 307, on aura 



=-A 



i" vduj /A 



=•/-. 



l' vudu^ 



« étant une quantité dépendante de la matière de 
la verge , qu'on suppose constante dans Tétendoe 
de chaque section «f, mais qui pourra varier d^un 
point à un autre du filet moyen. En substituant pour 
l'sa valeur précédente, et faisant, pour abréger. 



/ m» du =— w<y« , 



il en résultero 

««9> /l IN 

Quand la verge élastique sera à double coor- 
bure, dans son état naturel ou après son change- 
ment de figure, la force T aura encore la même 
expression ; de plus , le filet moyen étant toajours 
celui qui passe par les centres de gravité detoates 
les sections normales, et en désignant par r et p ses 
rayons de courbure en un même point , avant et 
après ce changement , on pourra prendre cette ex- 
pression de t* pour le moment de Télasticité par 
rapport à un axe passant par ce point et perpendi- 
culaire au plan osculatenr du filet moyen ; mais il 
faudra , en outre , avoir égard il la torsion de U 
verge, comme nous le ferons tout 4 Theure. 

316. En comparant cette valeur de /« à celle dn 
no 807 , on voit que Téquation différentielle se- 
conde de la courbe plane formée par le filet moyen 
d^une verge élastique qui n*a éprouvé aucane tor- 
sion , ne différera de celle qui répond k la lame 
élastique proprement dite , qu^en ce qu'elle con- 

11 l 

tiendra au lieu de — , et la quantité ç àla 

p r p 

place de la demi-épaisseur t. Si la verge est homo- 
gène, et qu^elle soit, dans son état natorel, un 
prisme ou un cylindre allongé , les trois quantités 
«, «, 9, seront constantes, et Ton aura r = 00 . On 
en conclut que la flexion d^une verge naturelle- 
ment droite , produite par un poids Q perpendicn- 
laire à sa direction , et la force de ce ressort, se 
déduiront des valeurs de 6 et P trouvées dans les 
nos 310 et 313 y en y mettant 9 à la place de 1. Par 
cette substitution , l étant la longueur de cette 
verge, on aura 

» 



h = 



P = 



r 



21* 



ou, ce qui est^ même chose , 



b = 



ir«JQ 
3P 



P = 



"""TV-*' 



vM* (fa. 



Pour deux verges différentes , mais de même lon- 
gueur, les flexions produites par un même poids 
seront donc en raison inverse des forces de ressort j 
en sorte qu'il suffira de comparer entre elles les 
grandeurs de ces forces , dans les différentes hypo- 
thèses sur le contour de la section normale. 

Supposons que la section normale soit un trian- 
gle isocèle, et qu*on veuille plier la verge, de mi- 
nière que la face correspondante à la base de ce 
triangle devienne une surface cylindrique , con- 
cave ou convexe. Soient a et c la bose et la hauteur 
de ce triangle. Dans le cas de la convexité, ters 
laquelle sont dirigées les valeurs positives de « 
(no 307), nous aurons 

1 2 « /2 \ 

*=:~C, *• ^ — c, rr-.-(-C + «)' 

3 3 c? v^a ^ 
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et il en résultera 



P = 






Dtot le cas de U concavité, on aura 

» = — e, *'==— c, »= — (— c + ii); 
3 3 c ^3 / 

d*où Ton conclut 



P = 






ce qui montre que, dans ce second cas , la force du 
ressort est triple de celle quia Usu dans le premier. 
Si la section normale est un carré représenté par 
/• , et qu^ils^agisse de plier le ressort, de sorte que 
deux de ses faces opposées détiennent des surfaces 
cylindriques, on aura 

Si elle est un cercle dont le rayon soit A, nous au- 
rons 



V = k, V = Z[/h^^ ««, p = 



4/« ' 



«t en supposant Taire de la section normale égale 
dans les deux cas , de sorte qu*on ait /> zn^wk» , 
on toit que la force de ressort qui a lieu dans le 
premier cas surpasse celle qui répond au second , 
dans le rapport de «■ à 3. 

Supposons encore que le ressort cylindrique soit 
un tuyau creux , dont les surfaces concentriques , 
intérieure et extérieure, aient y et ^ pour rayons. 
Pour avoir la force de ce ressort, il faudra mettre 
successitement geig' k la place de h dans la der- 
nière valeur de P, et reiranclier les résultats Tun 
de Tautre , ce qui donne 

„_ ir3> (y'«+ y») ( gf*—g*) 
" 4^ » 

Si Taire » (^s — ^* } de la section normale est 
égale à nk* , on aura donc 



P = 



_ ir3 mk» {k* + 2g*) 
4? 



d^où Ton conclut que le volume , la longueur et 
la matière étant les mêmes , la force d*un res- 
sort creux est plus grande que celle d^un ressost 

plein, dans le rapport de 1 «^ — à Tunité ; Zg 

k* 

étant le diamètre intérieur, et wk* Taire de la sec- 
tion normale. 

310. Formons maintenant les équations d'équi- 
bbre d^une verge élastique quelconque , dont tous 
les points sont sollicités par des forces données. 

Appelons A et B les deux extrémités du filet 
moyen. Soient s, y, z, les trois coordonnées rec- 



tangulaires d'un point quelconque H de cette 
courbe, i Tare AH, « la section normale de la verge 
faite par le point H , ^ sa densité en ce point , et , 
conséquemment, yuda la masse d'une tranche in- 
finiment minoe de la verge. Désignons par Xyncis, 
Y^«dli^ Tjymdi, les forces données qui agissent sur 
cette masse parallèlement aux axes des s, y, m, de 
sorte que X , Y, Z , soient ces forces rapportées à 
Tunité de masse. La somme de leurs composantes, 
suivant la tangente en M au filet moyen, et tendant 
i augmenter Tare #^ sera 

/ dx dy dÈy. 

(X — + T— + Z —) ymdi. 

^ de d* ds^ 

Représentons aussi par T la force provenant de 
Taction d'une partie de la verge sur la partie adja- 
cente, appliquée à Tune des faces de la tranche 
y*tda, perpendiculaire à «, et tendant à diminuer 
ou à augmenter Tare #, selon qu'elle est positive 
ou négative. L'autre face de ymds sera tirée ou 
poussée en sens contraire par une force égale à 
T -)- d T; par conséquent, pour Téquilibre de 
cette tranche, il faudra que la force dl soit égale 
et contraire à la force tangeiitielle donnée, ou 
qu'on ait 

dl + ym {Xdaf + Xdy + Zds) = 0; (a) 

ce qui s'accorde avec l'équation (3) du no 300. 

A cause du peu d'extensibilité de la matière de 
la verge,, on pourra prendre, dans cette équation 
(a), pour y et M la densité et U section normale de 
la verge au point H, dans son état naturel. Si ces 
deux quantités sont constantes, et que la formule 
comprise entre les parenthèses soit une différen- 
tielle eiacte , on obtiendra, par Tintégration im- 
médiate, la valeur de T; et, parce que Ton a T r=: 
««^(no 307), on en conclura la dilatation positive 
ou négative de Télément dit, qui se sera allongé dans 
le rapport de x -[- ^à Tunité ; mais cela ne fera pas 
connaître la dilatation de la section normale m , ni 
le changement de densité de la verge au point 
H. Or, d'après ce qae j'ai fait voir dans le Mémoire 
cité au commencement de ce paragraphe, Tallon- 
gement où le raccourcissement de d» est toujours 
accompagné d'une diminution ou d'une augmenta- 
tion de « , mais telle, que le volume mdê variera 
dans le même sens que dis, et la densité y^ en sens 
inverse. Il s'ensuit que quand une verge homogène, 
prismatique ou cylindrique, est attachée par un 
bout, et tirée à son autre extrémité par une force 
dirigée suivant le prolongement de sa longueur , 
elle éprouvera, à la fois, une extension et une aug- 
mentation de volume , proportionnelles à cette 
force , ce qui a été effectivement confirmé par l'ex- 
périence. Réciproquement, si cette verge est posée 
verticalement sur un plan horiiontal, et chargée 
d*un poids à sa partie supérieure, qui ne la fasse 
pas plier , elle se raccourcira , et , en même temps, 



IM 
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son toIniM fera dimiaué proporUonnéUemMit à la 
grandeur de ce poids. 

317. Prenons sur Tare AM dn filet moyen un 
point M infiniment voisin de H ; par ce point m, 
faisons une section normale ) et conceTons qu9 la 
partie de la verge' comprise entre cette section et 
Textrémité A, soit rendue tout-à-fait immobile, et 
que la partie comprise entre Fautre bout B et la 
section faite par le point ■, devienne seulement de 
forme invariable. Cela étant, cberchons les condi- 
tions d^équilibre de cette seconde partie, que nous 
appellerons K. 

En vertu de la torsion de la verge, les points de 
la trancbe comprise entre les deux sections nor- 
males faites par II et m, seront sollicités par des 
forces qni tendront à détordre ses diiférens filets 
longitudinaux, et agiront dans des plans perpendi- 
culaires h Mm, c*est-i-dire, à la tangente en H au 
filet moyen. Ces forces tendront à faire tourner K au- 
tour de cette droite, en sens contraire de la torsion. 
Soit r leur moment par rapport à cette droite, que 
l'on appellera le moment d» la torsion de la verge, 
correspondant au poiiit H. Si Ton mène par ce 
point des parallèles aux axes des s, y^ s, et si 
Ton observe que Taxe de ce moment fait , avec 
ces droites, des angles dont les cosinus sont 
dg djf dM 

—, — , — , on en conclura (n^ 281) 
de da ds 



dx 



dff 



d% 



pour les momens par rapport i ces trois parallèles, 
des forces qui agissent sur K dans le sens de la 
torsion. 

Désignons par f», le moment de Télasticité rela- 
tif au point H, o*est-à-dire, le moment des forces 
dont T est la somme, par rapport à un axe mené 
par ce point et perpendiculaire au plan oscnlateur 
du filet moyen j r et f étant les rayons de courbure 
eu ce même point, dans Tétat naturel et après le 
cbangement de forme de la lame, et C désignant 
une quantité positive , dépendant de la matière et 
de la section normale au point ■ , nous aurons 
(n» 814) 



=•(7-4). 



et si Ton appelle ^ ^, fc, les angles que Taxe de ce 
moment fait avec les parallèles aux axesdes s, y, s, 
menés par le point H, les momens de Télssticité 
par rapport h ces trois droites seront 

M cos/, ft cos j^, M cos h. 

Soient M' nn point quelconque de .rare MB; s\ 
y', V, ses trois coordonnées \é Tare AH', et y\ m', 
X', T', Z', ce que deviennent y, m, X, Y, Z, relati- 
venent h H'. En appelant l la longueur totale du 



filet moyen, o| faisant 

y;* [r {.' ^ ,) _ z- (^ _ ,)] y.' *• = T„ 
f. P' {»"-»)- T' (»' - »)] y'"'^ = I., 

ces trois quantités X„ T„ Z^ seront les momens 
des forces données qui agissent sur K, par rapport 
aux axes menés par le point ■, suivant las direc- 
tions des w, y, s. 

Enfin, supposons que des forces particulières 
agissent à Textrémité libre de K} représentons par 
P, Q, B, les sommev de leurs composantes paral- 
lèles aux axes dei iT) y* s, et par a', V^ e\ les 
coordonnées du point d^application de leur résul- 
tante ; leurs momens par rapport aux mêmes axes 
que 1,^ Y„ X„ seront 



«(•' 


-^*)- 


■ P(»' 


-9), 


PCo- 


-«)- 


■ RCa* 


-»), 


R (>' 


-9)- 


QC** 


-»); 



et si Pou désigtio par a, i, c, les coordonnées de 
l'extrémité B du lUet moyen, on pourra remplacer 
ces Aomens par 



Q(a 


-#)- 


P(»- 


y) + »'. 


P(o 


-.)- 


R (a — 


») + Q'. 


R(J 


-9)- 


. Q(c_ 


■*) + f, 



en faisant , pour abréger, 

Q («r _ a) - P (y - 6) = B', 
p (c* _ c) — B (o' — o) = Q', 
R (ô* — ô) — Q (s» — c) = P*. 

Généralement , les coordonnées o'j V, tf, seront 
distinctes de q, h, e, parce que les forces extrêmes 
P, Q, B, ne seront pas appliquées immédiatement 
à la verge élastique, et quelles agiront aux extré- 
mités du bras de levier. Soit que ces forces aient 
ou non une résultante unique , les quantités P', Q', 
B', seront leurs momens par rapport à des axes me- 
nés par le point B, parallèlement à ceux des 9,y , 
a, ; si donc on suppose qu'on ait en ce point 



ds dff 

. — a: cos •', — : 
ds de 



cos c, 



dM 

d» 



cos^'; 



et qu'on fasse 
P' cos •', + Q* cos C, + B' cos y' = L, 

cette quantité L exprimera le moment des forces 
extrêmes par rapport à la tangente au point B 
(no 881); d'où Ton peut déjh conclnre que L sera 
le moment de la torsion extrême, où la voleur de 
r relative à ce même point. 
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Cflla po«é pour ] ^équilibre de U pirlîe K de la 
verge élastique , il faudra que le lomme des nfo-' 
ment par rapport à chaque axe, de toutet lea forces 



qui agissent sur ses différentes tranches et à ses ex- 
trémités, soit égale à léro; ce qui donne ces trois 
équations 



^ oot /•- , - + X, + P + 1 (» - y) - Q (c - *) = 0, 

dy 
^ cos y- r — + Y, + Q* + P (c - ii) - E (a - *) = 0, (ft) 
de 



#. cos Jk- r - + Z, + E' + Q (a - «) - P (* - y) = , 
d$ 



318. Diaprés les formules du n» 19 , on a 

^ dud^ j -— dzd^ y 
cos r =: -i ; 1- • 



dsif* m — d!rd> s 

»= is» — » 



. d%d^ y — Jy^ s 
cos à =: i-- — 2 s 



des trois numérateurs. Il en résulte 

d. M cos /•= <lyd. .jjjj; ^'^- TSr» 

tf. ft cos o = tfa tf. — ds a. — — -- , 

xdf* mU^ 

d, 1* cos h =dsd. ^ , ■ ^^ djfd. 



kdê* 



xdH ' 



Adf * étant la racine carrée de la somme des carrés 1 et , par conséquent , 



ds 



<h 



d% 



— d. MC0s^4~" ^' M cos y-t" ""^ <'• f* cos fc = 0, 
d« d« ' ds , 



On a d^ailleun 
ds> 



rfy» 



djt 



■*■ df « + dt t ■" * * 



dsB ds dy dy dM d% 

— rf, 1-— d. — + — d. — = 0. 

ds d* ds ds ds ds 

Si donc on ajoute les différentielles des équa- 

dsdy dM I 

lions {h)f après les avoir multipliées par — , — , — , 

df df d« 

on auta en réduisant; 

dg dy dM 

A=^dX,+ -dT, + -dZ,; 
d« df de 

mais à eauae que les quantités soumises k Pinté- 
gntion dans les expressions de X^ Y^, Zj, s*éTa- 
nouinsent à la limite y=#, il suffit (n» 14) de diffé- 
rencier sous les signesypar rapport à s, y, #, pour 
obtenir les Taleun de Â^, dY^, dZ| ; on a doncsim- 
plen&ent 

dX, = dJ /^ YVn'd»' — dyf' Vy'm'ds', 

dY, = d* /" zy^'df' — d* / xyn'd^, 

dZ, —dyT Xy'^dé — d» /*' Yy^'ds'} 

et en substituant ces voleurs dans Téquation pré- 
cédente, elle se réduit à dr= 0. 



Ainsi le moment delà torsion est constant dans 
tonte la longueur d^nne Torge élastique en équili- 
bre , quelles que soient les forces qui y sont appli- 
quées. 

Sa taleur sera donc partout la même qn^à chacun 
des deux bouts de la verge; et il est facile de vé- 
rifier qu^au point B, on a r=L, comme on Ta dit 
plus haut. En effet, en ce point, on a «=sa , y =6, 
s=c; les intégrales Xj, Yj, Z|, s^éfanouissent elles 
équations (6) devien nent 4 

r cos «' = iM cos /" -|- P', 
r cos C = fi cos y -|- Q', 
r cos y = /« cos à -|- E'. 

A cause que la normale au plan osculateur du filet 
moyen et la tangente à cette courbe, sont perpen- 
diculaires Tune à Tautre, on a, en ce même point B, 

cos •' cos/«|- cos C cos y «l" ^<>*>' <^^ ^== 0; 

en ajoutant donc les équations précédentes , après 
les atoir multipliées par cos «', cos C, cos y', la 
quantité /» disparaîtra , et, diaprés la Taleur de L, 
onaurar=L. 

Le moment de la torsion peut seul se déduire 
des équations d'équilibre ; quant à la tonion elle- 
mèmci sa grandeur est Tariable le long de la terge, 
loraqne la matière ou la section normale Tarie d*un 
point à un autre. Si U verge est homogène , et que 
la section normale soit constante, la différence des 
angles de tonion est la même aux extrémités de 
deux parties de la verge, d'égales longueura , et 
proportionnelle aux longueurs, quand elles sont 
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différentes. Supposons, pour fixer le» idées, qu'une 
verge homogÂne, prismatique ou cylindrique, soit 
encastrée par un bout , et qu'on applique à son 
autre extrémité deux forces égales , parallèles et 
contraires, agissant à disUnccs égales et de deux 
côtés différons; cette verge restera droite; mais elle 
se tordra sur elle-même , proportionnellement h sa 
longueur et au moment de ces deux forces par rap- 
port à son filet moyen, lequel moment sera la va- 
leur de la quantité L. J'ai trouvé, en outre , dans le 
Mémoire déjà cité (n© 306), que si lasection normale 
de cette verge est un cercle, la quantité de la tor- 
sion sera proportionnelle, toutes choses d'ailleurs 
égales, à la quatrième puissance de son diamètre; 
ce qui est conforme à l'expérience. 

819. Deux des équations (ô), ou deux combi- 
naisons quelconques de ces équations, après qu'on 
y aura substitué la valeur de m «t mi» L à la place 
der, serviront à déterminer la figure de la verge 
en équilibre. Si elle est droite dans son éUt natu- 
rel, et que toutes les forces qui y sont appliquées 
soient comprise» dan» un même plan , le» trois 
équations {b) se réduiront à une seule qui sera celle 
de la courbe plane formée par le filet moyen. 

Prenons le plan de ces forces pour celui des x 
et y; nous aurons 

« = 0, cos/'=0, cosy=0,. 

0=0, c' = 0, R = 0, cosy=0; 

d'où il résultera 

X, = 0, Y, = 0, F=0, Q'=0, r = L=Oj 

et les deux premières équations (*) s'évanouiront. 

\ cause de r = OD , la valeur de /» se réduira & — ; 

P 
on aura aussi co» k= ± 1 } mais en ayant égard 
au sens de l'action de T sur la partie Kde la verge 



(no 814), il est aisé de voir qu'il faudra prendre 
coB A =r «— 1 dans la troisième équation (h), qui 
deviendra, de cette manière , 

y]' [Y' (*»-*)- X' (y' - y)l y^^' 

c ?W 

+ K' + Q(a-*)-P(6-y) = - 

P 

et Von remarquera qu'en conservant les notations 
du no 314, le coefficient C aura pour valeur 



=-A 



VU* du. 



Lorsque les forces X et T seront nulles , cette 
équation (o*) coïncidera avec l'équation (!) da 
no 308, en observant que dans celles-ci, les forces P 
et Q agissent à l'extrémité même de la verge, ce 
qui rend nul leur moment R'. Dans tous les cas, on 
fera disparaître par des différentiations , les inté- 
grales contenues dans cette équation {o), qui se 
changera par là en une équation différentielle du 
quatrième ordre. 

La figure de la verge étant déterminée par l'é- 
quation (c), il faudra en outre que les forces don- 
nées qui y sont appliquées, satisfassent aux condi- 
tions d'équilibre du no 261 , qui se réduisent à 
trois, à cause que ces forces sont toutes comprises 
dans un même plan. Désignons donc par D et £ les 
sommes des forces particulières qui agissent à l'ex- 
trémité A de la verge, parallèlement aux axes des » 
ety, et par F leur moment parrapport à ce point A, 
de manière que D, £, F, soient à l'égard de ce 
point, ce que P, Q, R', sont relativement à l'autre 
extrémité B; les trois équations dont il s'agit 
seront 



D + P+ r*XV«'i»' = 0| 

E + Q + f Vy'Jd9' = , 
F+ R'+ Q (a— x) — P(5-y) 

+y]'[Y'(*'-*)-3L'(y' 



W 



- y)] y'^'ds' = , 



où l'on mettra pour ;p et y les coordonnées du point A. 
Lorsque les deux bout» de la verge seront en- 
tièrement libres , les forces extrêmes et leurs mo- 
mens seront donnés. Si la verge est encastrée à son 
extrémité A , les forces D et E , ainsi que leur mo- 
ment F', seront indéterminés ; mais on connaîtra 

d9 
les valeurs de '^ y« — > relatives à ce point A. Si la 

dx 
verge est seulement retenue par le point fixe A, les 



forces D et E seront encore indéterminées ; leur 
résultante sera égale et contraire à la charge de ce 
point d'appui, dont elle exprimera la résisUnce, 
et l'on aura F' = pour leur moment : on con- 
naîtra alors les valeurs de * et y , mai» non plus 

dy 
celle de — . Les mêmes remarques s'appliquent 

dje 
au point B. 
320. Supposons , par exemple, que U verge soit 
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horaogéne et naturellement priematiqne ou cylin* 
driqne; ce qui rendra constantes les trois quanti- 
tés > , M , C. Supposons , en outre , qu^elle ne soit 
soumise qu^à des forces perpendiculaires à sa lon- 
gueur , qui Técartent très peu de sa position pri- 
mitive; et prenons pour Taie des #, le filet moyen 
dans cette position 9 on aura alors 

D=0, X = 0, P = Oj 



oe qui lait disparaître la première équation (d). En 

négligeant le carré de — , on aura aussi 

ds 

^ d> V 



ds* 



et Téquation (c) se rédoira à 

■ 



la la différentiant une première fois, on a 



On a aussi (n* 14) 



=-«->-/ 



Tdf. 



i /** Y' df» = — Xdêi 



en différentiant une seconde fois , et mettant ds 
au lien de de, on aura donc 



djti 



= vmT. 



(/) 



Les quatre constantes arbitraires que contiendra 
Tintégrale complète de cette dernière équation , se 
détermineront d^sprès les conditions relatives aui 
deui bouts de la verge , et en obsenrant que la va- 
leur de y tirée de cette équation devra satisfaire 
ani deux précédentes pour toutes les valeurs do s. 
Or, Téquation [f) résultant des deux autres par la 
différentiation , il suffira, pour cela, que cette va- 
leur de y satisfasse à celles-ci pour une valeur 
particulière de xj il suffira donc qu'on ait 



ds* 



ds9 



~Q. {9) 



pour X = a; conditions qui résultent de Téquation 
(f) et de sa différentielle première , en y donnant à 
s cette valeur particulière. Si l'on y donne à jp la va- 
leur relative au point A, et qu^on ait égard aux équa* 
Uons (d), on aura 



ds* 






mais ces équations n^exprimenl pas de nouvelles 
conditions distinctes de celles que renferment les 
équations (d) et (^}, que Ton pourra , si Ton veut , 
remplacer par le système des équations (^) et [h), 
321. Ces formules comprennent le cas de la 
verge pesante. Alors , je suppose le point A fixe , 
et j'y place Torigine des coordonnées s et y/ je 
suppose aussi que Taxe des s, qui représente la 
direction naturelle de la verge, soit horisontal j je 
prends Taxe des y positives dans le sens de la pe- 



santeur , et je représente cette force par g. On aura 
Y = j^, et l'intégrale de Téquatàon {/) sera 

Cy=-^**+c*3+ c',.+ c"s; 0) 

c, c, 0\ désignant trois constantes arbitaires, et 
la quatrième étant nulle , à cause qu'on a « = et 
y = au point A. 

Supposons la verge encastrée k cette extrémité j 

dy 
il faudra qu'on ait aussi — = quand « ^ 0; d'où 

dx 

il résulte C" = 0. Supposons, en outre, que le 
poids Q soit attaché immédiatement à l'autre ex- 
trémité B, de sorte que son moment R' soit séro ; 
en vertu des équations {g), qui répondent à ce 
point , ou à s == 0, on aura 

7 y>«A> + 6Ca -f- 2C' = , 

gyma -f- eC = — Q. 

Je tire de là les valeurs de C et C, je loi substitue 
dans l'équation ( 1 ], dont je supprime le t erme C" x; 
j^appelle q le poids de la verge ^ de sorte qu'on 
ait q = gy^Of il vient 

équation qui coïncide avec celle du n» 810, quand 
on néglige le poids de la verge , et qu'on y met 
Qc> à la place de C. 
Dans les deux cas de Q = et 9 = 0, on a 



8C 



è = 



pour l'ordonnée du point B, qui exprime la flexion 
totale de la verge. En supposant Q = 9 , on voit 
donc que les flexions produites par un poids Q 
snspendn à Textréraité libre d'une verge borisontale 
encastrée par son autre bout, et, par oe mémo 
poids , réparti uniformément sur toute la longueur 
de cette verge , sont entre elles comme 8 est à 8. 
322. Si le point B est fixe comme le point A, et 
situé sur la même borisontale, il faudra qu^ont ait 
y = quand s = a; oe qui change Téquation (1) 
en celle-ci : 



Cy =: J!L ( s» «. o» ) -I- C* ( *• — o» ) + C* ( JP — o) ; (2) 



24a 



2.5 
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g étant toojoun le poids de la verge. La déter- 
mination des deux constantes C et C^ présentera 
les cas snifans. 
lo Quand la verge est encastrée i ses deux bouts, 

dy 
il faut qu^on ait — = pour x =: et pour s =a; 

dv 
on tire de là 

1 1 

C = g, C' = — ag; 

\2 24 

et Téquation (2) détient 

^ 24a 



En appelant /"la flèche de la courbe formée par 
cette verge, c^est-à-dire, la valeur de y qui répond 

k son milieu , oui ar = -^ a, on aura 

' 16.24.C 

2<' Si la verge est simplement retenue parles points 
fixée A et B, les charges de ces|>oints d'appui seront 
les forces E et Q, prises en sens contraire de leurs 
directions , et leurs momens F' et R' seront nuls 
(no 819). En vertu des premières équations (jg) et 

(fc), on aura — = pour « = U et pour s^ a; 

d^oùTon conclut 



C = q, 



C' = 0. 



12 



On aura alors 



^ 24a 



et la flèche f sera 



ou moyen de quoi Téquation (2) devient 



f = 



6qa} 



itf.e4.C ' 



c*est-à*dire , quintuple de celle qui avait lieu dans 
le premier cas. D*après les dernières équations {g) 
et (fc), on aura aussi 

valeurs qui ont aussi lieu dans le premier cas , et 
qui sont évidentes en elles-mêmes. 

30 Enfin , lorsque la verge est encastrée k son 
extrémité A, et seulement retenue à son autre 

dy d*y 

bout , on a — = pour « = 0, et — = pour 
ds dx* 

dr = a; ce qui dunne 

6q qa 

48 16 



cy 



gx« (g — g) (3a — 2s) 

480 



Les secondes équations (y) et (fc) donnent en même 
temps, 

Ce qui montre que le poids de la verge se partage 
inégalement entre les deux pointa d'appui , et que 
la charge de Textrémité encastrée est plus grande 
que celle de Tautre , dans le rapport de 6 à 8. 

323. En supposant toujours les pointa A et B 
fixes et situés sur une même horisontale, et In verge 
homogène et prismatique , considérons le cas où 
les autres points sont chargés de poids inégalement 
distribués dans toute la longueur. 

Soit donc 

a 

f s étant une fonction donnée qui a'évanouit tfuand 
s= et quand x r=a, et q désignant le poids 
total , ee qui suppose 



/ ^xdg = 



a. 



Cette fonction f s pourra être continue ou discon- 
tinue, c'est-à-dire que son expression analytique 
pourra changer une ou plusieurs fois entre les va- 
leurs extrêmes s = et 4P = o; ou, autrement dit, 
si on la représente par Tordonnée d'une ligne dont 
s soit Tabscisse , cette ligne pourra se composer 
de plusieurs portions de courbes différentes. Si 
Ton désigne par l une ligne d'une longueur aussi 
petite qu'on voudra, nous pourrons supposer , par 
exemple, que ps soit séro depuis^ = |usqu m 
s = Z-a — ^, et depuis s = |^ -|- X jusqu'à « = 
a, de sorte que cette fonction n'ait de valeurs dif- 
férentes de séro que dans une très petite étendue 1 
de part et d'autre de « = «^ a. Ce caa sera celui 
d'un poids q agissant au milieu de la verge élasti- 
que , que nous examinerons tout à l'heure en par- 
ticulier. 

Quelle que soit la fonction f s, continue ou dis- 
continue, pourvu qu'elle soit nulle pour « = et 
pour jr = a^ on aura, depuis c = jusqu'à s = a 
inclusivement, 



px 



zrx — lll sin Md*' ) «»n ; 

a \/ o a ) a 



w 



n étant un nombre entier et positif, et la caracté- 
ristique 2 indiquant une somme qui s'étend à tou- 
tes les valeurs de fi^ depuis fi = 1 jusqu'à n = QO . 
Cette formule est due à Lagrange , cfui l'a donuée 
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dans lesanciens Mèmokrê^dê PAcadémiê é$ Tkrm*\ 
001U U dëmoDtrerons plus bas. En en faisant usagey 
Téqnation (/) devient 



firs 



et en intégrant et obaertant que y == pour « = 
et pour s = a, on aura 



— { / sin far'd!^ j sin ~ 

+ « (a - *) [C* + C (a - »)]; (6) 



«•4 



G et C étant des eonstantes arbitraires que Von dé- 
terminera comme dans les trois cas du numéro pré^ 
cèdent. 

824. Examinons en détail le cas où le poids g est 
suspendu au milieu' de la Tergo, cVst-à-dire,lo 
oas où, comme on Tient de le dire , la fonction %% 
est nulle pour toutes les valeurs de«' qui diffèrent 
un tant soit peu de ^ a. 

On pourra alors faire d;'=-^ a dans le facteur 

sin—— que renferme l'intégrale relative à s' ; ce 
' qui donnera 



/ 



«m ^jt'dj;' = sin 

a 



— / %s?àx^ = a sin — , 



et fera disparaître tons les termes de la somme 2 
qoi répondent à des nombres pairs ». Je désigne 
par i un nombre pair on impair; je fais ii=2tf — 1 
et f étends la somme 2 i toutes les valeurs de t. de- 

. . (2i— 1)» 

puis t=l Jusqu'à t=ao . A cause de sin --g 

2 
—(—*)' , réquation(6) devient 

Cy = « (tf — s) [Gr + C (o — ^r)] 

;r^ "(Srrïji "" — s — 

Mais d'après une formule connue, on a, comme 
on le Terra plus bas , 

^1^ Tw •»" (2t — 1) • = 1- — . 

(2s — 1)4 ^ f 24 32 ' 



pour toutes les valeurs de «», depuis m =0 jnsqu à 
\ 1 «■# 

•= - w. Si donc on a ff < — a, on fera • =: — et 
* 2 a 

l'on aura 



^ (-ly .. (2f-l)»jr «4 

^■ - sinJ ^^= -_(4»' — 8a«x); 



{2s • 1)4 



96as 



1 ir(a— ») 

si , au contraire , on a «>— a, on fera • = 

2 a 
et comme on a 



. (M - 1) , (g - .) _ ^,_ p«_l) 



sm 



on en conclura 



W9 



=s Sin 



(W-l)* 



sëâ* 



2 --' '• «" ' „" = -Sirl* {«--)>- 3a> (a-.)]. 



De cette manière, nous aurons l'une ou l'autre de ces deux équations : 



Cy = « (a ~ x) [C* + C (a — «)] (4«» — 3a» s?) 

48 

Cy = * (o - ») ICjt + C (« — x)] [4(o — »)* — 8o« (»-*)]. 

48 



U ne restera donc plus qu'à déterminer les con- 
stantes C et G' dans les trois oas suivans \ 

Jy 
1« La condition— == pour «=30 et pour g — ff^ 

qui a lieu quand la verge est encastrée à ses deux 
extrémités , donne 

C = C = — -1. 
16 

" ToflM 3 1 pagt 361. 



Les équations (1) deviendront 



Cy= — (Sox»— 4x3 ) 
48 



Cy = — [80 (o — x)» — 4(o — x)3 ] j 
48 

au milieu de la verge , on aura — :=0, comme aux 

à» 
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extrémttà ; et la flèche ^ ou l'ordonnée eorreipon* 
dente à «== — a, sera 



/■ = 



gffi 



4.48.C ' 



c'est-à-dire , double de celle qui avait lieu dans le 
premier cas du n» 322. En vertu des secondes équa- 
tions (g) et {h)j on aura aussi 

comme cela devait être. 

2o Dans le cas de la verge simplement retenue 

d^ y 
perses deux bouts, ou Ton doit avoir ■ pour 

dr=rO et pour dresa; il en résulte 

C = 0, C = 0. 
et, par conséquent, 



Cy = — ( 3o« jp — 4*5 ), 
48 



Cy = — [30» (o *- «) — 4 (b — «V ]. 

48 

La tangente au milieu de la courbe est horisontale, 
et les valeurs de Q et B sont — 1/8 g, comme dans 
le premier cas { mais la flèche /" a pour valear 

*' "" 48.C ' 

en sorte qu'elle est quadruple de la précédente , et 
plus grande dans le rapport de 8 à 5, que celle du 
second cas du no 322. Si l'on mène une tangente à 
la courbe élastique , par l'un on l'autre des points 
A et B; que l'on appelle « son inclinaison, et quVn 
désigne par f l'ordonnée verticale du point de 
cette droite qui répond à l'abscisse égale à 1/2 a, 
on aura 



d*dà l'en oonotat 



tang « = 



qa* 
16.C ' 



f =z -^ a tang 
2 



r^-rf' 



Dans le second cas du n* 222, le rapport dtfkf 

8 
serait • — . 

5 

9» Enfin, si la verge est encastrée à l'extré- 
mité A et seulement appuyée à l'autre bout B, on 

rfy d^y 

aura — e=0 pour s=0, et—- =0 pour «^ui; on eo 

dg dx* 

déduira 

9 9 
€' = , C = i 

10 32 

et les équations (1) deviendront 

Cy = — (9iw— llJF» ), 



Cy = » ( 6s» *- I6a*« + ^'a*' — 8«s )• 



Elles donnent pour s=l/8 a, la même valeur de y, 
savoir 

Iqefi 



9 = 



8.Q6.C ' 



mais ce n*eet pas la plus grande ordonnée. Onann 
aussi 

en sorte que le poids q se partagera dans le rapport 
de 11 à 6 entre les pointa d'appui A et B. 

326. Nous allons maintenant démontrer la for- 
mufe de Lagrange, citée précédemment. 

Pour cela, considérons la quantité 

1 — fc« 



1 — 2ft cos t -|- h* 



l + 2h vos 6 -f 2h» ces 2t -f 

ce qu'on peut aisément vérifier; car si l'on multiplie 
cette série infinie par le dénominateur 1-^2 k ces t 
4-fc' de la fraction , on retrouve son numérateur, 
en observant qo^on a 

2 cos nt cos • = ces (a 4- 1) t -f- ces (n — 1) t, 

quel que soit le nombre n. Si h est moindre que 
l'unité , abstraction faite du signe , cette série sera 
convergente , et la fraction sera rigoureusement 
égale à son développement prolongé à l'infini { à 

(1 - *« )/trf« 



qui est une fraction rationnelle par rapport h k , et 
dans laquelle t désigne un angle réel. Son dévelop- 
pement suivant les puissanoea de h sera 

Zh^ cos 31 4- 2Jk4 cos 4t -f- etc; 

cause de 

1 —2^ cos t + fc* = (1 — ib]* + 4Jbsin> -^ t , 

nous aurons donc, dans cette hypothèse, 

1 - fc» 

I ■ = 1 + 2S*»« cos ut; 

{l-^hy + 4h sin* ^% 

la somme S s'étendant à toutes les valeurs du nom- 
bre entier », depuis iis=: 1 jusqu'à n — oo . Quelles 
que soient la fonction/^ et la constante réelle «< 
on aura donc aussi 



j (• — *)• + 4k »iu> j, (•— •) y , ' ^ y o 
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Soit y une «{luintitépMitite et infiniment petite; 
cette équation subsistera encore en y faisant k = 
1 — ^, puisqu'elle a lieu pour toute valeur do h 
moindTe que Tunité. Pour toutes les valeurs finies 



de H, on aura 

pour des valeurs infinies de cet eiposant, h* pourra 
différer de Tunité» mais en intégrant par partie, on a 



/l l /»dA 
/l cos fi (• — •) dl = - fï sin • (• — •) / -^ sin »(• — •) dl ; 



en sorte que si/) ne devient pont infinie entre les 
limites 1=0 et l=v, ni pour ces limites, Tintégrale 

'/è cosii(l'— «) dl, qui multiplie fc" , s*évanouira 



rateur de la fraction comprise sous le signe /, on 
aura 1 ^- à* = 2y, en négligeant g» par rapport 
à 2^ dans le second terme du dénominateur, on 
pourra mettre Tunité au lieu de h ou 1 — g ; et, de 

pour «=•; d'où il réfnlteqa'on ponn. toiijMin cette minière, nous auron. 

remplacer k* peri'mAéioiM lesigMX Aunnmé-k I 



f. 



zJ • J o y o S» + 4 wn* J. (• — • 



)• 



(M 



Le coefficient de d8 sous oette dernière intégrale 
est infiniment petit, excepté pour les valeurs de t 
infiniment peu différentes de •, qui rendent son 
dénominateur infiniment petit; cette intégrale est 
donc infiniment petite ou nulle , tant que la diffé- 
rence t— « est une quantité finie ; ce qui aura lieu 
dans toute retendue de Tintégration , lorsqu^on 
supposera «< 0, ou «>«; donc toutes les fois que 
la constante « tombera endehon des limites léro 
et*, on aura Téquation 

-/*V*<» + s/**/^c««»(» — •)^==0. (2) 

Si , au contraire, on a « > Oet<ir,iIy aura 
des valeura de % qui différeront infiniment peu de 
• ; en faisant donc 



• = • + 



d« sdH, 



Tintégrale dont il s'agit s'évanouira encore pour les 
valeun finies de «, mais non plus pour les valeura 



infiniment petites de cette variable , positives ou 
négatives; à l'égaltt de celles-ci, on aura 

/•=/., .ini.(«_.)=l.; 

par conséquent , le second membre de l'équa- 
tion (t) devient 

lorsque « tombe entre léro et v. Or, cette intégrale 
étant nulle pour toute valeur de ti qui n'est point 
infiniment petite, nous pouvons maintenant l'é- 
tendre , sans en altérer la valeur, à des valeurs 
quelconques de «^positives on négatives, et la 
prendre, si nous voulons, depuis « = — «jusqu'il 
«I =s 00 > on aura alon 



f- 



gdu 



-•g* +tit 



et finalement 



— r^^fm + s/*'/t ces »(• — .) dl = ir/o. (3) 



Ce raisonnement conviendra encore au cas où « 
coïncide avec une des deux limites aéro ouir{ mais 
si Ton a « = , on ne pourra donner à « que des 
valeurs positives , et seulement des valeurs néga- 
tives , si l'on a « = ir, afin que dans ces deux cas , 
la variable I qu'on a faite égale à « -f- « ^ ne sorte 



pas des limites de l'intégration. De cette manière, 
l'intégrale relative à ti se trouvera réduite à la moi- 
tié de sa valeur, ou à -i « ; et si l'on représente 

par C et }^ les valeurs de/« qui répondent à « = 
et • =: r, il en résultera 



— /""/«dt -f. 2 /** /ê 008 «• d« -r — irC 
2t/ o fc/ o o 



2 

I 



— /*'/Wt + 5 {— l)" /**/• COS »• dt = — ir^. 
ZJ J 9 2 



w 
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Maintenant faisons 

a 
«t soit aussi 



vds 



/ (4-) = ^. 

La quantité x étant positive et moindre que la 



constante a, mettons à la place de « , dans 



KX 



l'équation (Z) et — dans Féquation (S) ; en obser- 

a 
Tant que les limites relatives ii #* seront téro et a, 

nous aurons 



— / M' iW + — S / ♦*' co» <to = , 



^ r^ ^ àa^ Ji 2 /^f*' 

2a^ «» o •/ • 



flv («^ *^ . , 

COS -^__ (fjf » = ^x ^ 



w 



et en retranchant ces deux équations Tune de Tau-* 
tre, il Tient 



r^(/: 



%à^ sin 



^— - iijp' 1 sm— sTf^j- 
tt / a 



ce qu'il s'agissait de trouver. 

326. Cette formule représente les valeurs delà 
fonction ^s , pour toutes les Taleurs de la variable 
m y qui sont positives et moindres que a, et même 
pour jT = et s = a^ lorsque ^% sera nulle pour 
ces Taleurs extrêmes. Il est important d'obserTer 
que la série indiquée par 2, finira toujours par être 
convergente ; car pour de très grandes valeurs de 
fi, Pintégrale relative à s' deviendra une très petite 
quantité , qui diminuera de plus en plus à mesure 
que » augmentera , et qui sera tout-à-fait nulle 
pour n = 00 , comme on Ta vu plusbaut au moyen 
de Tintégration par partie. Cette remarque est né- 



/iessaire et snfiit pour justifia remploi qu'on fera 
de la formule précédente. 

tes différentes formules par lesquelles on peut 
ainsi représenter en séries de quantités périodiques, 
toujours convergentes , des portions de fonctions 
arbitraires continues ou discontinues , se dédui- 
sent des équations (6), que nous Tenons d'établir. 
Je me contenterai de donner ici deux de cea for- 
mules , qui nous seront utiles dans la suite; pour 
de plus grands déTeloppemens sur cette matière , 
je renTerrai à mes MkmoiH* gur U CalcuHniégral, 
qui font partie du Journal de FÉeolê Polytêclid- 
que , et où l'on trouTcra une théorie complète de 
ce genre de transformations. 

Après aToir ajouté les équations (5) et retranché 
la première de la seconde, f y mets 2/au lien de a^ 
puis jr -f- / et «' -I* < à la place de 9 et s', et en- 
suite f j; et ^ au lieu de f[s -f- Q et ^(«' -|. I) ; les 
limites de» intégrâtes relatiTes 4 d^ deviennent ^1, 
et ces équations sont remplacées par celles-ci : 



♦* 



•* 



= — 2 ( / ^x» sin ^--! — i da^ ) tin — L-JLJ. 



COS 






Partageons chaque somme 1 en deux autres , dont 
l'une se rapporte aux nombres n pairs , et l'autre 
aux nombres ii impairs. Pour cela, soit s' un nom- 

— = ( — Vf COS , 



ces 



21 



bre entier quelconque ; et faisons suocessiTement 
n = 2<^ n = Ss' — 1 ; nous aurons 



sin jj i = (— 1> sm — , 



(2s^l)>(x+ri 
2/ 



(2t —1) us 



COS ' • ^r ' = (- 1), sin jj— , sin 



5Î -(-l).cos 5j , 



et de même pour les sinus et cosinus compris sous les signes/; par conséquent , on aura 






COS -— a»' I 



COS 



pr sin 



twx 



. (2s-— 1)»»' 



2/ 



ds" j sin 



(2s— t)#« 

■"S — ' 



♦' = — 2 ( /^ j**' sin -Y^ds^ ^ sin- 

+ 7 ^ (y-,^*' -» ^ — sr— *') ^^' 21 - 



(•) 
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les tommes 1 s^étendant k toutes les valeurs de t, 
depuis s = 1 jusqu^à s' = od . Ces équations auront 
lieu pour toutes les valeurs de s qui seront com- 



prises entre les limites ^ L 

Cela posé, si la fonction ps est telle que Ton ait 
f (— x] = — PS, il en résultera 



♦x' <U' = 0, / m' cos -— d»' = 0, / ♦*' 



(2» — l)»*' 



cos 



2/ 



Ap* = 0, 



et, en outre. 



Wiex' 



♦*' sin — ^ ds' = 2 f ' ♦** sin HZ^ds*, 



/-. 



, .=„ (« - 1) '^ ... _ 



^dr' sm 



2< 



dx* =Z r \ 



?«* sin 



. {W — 1) »*' 



2/ 



dlr'; 



au moyen de quoi la seconde équation (6) coïncidera a? ec la formule {a), en y changeant a en /; et la 
première se réduirai 

21 ) 21 



♦* 



= 7'(/.' 



^x' sm 



• (') 



Si, an contraire, la fonction px est telle que Ton ait p { — s) c=: $g^ on aura 



^x' sin -i ^ daf* = 0, / ^*' sin dx' = 0; 



et les autres intégrales pourront s^étendre seule- 
ment depuis s = jusqu'à x = l,en doublant les 
résultats. La seconde équation (A} rentrera dans 



Inéquation (7), en y mettant f— x au lieu de jr , et 
f» à la place de f (/ — s). La première équation (6) 
deviendra 



^x = — / m' rf«' + - S ( /^ ^x' cos — - dx' j cos — . (8) * 



Ces formules (7) et (8) représenteront les valeurs 
de fx, depuis x = jusqu'à x = /; celles qui s^en 
déduiront, en les différentiant par rapport à s, ex- 
primeront, dans le même intervalle , les valeurs de 

ipx 

-TT* Ia formule (7) suppose ^x = pour x==0, et 

— = quand xz=zlf la formule (8) exige que 

dl^x 
Ton ait '■^ = pour x = et pour x = <L Lors- 



que ces conditions ne sont pas remplies, ces for- 
mules ou leurs différentielles n'ont pas lieu pour 
les valeurs extrêmes de x. 

327. Réciproquement , les formules de ce genre 
font connaître les sommes des nombreuses séries 
périodiques que Ton a obtenues par différeos 
moyens. Ainsi , par exemple , pour en déduire In 
somme de la série dont on a fait usage dans 1k 
no 324, j'ajoute les équations (2) et (3), après avoir 
mis — « à la place de a dans la première ; il eu 
résulte 



r^ fH\ + 22^ /**/• cos n %A%\ cos n« = »/•. 



Je prends ensuite/ • = •; on a alors 

cos nir — 1 



/ f% cos n %d% = 



n> 



quantité nulle pour tous les nombres pairs, et égale 

2 
■ — %g.^ . pour « = ?t' — 1 . L'équation pré- 
cédente devient donc 



cos (2» — 1) • 
(8» - l)» 



8 



la somme 2 sVtendant à toutes les valeurs du 
nombre entier t'^ depuis i = l jusqu^à s' r= ao . 

En multipliant par d« et intégrant , on en dé- 
duit 



sin (2t — 1) > 

(2» — 1)* 



8 



(* — •) •• 



On n'ajoute pas de constante arbitraire, parce que 
les deux membres de cette équation sont nuls, soit 
pour « = , soit pour a = «- ; en sorte que cette 
équation a lieu pour toutes les valeurs de «, depuis 
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« = jusqu^ù a = «r incIusWeincnt. Si Ton y fait 
« = — V -|- «, on aura 

sin (« — 1) « = — (— 1)' C08 (W — 1) «, 
et, par conséquent ; 

(-,ycos(ai-i)> ^ y _;_^N 

(8< — i)» gV 4 / 

depuis « = — — ir jusqu^à « = ^ «*. Je multiplie 



par A» et j*iatègre de non^eau \ il en réauUe 



(-,iysin(ai— 1)> _ y^i ^ 



(2.- - 1)4 



24 



32 



ce qu^il s^agtsaait d'obtenir. 

828. Si Ton met 2a au lieu de a, et ensuite y«|-« 
et 4r 4* A 1* la place de 4P et «'y dans la seconde 
équation (6), et qu'on fasse ? (a -|» «] = Far ^ on 
aura 



¥x 



= — / Fx' d:»» + — -2 / Fjf' 
4« / - « 2a / - • 



cos 



mr (** — jr) 
20 



ds'. 



pour toutes les valeurs de x comprises entre :t a. En faisant 

r fl*- 



2a 



2a 



cette équation pourra s'écrire ainsi : 






Fs' cos tt (s' 



-.,]. 



Il étant un multiple de •, et la somme S s^étendant 
k toutes les valeurs de u, depuis ti = « jusqu'à 
ti = œ . Or, si la conitante a devient infinie , la 
différence i des valeurs consécutives de ti devien- 
dra infiniment petite , et la somme 2 se changera 
eu une intégrale prise depuis ti =i, ou te = 0, 
jusqu^i tf = OD .En faisant donc a = od et i = du, 
mettant le signe f au lieu de 2 , et supprimant le 
premier terme de la formule précédente , nous au- 



rons 



fx 



"t/T/"- 



Fx'cos u [s' — s) ds' 



\du. 



Fourier a donné le premier cette formule inapor- 
tante, qui s'étend à toutes les valeurs réelles , po- 
sitives ou négatives, delà variable 4P, et convient, 
comme les précédentes , dont elle se déduit , à une 
fonction quelconque Fs^ continue ou discontinue. 



CHAPITRE IV. 



PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES. 



329. Dans les cas les plus simples de l'équilibre 
des machines , la puissance et la résistance sont 
réciproquement proportionnelles aux espaces que 
leurs points d*applfcation décriraient .simultané- 
ment , si l'équilibre venait à se rompre. Pour que 
ce rapport ait toujours lieu , il faut prendre les es- 
paces infiniment petits qui seraient décrits dans le 
premier instant, et les remplacer par leurs projec- 
tions sur les directions des forces. Il a été remar- 



qué depuis long-temps dans les machines simples ; 
Jean Rernouilli l'a ensuite étendu, par induction, 
à un système quelconque de points matériels solli- 
cité par des forces données ; et , sous la dénomina- 
tion àeprine^ de* fniuêêê virtutUêM, il est ainsi 
devenu <e principe général de l'équilibre. Nous le 
démontrerons dans toute sa généralité , après l'a- 
voir vérifié sur les exemples suivans. 

V Soient (fig. 79) A, A', A",... une suite de pou- 
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lies coDteniies daos une nènie cbipe, el fonDul 
«me wiwfê fixe | et B, V, B",.» nno aatre suite de 
poulies aussi contenues dans une même chape, et 
fbnnant une moufle mobile. Supposons qu'un fil 
soit attaché à la poulie inférieure de la moufle fixe, 
et s^enroule suceessÎTement sur toutes les poulies, 
en passant altematÎTement d*une moufle à l'autre. 
A l'extrémité libre de oe fll, suspendons un poids P 
qui fosse équilibre à un poids R suspendu k la pou- 
lie inférieure de la moufle mobile. La tension du fil 
sera la même dans toute sa longueur, et égale au 
poids P ; de plus , si les diamètres des poulies sont 
très petits , eu égard à la distance qui sépare les 
deux moufles , les cordons qui Tont de l'une à l'au- 
tre seront sensiblement parallèles et Terticaux : la 
force qui soutient le poids R sera donc égale à la 
somme de leurs tensions , ou à » fois le poids P, en 
appelant n le nombre de ces cordons ; par consé- 
quent , dans l'état d'équilibre, on aura 

R = iiP. 

Or, si Téquilibre se rompt, et que le poids R monte 
ou descende d'une quantité a, tous les cordons qui 
aboutissent à la moufle mobile se raccourciront 
ou s'allongeront de cette même quantité. La lon- 
guenr totale du fil devant rester la même, la partie 
i laquelle est attaché le poids P s'allongera ou se 
raccourcira de n fois cette quantité « ; donc , en 
désignant par C lo quantité dont le poids P s'élè- 
vera on s'abaissera, on aura C = n«, et, consé- 
quemment , 

R« = PC; 

ce qui renferme le principe qu'on Tient d'énoncer. 
2» ABC (fig. 80) représente la roue d'un iMuil, 
et A'VC l'intersection du plan vertical de cette 
roue et de la surface du cylindre ; est le centre 
commun de ces deux circonférences , et AOC et 
X'OO sont leurs diamètres horisontaux. Un fil s'en- 
roule sur la roue, et s^attache k l'un de ses points ; 
un antre fil , attaché à l'on des points du cylindre , 
s'enroule de même sur sa surface. On suspend un 
poids P au premier fil , et un poids R au second ; 
ces deux poids tendent à faire tourner le treuil en 
sens contraire, et sont supposés en équilibre. Cela 
posé, si Ton applique au point C deux forces R' et 
R", verticales « égales et contraires , Téquilibre ne 
sera pas troublé; si, déplus, ces forces sont égales 
à R , la force R" et le poids R se feront équilibre , 
puisqu'il n'y aurait pas de raison pour que leur 
action simultanée fit tourner le treuil plutôt dans 
un sens que dans le sens opposé; il faudra donc qu'il 
y ait aussi équilibre entre le poids P et la force R', 
perpendiculaires à AOC, et qui agissent aux extré- 
mités de ce levier, dont est le point d'appui. Donc 
en appelant r le rayon AO de la roue, et r' le rayon 
OC' du cylindre^ l'équation d'équilibre sera 

Pr = Rf', 
k cause de R' = R. Maintenant , si Téquilibre se 



rompt, et que le poids R monte ou descende d'une 
quantité», tandis que le poids P descendra ov 
montera d'une quantité C,U est évident, par la 
nature de la machine, qu'on aura CW == ar; d'où 
l'on conclut 

PC = R«, 

conformément à l'énoncé du principe qu'il s'agis- 
sait de vérifier. 

3o Supposons qu'une vu verticale soit chargée 
d'un poids R à son extrémité supérieure; qu'une 
roue horizontale , ayant son centre dans l'axe de 
cette vis, soit adaptée à son extrémité inférieure ; 
qu'un fil soit enroulé sur cette roue et attaché par 
un bout k sa circonférence, et qu'on applique à son 
autre bout une force horixontale F qui agisse sui- 
vant une tangente à la roue, et fasse équilibre au 
poids R. On pourra, si l'on veut , placer sur la di- 
rection de cette tangente une poulie fixe et verti- 
cale, plier le fil sur cette partie, et remplacer F par 
un poids P égal k cette force et attaché à l'extré- 
mité libre de la partie terticale du fil. En appelant 
h la hauteur du pa» de la tis, et c la circonférence 
de la roue, on^aura 

Po = Rik, 

d'après la condition connue de l'équilibre dans cette 
machine. Les deux poids R et P tendront à faire 
tourner la vis en sens contraire ; si l'équilibre vient 
à se rompre , l'un de ces poids montera, et l'autre 
descendra ; et si le poids R s'abaisse ou s'élève 
d'un pasik de la vis , le poids P s'élèvera ou s'abais- 
sera d'une hauteur égale à la circonférence e do la 
roue ; d'où il résulte qu'en appelant , en général , a 
et C les espaces parcourus simultanément par les 
deux poids R et P, on aura ttC=.CA, et, par consé- 
quent, 

PC = Ra, 

conformément au principe dont nous nous occu- 
pons. 

4» Considérons encore deux poids P et R posés 
sur deux plans inclinés , et attachés l'un à l'autre 
par un fil passant sur une poulie ûze^ située en haut 
des deux plans qui sont adossés l'un k l'autre. La 
figure 81 représente une section^ verticale de ce 
système ; AC est la longueur du plan sur lequel est 
posé le poids R, BC celle du plan qui supporte le 
poids P, AB une droite horixontale, et CD une ver* 
ticale qui représente lahauteur commune des deux 
plans. Faisons 



AC = a, BC = 



CD == hf 



la composante de R suivant CA sera R<— , et celle 

a 

h 
de P suirant CB aura P — pour valeur. Pour l'équi- 

b 
libre , il faudra qne ces deux composantes soient 
égales ; en sorte que Ton aura 

Pa = R6. 

26 
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SîTéquilibre se rompt, et que le poids R glisse 
d'une quantité y sur le plan CA, le poids P glissera 
de la même quantité, mais en sens contraire, sur 
le plan BC^ et en appelant « h hauteur verticale 
dont le poids R se sera élevé ou abaissé, et C celle 
dont le poids P se sera abaissc*ou élevé , il est aisé 
de voir que Ton aura 






d'où il résulte 



PC = R. 



comme dans les exemples précédons : mais ici » et 
C sont les projections verticales des espaces dé- 
crits simultanément par les poids R et P, tandis que, 
dans le cas précédent, « et C étaieut ces espaces 
mémos. 

330. Diaprés ce qu^on a vu dans le no 49, deux 
forces qui se font équilibre par fintermédiaire d'un 
levier quelconque., sont en raison inverse des es- 
paces infiniment jietits , projetés sur leurs direc- 
tions respectives, et que peuvent décrire en même 
temps leurs points d^application. Cet énoncé est 
celui qui convient à tous les cas. Ainsi , en appe- 
lant P et R la puissance et la résistance en équilibre 
par Tintermédiaire d^une machine •quelconque , 
supposant qu^on imprime un mouvement infini- 
ment petit à cette machine , et désignant par C et » 
les projections sur les directions de ces forces, des 
espaces qui seront décrits en mémo temps par 
leurs points d'^application , on aura toujours 

k quoi il faut d^ailleurs ajouter que Tune des pro- 
jections devra tomber sur la direction même de 
la force correspondante, et Taotre sur son prolon- 
gement, ainsi que cela a lieu dans le levier. 

Dans la pratique il suffira qhele mouvement im- 
primé à la i^chine soit seulement très petit. En me- 
surant les longueurs des projections C et «t, on en 
conclura immédiatement le rapport de la puissance 
k la résistance, sans rien connaître de la composi- 
tion particulière de la machine. 

331. Non seulement cet énoncé convient à une 
machine quelconque , mais il s^étend aussi & un 
nombre quelconque de forces en équilibre. Soient 
donc, en général, H, M', H", etc. (iig. 82), un sys- 
tème de points matériels liés entre eux de telle ma- 
nière qu'on voudra ; supposons que des forces P, 
P', P", etc., agissent sur ces points, suivant les di- 
rections HA, M'A', M" A'', etc.; faisons subir à ces 
points des déplacemens infiniment petits et com- 
patibles avec les conditions du système, de sorte 
qu'ils soient transportés en N, N', N", etc. ; proje- 
tons N, N', N", etc., sur les droites MA, M'A', 
M" A'', etc, en a, a', a", etc., et posons 

Ma = p. M'a' = j/, M"a" = ,/', etc. 

En considérant oes [>rojections f), p', f/', etc., 



comme des quantités positif es on négatives, 'selon 
qn^elles tombent sur les directions des forces cor- 
respondontes, ou sur leurs prolongemens, nous au- 
rons 

Vp + P'p' + P"p" + etc. = , 

lorsque Téquilibre aura lieu ; et réciproquement il 
y aura équilibre, quand cette équation subsistera 
pour tous les. déplacemens compatibles avec les 
conditions du système. 

Les droites infiniment petites MN,M'N',M"N",etc., 
sont ce qu'on appelle les vttesêêt virtuelles des 
points M, M', M", etc.; dénomination qui provient 
de ce qu'elles sont considérées comme les espaces 
qui seraient parcourus simultanément parles points 
du système , dans le premier instant où l'équilibre 
viendrait h se rompre. 

Ou doit observer que le principe des vitesses vir- 
tuelles , contenu dans la formule qu'on vienf d^é- 
crire , donne seulement les conditions d'équilibre 
qui peuvent être exprimées par des équations, 
mais non pas celles qui sont relatives k la direc* 
tion de certaines forces, et à Tétendue dans laquelle 
elles doivent rencontrer un plan fixe (n^ 266}. Les 
mouvemens compatibles avec les conditions da 
système , qui donnent lieu à des équations d'équi- 
libre, sont ceux dont les mouvemens directement 
contraires sont également possibles. Mais, par 
exemple , si un point matériel est posé sur un plan 
fixe, le mouvement sera possible dans ce pisn, sui* 
vant chaque direction et suivant la direction con- 
traire ; et perpendiculairement à ce plan , il ne 
pourra avoir lieu que dans une seule direction, (hj 
la considération des mouvemens dans le plan, don- 
nera lieu aux conditions d'équilibre qui s'expriment 
par des équations , et la considération du mooTe- 
mcnt perpendiculaire déterminera seulement la di- 
rection de la force normale , qui doit être contraire 
à celle du mouvement possible. Dans l'éoonoé du 
principe des vitesses virtuelles , on suppose impli- 
citement que chacun des mouvemens compatibles 
avec les couditions du système, et le mouvement 
directement contraire, sont également possibles; en 
appliquant successivement l'équation précédente 
à ces deux mouvemens, les quantités p,p',|/', etc., 
changeront toutes de signes, et il n'en résultera 
qu'une seule équation d'équilibre. 

Si la force P, est la résultante de plusieurs forces 
données Q, Q'., Q", etc., et qu'on représente par 9, 
^i 9", etc., les projections de MN sur leurs dtrec» 
tiens , on aura (n^ 34) 

Pp = Qç + Q'q' + q'Y + etc. ; 

en sorte qu'on pourra remplacer dans Téquation 
précédente , le terme Pp relatif à la force P, par 
cette somme de ternies de la mcine nature, qui ré- 
pondent à ses composantes; et de même , par rap- 
port aux forces P,P', P", etc., si elles sont aussi \vs 
résultantes de plusieurs autres forces. 
Le principe des vitoâses virtuelles, dans le ci^* 
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d'*un point isolé en équilibre, est, comme on Ta tu 
dans le n» 39, une conséquence de cette dernière 
équation, soit qu'il s^agisse d^un point entièrement 
libre , ou qu'il soit assujetti à demeurer sur une 
siiriace ou sur une courbe donnée. II s'agit actuel- 
Irraent de démontrer ce principe général, dans le 
en s d'un système quelconque de points matériels 
M, M', 1", etc. 

3^. Supposent cet pointt liéi entre eux par des 
%erge$ inflexibles ou par des fils flexibles, dont les 
uns soient fixement attachés à ces points, tandis 
941e d'-autres les traversent comme des anneaux mo* 
biles. Dans ce dernier cas , ces points ou anneaux 
•nt la liberté de glisser le long des fils qui les tra- 
versent, et que Ton suppose , pour cela , parfaite- 
ment flexibles. 

Après qu'on a appliqué les forces données P, P', 
P*. etc., aux points H, V, W\ etc., et que l'équi- 
libre s'est établi, il est clair queles fils qui joignent 
cet points deux h deux, éprouveront chacun une 
tension particulière, c'est-à-dire, que chacun de 
cet fils sera tiré à set deux extrémités par des for- 
cet^ales et contraires, dirigées suivant ses pro- 
longemens, ainsi qu'on l'a déjà dit dans le cas du 
polygone funiculaire (n» 286). L'intensité de cette 
force sera la mesure de la tension inconnue que ce 
fil éprouve. Un fil qui ne serait pas tendu, ne con- 
tribuerait pas à l'équilibre, et l'on pourrait en faire 
abstraction. 

La tension peut vQ|icr d'un fil à un autre ; mais 
s'il s^agît de deux fils qui sont le prolongement Tnn 
de Tàutre à travers un anneau , la tension est la 
même dans ces deux parties d'un même fil qui doit 
nécessairement éprouver une égale tension dans 
toute, sa longueur (289). Ainsi , par exemplp , si M 
est un anneau traversé par le fil H'MH", la tension 
de %W sera égale à celle de MM". 

Lorsque plusieurs fils viennent se croiser dons 
un même anneau , la tension est la même dans les 
deux parties de chaque fil , et peut varier d'un fil 
k l'autre. Si donc , outre le fil U'MW, H passe en- 
core un fil W^MBn^ dans l'anneau M, la tension 
sera la même dans les deux parties MH"' et fflll'^ de 
ce dernier fil , et , en générol , elle sera différente 
de celle des deux parties HM' et HM", du premier 
fil. Et si un autre fil , tel que MM* vient aboutir au 
même anneau M auquel il soit fixement attaché, 
ce fil aura sa tension particulière, généralement 
difl'érente de toutes celles des autres fils qui -abou- 
tissent au même point M. 

Observons encore que si W est un anneau ainsi 
que H , et que le fil 1I"MM' , après avoir traversé 
Tanneau M, passe encore par l'anneau M' pour aller 
aboutir au point M'", la tension sera la même dans 
les trois fils M"II, MM', M'M'"; car alors ces trois 
fils n'en font qu'un seul M"MM'M'". En général, 
lorsqu'on fil est partagé en plusieurs parties, par 
des anneaux mobiles , la tension est la même dans 
toutes ces parties. 

A l'égard des verges inflexibles , quand l'équili- 



bre existe^ elles sont tirées on poussées dans le 
sens de leur longueur , par des forces égales et 
contraires, agissant à leurs extrémités. L'intensité 
commune de ces deux forces , pour chaque verge , 
est la mesure de la tension ou contraction qu'elle 
éprouve. S'il en existe une ou plusieurs dans letys- 
tème , qui ne soit ni tendues , ni contractées, elle 
sont inutiles à Téquilibre, et Ton peut les suppri- 
mer. Ainsi , dans ce qui va suivre , nous suppose* 
rons tous les liens physiques qui existent dans le 
système, tendus ou contractés suivant leurs lon- 
gueurs par des forces inconnues. 

L'avantage du principe des vitesses virtudles 
est de donner l'équation d'équilibre dans chaque 
cos particulier , sans qu'on ait besoin de calculer 
ces forces intérieures ; mais comme la démonstra- 
tion que nous niions donner est fondée sur la con- 
sidération de ces forces, de grandeur inconnue , 
voici la notation dont nous ferons usage pour les 
représenter. 

Nous désignerons par [m, m'], la tension ou la 
coutraction du fil flexible ou inflexible qui joint 
deux points quelconques H et M' du système. De 
celte nifluicre [m^in"J, [m', m"], etc., représente- 
rniit les tensions ou contractions des fils qui joi- 
gnent M et M", M' et M", etc. 

^SS.Nous aurons aussi à considérer les variations 
infiniment petites qu'éprouvent les distances des 
points H, M',ld'\ etc., pris deux à deux , soit quand 
l'un de ces points change seul de position, soit 
quand ils sont déplacés simultanément. Alors, nous 
désignerons par (m , m') la distance de deux points 
quelconques M et M'; en sorte que (m, m'')} 
(fl»', m"), etc., soient de. même les distances de H et 
H", M! et M", etc. Nous emploierons la caractéristi- 
que X), pour indiquer les variations de ces distan- 
ces, relatives au déplacement du point M; la carac- 
téristique l/f pour indiquer celles qui ont lieu quand 
c'est le point M' qui se déplace j la caractéristique 
i/', pour indiquer les variations provenant du dé- 
placement de M"; et ainsi de suite. Enfin , nous ré- 
serverons la caractéristique ^, sans aucun accent, 
pour indiquer la variation de la distance de deux 
points, résultant de leurs déplacemens simultanés. 

Puisqu'on suppose , par exemple , que M a été 
transporté de M en N et M' , de M' en N', nous au- 
rons 

^ (as, m') = Ml' — NK' , ' 
i, («, ••) = MM' — HM', 
i; («, m') = MM' — MW ; 

Il est important d'observer que la variation to- 
tale , indiquée par i"^ est égale à la somme de va- 
riations partielles , indiquées par I) et 1/ j de 
manière qu'on a ,- pour deux points quelconques , 

l (m, m') == l, (», m') + X/ («, »*') ; 

équation qui résulte de ce que les déplacemens de 
M et M' sont infiniment petits , et qui n*a lieu que 
dans celte hypothèse. En effet ( m, m') est une 
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foootioD des coordonoëes de ces deux points; ces 
▼sriables prennent des aocroîssemens infiniment 
petits , positifs ou négatifs , qoand M et H' sont 
transportés en N et N'; or, en rejetant les paissances 
de ces aocroissemens supérieures à la première, il 
est évident que raccroissement total d'une fonction 
quelconque de ces coordonnées, est égal à la 
somme des aocroissemens partiels qui seraient dus 
à la Tariation de chaque coordonnée isolément; 
par conséquent , la variation totale de ( m, ai* ), in- 
diquée par la caractéristique # doit être égale à la 
somme de ses Tsriations partielles qui répondent 
à l, et #/. 

834. Tout ce qui précède étant admis , considé- 
rons le point quelconque H , auquel est appliquée 
la force donnée P. €e point est lié aux autres par 
les fils MU', MM", etc. ; il est donc tiré ou poussé , 
dans le sens de chacun de ces fils , par une force 
égale à la contraction ou à la tension que ce fil 
éprouve; en sorte qu*otttre la force donnée P, le 



poUit M est encore soumis à ractton d'autant d*au- 
très forces qu'il y a de fib aboutissant à ce point. 
Après qu'on a eu égard à ces forées intérieures , il 
faut faire abstraction des fils qui lient M aux antres 
points du système, et le oonsidérer comme un point 
isolé, autour duquel les forces [as, «'], [«^ W], 
etc. , et la force P , doiTent se faire équilibre. Si H 
est un point fixe , il n'en résultera aucune équation 
de condition; mais s'il est entièrement libre, ou 
s'il est seulement assujetti à rester sur une sur- 
face ou sur une courbe donnée , on aura entre ces 
forces l'équation des TÎtesses Tirtoelles, déjà dé- 
montrée pour l'équilibre d'un point roat^el isolé. 
Pour former cette équation , prenons nu poiotN 
infiniment Toisin de H, et appartenant à la surface 
ou à la courbe sur laquelle ce point H est astreint 
à demeurer, s'il n'est pas entièrenfent libre. 
Soient p, f , if, f\ etc. , les projections de MU sur 
les directions des forces P, [m, m'], [«^ nS"], 
[m^ m"'], etc. ; nous aurons (n» 89), 



P^ + [m, Ri'], t + [as, m"], t' + [m, m'"], l" -f etc. = 0. 



lis à cause que la ligne MN est infiniment petite , 
il est aisé de voir que sa projection sur la ligne 
■M' n'est autre chose que la dilTérence des deux 
distances MM' et KM' ; car si l'on abaisse du point 
M (fig. 83) la perpendiculaire HH sur MM', la droite 
MH sera cette projection , et l'on ours 

MH = MM' — HM'. 
Or , on a aussi 

HM' = y (HM')« — (KH)» = WM', 

en négligeant les infiniment petits du second or- 
dte; on aura donc 

MH =r MM' — KM'. 
D'après les notations contenues, cette équation est 



la suivante 

I = t^ (es, w!) ; 

et l'on aura de même 
«- = *, (•, m"), «" = 11 (», «?'•), «te. ; 

par conséquent, l'équation d'équilibre deviendra 

P^+ [m, »']. i, (m, «') + [ai, «"]. ij (m, ai«) 
+ [ai, m"'). #, (w, m'") + etc. = 0. 

En considérant les autres points M', M", M"', etc., 
du système, on aura pour chacun d'eux une 
équation pareille à celle-ci; ces équations seront 



P'p' + [ai', ai]. #/ (»', m) + [ai', m"]. */ («', m") 

+ [m', W"]. i;' (W, «'") + etc. = 0, 

P"p" + [m", «]. X/' («", m) + [a»", wf]. #/' (aif',m') 

+ [m", m'"] X/' (m", »'") + etc. = , 

P"'|»'" + [ai", ai], ^/"(«'"'in) + [m"', «••].#/" (m'", m') 

+ [m'", ai"]. X/" (ai'", aif') + etc. = 0; 



f^i p'/ P'"i «^ I <t>nt les vitesses virtuelles de M', 

M", M'", etc., projetées surles directions des forces 

tonnées P', P", F",ctc., quiagissent sur cespoinU 

matériels. 

Ajoutons toutes ces équations : en observant 



quefai, m'] et (m, ei') sont la même chose que 
[ai', m] et (m', m), et de même pour toutes les nota* 
tiens semblables; et en substituant la variation 
totale de chaque distance à la somme de ses va- 
riations partielles, nous aurons 



Vp + Vff ^ Vy + P"'^" + etc. 
+ [ai, mf], # (m, «') + [«, «"]. # («,, «»') + [m, ai'"]. # (ai, «'") + fetc. 
+ [m', m"], l (m', m") + [m', m'"], l (W, «'") + etc. 
+ [m", m'"], l (m", «'") + etc. 
+ etc. = 



(«) 
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338. JusqaMoiles dtfpkcemaiu MB, WfJH^WWyékOi, 
{ûf;, 83) , sont indépendans entre eux ; et Tëqna* 
tion (a) suppose seulement que ces points n^ont 
pas quitté les surfaces ou les courbes données, 
aur lesquelles ils sont obligés de rester; mais si 
nous supposons, en outre, qu>n ^ertu de ces dé- 
placemens , les points du système qui sont joints 
par nue Tcrge ou un fil tendu , ont conservé les mê- 
mes distances respectives , nous aurons 

1 («I, «') = 0, X (m, m") =0,1 («', ai") = 0, etc., 

et Téquation (a) se réduira à celle-ci : 

îlp + py + py + pyi + «te. x= o, {b) 

qui est précisément celle du principe des vitesses 
virtuelles (n® 331). 

Si dans les déplacemens des points M, M', M''^ etc., 
ceux qui sont des anneaux ont glissé le long des 
fiisquiles traversent, Téquation (b) aura encore 
lieu, pourvu que les longueurs totales de ces fils 
n'aient pas varié. Supposons , par exemple , que K 
est un anneau qui a glissé le long du fil WMMI'i 
alors on n*a plus séparément Hm, m') = et 
X (m, m") =r 0, mais on a toujours 

^ («, m^ + l (m, m") = 0, 

puisque la longueur totale du fil reste constante, 
■aia , dans ce cas , les tensions [w, m'] et [m, m"] 
des deux parties de oe fil sont égales j les termes qui 
fcnferment ces tensions dans l'équation (a) peu- 
vent donc s^écrire ainsi : 

[m, »']. [l («, wf) + l (m, m% 

et, par conséquent, ils se détruisent. 

En général, on conçoit que si un fil flexible passe 
à travers un nombre quelconque d'anneaux , les 
tensions égales de ses différentes parties disparaf- 

Pf + Vp' + V^Y + etc. + 

ou simplement 

Kr + RV + KV + etc. s= 0, (o)] 

en vertu de Téquation (6), qui a lieu par hypothèse. 
Cette équation (c) existant pour tous les mouve- 
nens infiniment petits compatibles avec les condi- 
tions du système des points M, M', B", etc., nous 
ponvona choisir pour leurs vitesses virtuelles les 
espaces réellement décrits BU, B'JX', B^'N", etc., 
dans un même instant ; mais comme ces lignes sont 
comptées sur les prolongemens des directions de 
R, K',K", etc., il s'ensuit que toutes les projec- 
tions r, f*, r",etc., seront négatives (n» 331), et 
égales , abstraction faite do signe, à ces mêmes li- 
gnes BU, ira', M"K", etc. Alors, tous les termes de 
Téquation (c) étant de même signe, leur somme ne 
peut être nulle, à moins que chaque terme ne soit 
séparément égal à zéro j on aura donc 

R.BBerO, R'.BW = 0, R".B"iV'=:0, etc. 



trontde Téquction (a) toutes les fois que la lon- 
gueur totale de ce fil ne variera pas. 

Concluons donc, enfin , 

!• Que l'équation résultante du principe des vi- 
tesses Tirtudles a lieu pour tous les mouvemens 
infiniment petits qu'on peut donner à un corps so- 
lide, libre ou gêné par des obstacles fixes ; cardans 
tous ces mouvemens les distances respectives des 
points de ce corps sont invariables. 

2o Que cette équation a aussi lieu pour tous les 
mouvemens infiniment petits que peut prendre un 
système de points ou d'anneaux liés par des fils 
flexibles, pourvu que ces fils restent droits on 
tendus. Quand cette condition n'est pss remplie, 
les tensions ne disparaissent pas toutes dans l'équa- 
tion (a)^ et, conséquenmient, l'équation {h) n'a plus 
lieu. 

330. Il faut encore démontrer que, réciproque- 
ment , quand l'équation (6) a lieu pour tous les 
mouvemens infiniment petits qu'on peut faire pren- 
dre au système des points B, B', B", etc., les forces 
données P, P', P'', etc., sont en équilibre, ainsi 
que nous l'avons énoncé précédemment (no331)» 

Supposons pour un moment que l'équilibre n'ait 
pas lien. Les points B, H', B", etc. , ou une partie 
d'entre eux, se mettront en mouvement, et , dana 
le premier moment , ils décriront simultanément 
des droites telles que BN,'B'll', B"II'', etc. ; on 
pourra donc réduire tous ces points au repos , en 
leur appliquant des forces convenables, dirigées 
suivant les prolongemens de ces droites , en sens 
contraire des mouvemens produits; par consé- 
quent, si nous désignons ces forces inconnues par 
R, R', R'', etc., l'équilibre aura lieu entre les forces 
P, P», P", etc., R, R', R", etc. ; en sorte que r^f', 
r"f etc., désignant les vitesses virtuelles projetées 
sur les directions de ces nouvelles forces R , R', 
R", etc., on aura , d'après le principe des vitesses 
virtuelles qui vient d'être démontré , 

Rr + Ry + RV + etc. = 0, 

Or, pour que le produit R. BN soit nul, il faut 
qu'on ait , ou R = , ou BN = ; ce qui signifie , 
dans l'un et l'autre cas, que le point fl ne peut 
prendre aucun mouvement : il en est de même à 
l'égard de tous les autres points; par conséquent, 
le système entier est en équilibre ; et c'est ce que 
nous nous proposions de démontrer. 

337. Lorsqu'il sera question des fluides, nous 
ferons voir, en partant de leur propriété fondamen- 
tale, que le principe des vitesses virtuelles a aussi 
lieu dans l'équilibre d'un système de forces dont 
les actions se transmettent par l'intermédiaire d'un 
fluide contenu dans un canal ou dans un vase de 
forme quelconque. De cette manière , la démons- 
tration du principe général de l'équilibre aura 
toute l'étendue que l'on peut désirer; car les verges 
inflexibles , les fils tendus , les fluides contenus 
dans des canaux , sont les différentes sortes d'in- 
termédiaires qu'on peut établir entre des points 
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matériels , séparés les uns des autres , pour trans- 
mettre raction des forces de Tun de ces points à un 
autre; et si d'iailletirs , parmi ces points, il y en a 
qui soient immobiles, d^autres parfaitement libres, 
et d^autres assujettis à rester sur des surfaces ou 
sur des courbes données , on aura le système de 
points matériels le plus général qu^on puisse aToir 
besoin déconsidérer. Toutefois, je vais donner une 
autre démonstration du même principe , que Ton 
doit à Lagrange, et qui repose sur des notions plus 
élémentaires que la précédente; elle est fondée sur 
la possibilité de remplacer toutes les forces appli- 
quées k un système quelconque de points maté- 
riels , par un seul poids agissant comme on va d^a- 
bord Texpliquer. 

338. Si un point H (fig. 84) est sollicité par une 
forcePdirigée suivantia droite HÂ, on peut d^abord 
supposer que cette force soit appliquée au point A, 
et agisse au moyen d^un cordon MA attaché à ce 
point M. On peut ensuite remplacer ce cordon par 
on fil qui s^enroule alternativement sur une moufle 
fixe et sur une moufle mobile, et soit attaché par l'un 
de ses deux bouts à Tune ou à Tautre de ces deux 
moufles ; celle qui est fixe répondant au point A , 
celle qui est mobile au point M. En suspendant 
verticalement un poids K à Textrémité libre du fil, 
la tension sera égale à K dans toute sa longueur. 
Si les dimensions des poulies sont regardées comme 
infiniment petites , les tensions de toutes les par- 
ties de ce fil , qui aboutissent à la moufle mobile , 
auront la même direction ; en appelant t'ieur nom- 
bre , leur résultante sera égale à tK., et agira sur le 
point M suivant la direction MA ; par conséquent , 
si Ton a tlL ^ P, on pourra remplacer Taction de 
la force P par celle du poids K. 

Il en sera de mémeà Tégard des autres forces P', 
P", etc. , appliquées à des points M', M", etc., sui- 
vant des directions M'A', M"A'', etc.; chacune d'el- 
les pourra être remplacée par un poids égal à un 
sous-multiple de son intensité, agissant comme on 
vient de Vexpliquer pour la force P. De plus, il est 
aisé de voir qu'on pourra toujours faire passer suc* 
cessivement, comme le représente la figure 85, un 
seul et même fil sur toutes les moufles fixes en A , 
A', A", etc., et sur toutes les moufles mobiles atta- 
chées aux points M, M', M", etc. Supposons donc 
que s', ij if', etc. , sont ^es nombres entiers , et 
qu'on ait 

sK=:P, f-'K=:P', •«K = P'', etc. (d) 

En suspendant verticalement le poids K à l'extré> 
mité libre de ce fil, le système des forces données 
P, P', P'', etc. , se trouvera remplacé par ce seul 
poids , dont l'actien sera transmise aux points M , 
M', M", etc. , par l'intermédiaire de ce fil, et des 
moufles fixes et mobiles. A la vérité, les équa- 
tions {d) supposent les forces P, P', P", etc., cora- 
Qiensurables ; mais cette hypothèse est toujours 
admissible, puisque leur commune mesure K peut 



être un poids aussi petit qu'on voudra , et' même 
infiniment petit, si cela est nécessaire. 

830. Concevons actuellement qu'on imprime aux 
points M , M', M", etc. , un mouvement qui soit 
compatible avec les conditions du système, ainsi 
que le mouvement directement contraire; soient 
N , N', N'', etc., leurs positions après un temps infi- 
niment petit; et appelons, comme précédemmeni,p, 
ff, p", etc., les projections de MN, M'Pi', M''S", etc., 
sur les directions de P, P', P ', etc. , ou sur leurs 
prolongemens. 

Le point N étant projeté en a. sur la droite HA, 
chacun des cordons qui vont de A à M sera rac- 
courci d'une quantité AM — AN , pour laquelle on 
pourra prendre Ma , en négligeant les infiniment 
petits du second ordre; ce cordon serait, au con- 
traire , allongé de Ma, si le point a tombait sur le 
prolongement de AM; d'où l'on conclut qu'à raison 
du déplacement de M, le poids K descendra dans le 
premier cas, et montera dans le second, d'une 
quantité égale au produit de Ha et des'; ce qui 
revient ii dire , d'après le signe dep (no 331), que 
la variation positive ou négative de sa hauteur ver^ 
ticale sera exprimée par^, à raison de ce seul dé- 
placement. Il en sera de même par rapport à tous 
les autres points M', M'', etc. ; par conséquent , si 
l'on désigne par i une quantité infiniment petite , 
qui représente, selon qu'elle sera positive ou néga- 
tive, la quantité totale dont le poids K. descendra 
ou montera, par suite des déplacemens simultanés 
de tous les points du système, nous aurons 

{ =zip + !>' + i'Y + etc. 

Or, le poids K tendant à descendre , et étant la 
seule force qui agisse sur le système, il est évident 
que rien ne Tempéchera de produire le mouvement 
que nous considérons, si cette valeur de i est posi- 
tive; et que, si elle est négotive, rien n'empêchera 
le poids K. de produire le mouvement directement 
contraire, qu'on suppose également possible, et 
pour lequel^ changera de signe. Pour que Téquili- 
bre ait lieu , il est donc nécessaire que { soit séro. 
Réciproquement , le poids K ne pouvant produire 
aucun mouvement quelconque, sans descendre 
d'une quantité infiniment petite dans la premier 
instant , il s'ensuit qu'il n'en produira aucun , et 
que l'équilibre aura lieu, si l'on a ^ == O,pour tous 
les déplacemens des points H, M', H", etc. , infini- 
ment petits et compatibles avec les conditions du 
système. 

Maintenant, si l'on multiplie par K l'équation 

ip + sy + t'y + etc. = 0, 

nécessaire et suffisante pour l'équilibre , et qu'on 
ait égard aux équations (d), elle se changera dans 
l'équation (6) du principe des vitesses virtuelles , 
qu'il s'agissait d'obtenir. 

340. Cette démonstration ne suppose pas le prin- 
cipe préalablement démontré pour. )in point maté- 
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rie] isolé. Si le ^^éme se réduit k un seul point 1 
auquel sont appliquées les forces P, F, P", etc., 
données en grandeur et en direction , on substi- 
tuera à leur action simultanée celle d^un seul 
poids K., comme dans le n<v338 ; et, dans Te cas de 
l'équilibre de ces forces, le principe des iritesses 
virtuelles se déduira de cette substitution par le 
raisonnement qu*on vient de faire : or, ce principe 
fournira immédiatement les équations d'équilibre 
da point H, assujetti à rester sur une ^nrface on 
sur une courbe, ou entièrement libre (uo 39). Dans 
ce dernier cas, en considérant Tune des forces don- 
nées comme étant égale et contraire à la résultante 
de toutes les autres, on en déduira les régies de 
leur composition et de leur décomposition, et le 
théorème du parallélogramme des forces. En appli- 
quant ce principe à Téquilibre de trois forces pa- 
rallèles , dont Tune est, par conséquent, égale et 
contraire k la résultante des deux autres , on en 
conclnra également les règles de la composition et 
de la décomposition des forces parallèles. 

On déduit aussi , sans difficulté , du principe gé- 
néral des vitesses virtuelles , les équations dVqui- 
libre d'un corps solide entièrement libre, que nous 
avons trouvées d^ une antre manière dans le n» 260. 

En effet , nous pouvons d'abord supposer que 
tous les points de ce corps décrivent des droites 
égales entre elles et parallèles à Tun des axes des 
coordonnées. En appelant h la longueur de ces 
droites, et a, »', a", etc.', les angles que leur direc- 
tion commune fait avec celles des forces données, 
nous aurons 

f=zh cos «, p* z=h ces »', p^' = h cos a", etc. 

pour les vitesses virtuelles des points M, H', M", etc. , 
du corps solide , projetées sur les directions des 
forces P,P',P", etc., appliquées à ces points; donc, 
en substituant ces valeurs dans l'équation {b), et 
snppriolfent le facteur h, comme à tous les termes, 
on aura Péquation d^équilibre 

P cos • + ?< cos «' + V cos •" + etc. = 0. 

En considérant successivement les mouvemens du 
corps parallèlement aux deux autres axes des coor« 
données , on obtiendra de même les deux autres 
équations d'équilibre semblables à celle-là. 

Nous pouvons aussi faire tourner le corps autour 
de l'un des axes des coordonnées. Pour former l'é- 
quation qui correspondra à ce mouvement, je 



représenterai les coordonnées des points M, M', 
H", etc. , et les angles que font les directions des 
forces P, F, P", etc. , avec celles de ces coordon- 
nées , par les mêmes lettres que dans le n» 260. 
En supposant que la rotation ait lieu autour de 
l'axe des m, chacun de ces points décrira un arc de 
cercle parallèle au plan des x et y, qui aura pour 
rayon la perpendiculaire abaissée de ce point sur 
cet axe. De plus , par la nature du corps solide , 
l'angle décrit par C(:tte perpendiculaire sera le 
même pour tous ses points. Si donc on le suppose 
infiniment petit, qu'un le désigne par m, et par r, r', 
r'*j etc. , les distances des points H , M', M", etc. , 
à l'axe des s, on aura r«, r'w, r''«, etc. , pour leurs 
vitesses virtuelles; et en appelant aussi ^, fj 
1", etc. , les angles aigus ou obtus que font les di- 
rections de ces vitesses avec celles des forces P, P', 
P", etc., il en résultera 

p = r» cos 1*, p' = r^ét cos J', />"= r"m cos J", etc., 

pour les projections de ces mêmes vitesses sur les 
directions de ces forces ou sur leurs prolongcmens. 
Soient, en outre , a, h, c, les angles compris en- 
tre la direction de la vitesse Tm et des parallèles 
aux axes des s,y, z, menées par le point H ; les 
mêmes angles relatifs k la direction de la force P 
étant «, C, yy on aura 

cos l = cos a cos a -|- cos b cos C -}- cos c cos y ; 

mais à cause que la vitesse tm est tangente en H , 
au cercle du rayon r qui a son centre dans Taxe 
des a, il est aisé de voir qu'on a 

X y 

cos J == ± — , cos a =: :|1 — cos c = , 
r r 

et , par conséquent , 

p =z ru coi l' = Ht (» cos C — y cos *) «. 

On aura de même 

p* cr ±'(»' cos C — y' cos •') •, 
//' = ± (*" cos C" — y" cos •") u , 
etc. 

Les signes dépendront du sens de la rotation ; et 
l'on devra prendre, à la fois, les signes supérieurs 
ou les signes inférieurs dans toutes ces valeurs; 
en les substituant donc dans l'équation (1) et sup- 
primant le facteur ± », commun à tous les termes , 
nous aurons 



p («r cos C — y cos •) + p' (*' cos C — y' cos •') -|- etc. = 0. 



Cette équation d'équilibre est celle des momens 
par rapport à Taxe des js , autour duquel le mouve- 
ment a eu lieu ; on obtiendra de la même manière 
les équations des momens par rapport aux axes des 
' et des y, en faisant tourner successivement le 
rorps solide autour de ces deux droites. 

34 1. On peut donner & Téquation {h), une forme 



différente qui en rendra les opplications plus fa- 
ciles. 

Pour cela, soient jr,y,s,les coordonnées du 
point M dans sa position d'équilibre; x -{- ^i;, 
y -|* ^y# ' + ^ s^ ce qu'elles deviennent quand on 
transporte ce point matériel dans une position N 
infiniment voisine; X, T, Z, les composantes de la 
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force P suivant les proloDgemeas des s, y, m, dans 
le sens positif; ces quantités infinimeni petites ^, 
^,Im, seront les projections de la vitesse Tir» 
tuelle MN sur les directions de X, T, Z; et p étant 
toujours sa projection sur la direction de P| on 
aura (n" 331) 

Pp = Xftr + YJy + Zis. 

En désignant par les mêmes lettres STee des ao- 
cens , les quantités analogues qui répondent aux 
points M'i H", etc., on aura aussi 

V^p' = X'J*' + y'Iy» + Vlz\ 
V'j^' = X"^' + V'fy" + Z"a", 

et si Ton ajoute ces équations et la précédente , on 
pourra écrire 

Pp + P'i^ + P'>" + «*c. =2 (XI* + Yly + Um) ; 

la somme 1 s'étendant k tous les points M , M', 
V, etc. , du système , et se composant, par consé- 
quent , d*un nombre de parties semblables , égal à 



celui de ces points. De cette manière, réqnation(6) 
prendra la forme : 

S (XI» + Yly + Zli) =0, (•) 

quMl s'agissait de lui donner. 

Or, quelle que soit la liaison des points du sys- 
tème, on peut toujours Texprimer par une ou plu- 
sieurs équations entre leurs coordonnées. Soient 
donc L , L', L", etc., des fonctions données de ir ^ 
y. M, s', y, etc. , ou d*une partie de ces coordon- 
nées ; et supposons que ces équations soient 

L = 0, L' = 0, L" = 0, etc. (/) 

Les déplacemens simultanés de tous les points du 
système devant être compatibles avec; les condi- 
tions auxquelles il est assujetti^ il faudra que les 
coordonnées f, y, s, x*, y\ etc., de H, S', M", etc., 

et les coordonnées »-f* ^ ^* y*!* ^y^'^'^^' 

«f + is\ etc., de N , R', f^^', etc., satisfassent sac- 
cessÎTeroent à ces équations; par eoniéqaeot| en 
négligeant les infiniment petits du second ordre, 
nous aurons 



âL dL dL dl 

— I4P-I ^ + — X» + — l-j'-f. etc. = , 

ds dy dm da^ 

dL' d\J dV dU 

— .^-1 iy + ^ a + — l^ + etc. : 

dx dy d% daf 

dL" dL" dL" dV 



etc. 



o,\ («) 



Si Ton change en même temps le sens des déplace- 
mens de tons les points du système , les signes de 
tx, ty, iz , ^af, etc., changeront tous à ta fois , et 
ces équations seront encore satisfaites; en sorte 
que le mouvement infiniment petit auquel elles ré- 
pondront , et le mouvement directement contraire, 
sont également compatibles avec les conditions 
données, comme le suppose implicitement Ténoncé 
du principe des vitesses virtuelles {p9 331). 

Cela posé , au moyen de ces équations (jf), on 
éliminera , dans chaque cas , de Téquation (s)^ un 
nombre des quantités Is, ty, H , ts\ etc., égal à 
celui des équations (/) ; celles dn ces quantités qui 
resteront ensuite dans le premier membre de Té- 
quation {é), seront indépendantes entre elles; on 
devra donc égaler séparément leurs coefficiens à 
xéro; ce qui fournira toutes les équations d^équili- 
bre du système , dont le nombre sera égal à trois 
fois celui des points matériels ffl , H', M", etc. , 
moins le nombre des équations (/*). Lorsque les 
positions de ces points, c'est-à-dire, les valeurs 
de leurs coordonnées g, y, », s', etc., seront don- 
nées , il faudra que les composantes des forces P, 
P', P", etc. , satisfassent à ces équations d'équili- | 



bre; quand, au contraire, ordonnera ces forces 
en grandeur et en direction, et que les positions 
des points du système seront inconnues, ce% mêmes 
équations , jointes aux équations {f), serviront à 
déterminer toutes leurs coordonnées. 

342. Les équations (a) et {g) étant linéaires par 
rapport kls, ly,^M, t^, etc., Télimination d'une 
partie de ces quantités pourra se faire , d*aprés 1« 
méthode connue, en ajoutant ces équations après 
avoir multiplié les équations [g) par des fadeurs 
indéterminés, et en égalant à xéro, dans cette 
somme , les coefficiens de celles des quantités im, 
iy, Iz, Is", etc., qu'on voudra éliminer. Les coef- 
ficiens des quantités restantes devant ensuite être 
aussi égaux à xéro , il s'ensuit qu'on devra égaler à 
xéro les coefiiciens de toutes les quantités ix , hf, 
l», Is', etc., indistinctement, dans la somme dont il 
s'agit; d'où il résultera un nombre d^équations égal 
à celui des coordonnées, entre lesquelles il restera, 
dans chaque cas , à éliminer les facteurs indéter- 
minés, pour avoir les équations d'équilibre du sys- 
tème. 

En désignant par x, x', x", etc., les facteurs par 
lesquels on multipliera les équations (g), on aura , 
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parce procédé, 

dl dV dl'f 

ds da dx 

dl dV A" ,,,, 

Y + A- + X'-. +x" + etc. = 0, )(*) 

dy d^ dy 

dl dV dl" 
Z+A-+X'-. +k" + etc. =0, 

dM dm dM 

pour les ëqnations proTeaant des coefficiens de ftr, 
^, fs ; OU aura de même 

dl dV dV 

dM' ds' djp' 

dl dV dl" 

dy' dy» dy* ' (W 

dl dV dl'f 

*'+^'r,+^'-+ ^" — + «te. = 0, 

dl' dz' d%' 

pour celles qui proviennent des coefficians de J»*, 
ti, ti^i et ainsi de suite. 

Au lieu d'éliminer simplement x, x', x", etc., on 
pourro tirer de ces équations les Taleurs de ces in- 
connues ; nous allons expliquer comment on en 
déduira ensuite, en grandeur et en direction, les 
forces proTcnant de la liaison des points du sys- 
tème, qui agissent sur tous ces points et font équi- 
libre aux forces données P, F, F', etc. La déter- 
mination de ces forces inconnues est une partie 
importante du problème de Téquilibre, dont la solu- 
lion complète et générale se trouvera ainsi com- 
prise dans Tensembledes équations (/^, (fc), (A')\ etc. 

343. Si Ton suppose que tous les points du sys- 
tème, moins le point H , soient rendus fiscs, Té- 
quim)re ne sera pas troublé. En vertu de Téqua- 
ttooL= 0,1e point M sera alors astreinte se 
mouvoir sur la surface dont L = est Téquation 

1 dl 1 

cos a = — — , cos 6 = — 
f dis y 

1 dV 1 

cos ai ^ , cos 6, = -. 

'1 dx fi 

1 dl" 1 

cos ai = — — ., cos 6a = — 

etc. \ 



et dans laquelle les coordonnées m, y , « , seront 
seules variables. Or, en désignant par /u la résis- 
tance de cette surface , laquelle sera dirigée sui- 
vant une des deux parties de la normale en H , on 
pourra remplacer cette surface , ou Téquation de 
condition L =0, par cette force inconnue. De 
même , on pourra remplacer L'= par une force fn 
normale à la surface qui répond à cette équation ; 
L" = par une force fii normale à la surface cor- 
respondante; et ainsi de suite. Donc, enjoignant 
à la force donnée P, ou à ses composantes X, Y, Z , 
ces forces normales Mi Mi , Mi , etc., on pourra en- 
suite considérer le point S comme entièrement li- 
bre et isolé. Par conséquent , si Ton désigne par a, 
6 , 0^ les angles que fait la direction de la force f» 
avec des parallèles aux axes des x^ y , s, menées 
par le point Bl ; par Hi , 6i , o& ^ les mêmes anglea 
relatifs & la force /«i \ et ainsi de suite , nous au- 
rons 

X -f- /• cota + Ml cos ai -1- fi, cos a% -f>etc=0, 
T -(- /«cos i -|- f»i cos il -f f»a cos h% + etc. =0, 
Z -}- f« cos e -f- Ml cos Ci + ^i cos o% + etc. =0, 

pour les trois équations d'équilibre du point H. De 
plus , si Ton fait , pour abréger, 

etc., 
on aura aussi , par les formules connues (n» 21) , 



dl 

7y' 
dV 

7y' 
dl' 

la 




w 



ce qui changera les trois équations d'équilibre en 
celles-ci : 

M dl fci dJ fc> dV 

X+ 1 + 1- etc. = 0, 

f dx fi ds 9% dx 



T+ 



f* dl fin di 



• f 



;, dl" 



-- + -.- +-_-+ctc. = 0, 
f dy f| dy n dy 

fi dl fc, dV fi,t dl" 

^H + H j- etc. = 0. 

r di ri ds 9i dz 



' Or , en les comparant aux trois équations (g) avec 
lesquelles elles doivent être identiques, on en con- 
clut 

M = »^» Ml = '1 ^') Mt = 'i '^"î etc. 

Ainsi, pur rapport au point M , les forces prove- 
nant de sa liaison avec d'autres points du système, 
sont exprimées par les produits rx, r|X' , r,x", etc. ; 
ces forces devant ètre^des quantités positives , ou 
donnera aux radicaux r,ri , ra ,etc. , les mêmes 
signes qu'aux quantités x , x', x", etc. , et leurs di- 

27 
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rections seront complètement déterminée! par les 
équations (s). 

Si Ton appelle de même f»', fi/, iu.', etc. , les for- 
ces provenant de la liaison du système, qui agissent 
sur le point X' et sont normales aux différentes 
surfaces sur lesquelles il est obligé de se mouvoir, 
quand tous les autres points H, H", H'", etc. , sont 
rendus fixes, on trouTcra pareillement 

tJ =S t\ f»,' = f l'A', Ml' =î 'tx", Wc. 

en faisant pour abréger, 



avec les axes des coordonnées, des angles dontles 
cosinus sont 



l dl. l dl 



1 dl 



V dx 
pour la force t» , et 
1 dl 

r' dx'' 



*f 



da 



l dl l dl 



eto« 



On obtiendra de même les eipressions des forces 
relatives aux points H", H"', etc. 
344. En comparant les valeurs de /m et f»', on a 

de sorte qu^elles sont entre eltes comme les quan- 
tités r et /. Lors donc gue deux points matériels 
X et M' sont liés entre eux , et, si Ton veut , à d^au- 
très points en nombre quelconque, par une équa- 
tion L = , il en résulte, dans Tétat d'équilibre^ 
des forces /a et ft' appliquées à H et H', dont les 
grandeurs sont entre elles comme r et/, et qui font 



pour la force f»'. Le sens et la grandeur de ces forées 
dépendent du signe et de la grandeur d'une quan- 
tité X qui se déduit, dans chaque cas, des équations 
dMquilibre. 

La considération des surfaces sur lesquelles cha- 
cun des points d'un système conserve la liberté de 
se mouvoir, lorsque tous les autres sont supposés 
fixes , détermine les directions normales des forces 
provenant de la liaison de ces mobiles, pour cha- 
cune des équations par lesquelles cette liaison est 
exprimée (n» 200) ^ mais on n'en peut conol ure a ucub 
-rapport entre les forces relatives à deux pointe ma- 
tériels liés par une même équation; et c'est le prin- 
cipe des vitesses virtuelles, ou les équations (è), 
(A'), etc., qu'on en a déduites, qui fait coanailre 
ce rapport à priori^ dans le css de l'équilibre. 

346. Peur donner une application de ces formu- 
les, reprenons Texemple du polygone funiculaire que 
nous avons considéré dans le $ 1er du chapitre précé- 
dent ; et supposons que les points matériels M, H', 
M", etc., soient les sommets successifs de ce poly- 
gone. 

Si i'on appelle j, r, 9\ etc., les longueura don- 
nées des côtés HH', WW\ WV!'\ etc., les équa- 
tions (/), seront, dans ce cas, 



L == 1 /{X ^x^y+{y ^yiy + ^M -S^)» - / = 0, 
L'= [/ (»' — x" ). + (y' - J" )• + (»' — s" )• - 1» = U , 

L"== [/{x" — *■'")• + (y" — y"')t + (," _ a'"). — r= 0, 
etc. -y 



d'où il résultera 



dl dl ' 

X — X 

ds dx' l ' 


dV dV 

dx' dx'' 


dl dl y — y' 


dV dU 


dy" dy^'" l ' 


dy' dy' 


dl dl z — sf 


dV dV 



«' 


— 


*" 




V 




y' 


— 


y" 




r 




«' 


— 


z" 



ds 



dz' 



d%' 



ds" 



y etc., 



, etc,. 



, etc.. 



et toutes les autres différences partielles de L, L', 
L", etc., qui entrent dans les formules précédentes, 
seront égales à léro. 
En considérant les deux points M, et H', on aura 

» = / = ± 1 , M.= m' = ± X, 
où Ton prendra les signes supérieurs ou inférieurs. 



selon que la valeur de x sera positive ou négative. 
On conclut de là et des équations précédentes , que 
les points M et M' seront sollicités par des forces 
égales et contraires, dirigées suivant la droite MH' 
ou suivant ses prolongeroens, et dont la quantité a, 
abstraction faite du signe, sera la grandeur com- 
mune. Il en sera de même à l'égard des points H' f*t 
H", M" et H'", etc.; en sorte que dans Tétat d^équi- 
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libre, lei quaiiiitét k^ a», x", etc^ exprimeront lef 1 MM', ini",M'W, elo. Gomme ob aura d'après les 
contractions on les tensions des côtés successifs | équations (t), 

ces «==±— j-^cos4 = ±JL_£;, coso = ±±IliL, 



et qii\>o dena prendre les signes supérieurs ou in* 

férieiirs,Vlon que la valeur de x sera positive ou 

négative, on eu conclut, paf exemple, que la foroe 

sppliquée au point I sera dirigée de H veif H', et 

eq»rimera une contraction du côté HI', quand cette 

▼sieur sera négative, et que oette foroe agira dans 

le sens opposé et exprimera une tension, lorsque la 

valeur de X sera positive. L'un ou Tautre de ces 

deux cas sera possible, si les côtés du polygone sont 

des Terges inflexibles , jointes par des charnières } 

etle second cas pourra seul avoir lieu, si les côtés 

sont des fils flexibles. 

Les équations (»), (*'), (fc"), etc., pourronts'é- 
crire ainsi : 

X j , 



1 = 



x.+iilzii; 



X' {x" — ,') 



^^ + 



V + 



*(y-y) 
/ 

x(s'^.) 



X" . ^'(^^-^) « 



9 



~" /' 


■"^ 1 


X'(y"- 


y) 


•" r 




X' (s" — 


'') 


"^ i? 


f 


n" («'W- 


*^ 


^ 




_ X" (y" - 


y") 


*' 




_ V' ( jw — 


«") 



I" ' 



Les trois premières' montrent que la tension x 
lera la résultante des forces X, T, Z.£n les ajou- 
taot aux trois suivantes, on aura 

X + x- = îiif:Lz^. 

Y 4- Y' — ^* 

, _ >f («" - »') 

■ - ■ ^m - * 



Z + Z' = , 



/' 



de X', Y', Z', et des forces X, Y, Z, transportées an 
point H', parallèlement à eUes-niémes. Bu conti- 
nuant de même, on aura pour la tension d'un eôté 
quelconque la môme valeur que dans le n» S87. 

Le nombre des sommets H, M', M", ete.| étant 
désigné par n, celui deséquatiena préeédentes sera 
Su, et celui dea tensions x, x', x/', etc., égal à 
» — 1. En éliminant ces quantités , on aura donc 
9ii -i~ I équationa d'équilibre, lesquelles, jointes aux 
n — 1 longueurs données 1^^, ''i etc., des côtés du 
polygone, suffirent peut déterminer les SAoeordon* 
nées de ses sommets, et, par conséquent, sa figure 
d'équilibre. Hais ce caleol n'aurait aucune utilité f 
et il vaut miens, comme nous l'avons lait dans le 
no 286, traœr snooe^ivement les côté» du. poly- 
gone funiculaire, d'après les grandeurs et les direc- 
tions données qui agissent à ses diflérens sommets. 

346. Dans le cas d'un système quelconque de 
points matériels H, H', ft'^, etc., si les forces don- 
nées, qui sont appliquées à ces pointa, proviennent 
de Iccors attractions ou répulsions mutuelles, et de 
forces semblables qui énuinent d'un ou plusieurs 
centres, on aura 

2(XAr +Yiy +Ms) = d^ (sr, y, ,, *', y», a', etc.); 

e. désignant une fonction donnée des coordonnées 
de H, H', H", etc., dépendante de la loi de ces 
ibroes par rapport aux distances. 

En effet) h, l'égard des forces provenant des cen- 
tres fixes, cela résulte de ce qu'on a vu dans le 
n9 168. Supposons, en outre, que U exprime l'ac- 
tion mutuelle de H et H', qui sera attractive, pour 
fiver les idées. Soit aussi « leur distance mutuelle, 
de sorte que U soit une fonction donnée de «, et 
qu'on ait 

«.= (.'- •). + (y - f> + (»• - .)• . 

Les cosinus des angles que fait la droite HM' aveu 
des droites menées par le point M, suivant les di- 
rections des «y y, i>, positives, seront 



*' — . * y — y 



»■ — « 



en les. multipliant par U, on anra les composantes 
de nette force appliqvée au point M et dirigée sui- 
vant n'. Celles de la même force U, appliquée au 
point M' suivant la direction HV, seront égales et 
contraires ; et de là on conclut 



ce qui (ait Toir que la tension x' sera la résultante 

U 

- [(«' - x) [dx - (te') + (y' - y) (rfy _ rfy») + (,»_,) (rf» - d%% 



2ia 
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poar la partie de la somme 2 qai provient de Taction et de la réaction de M et M^ Or, en diffërenHant 
la Talear de «* , on a 

adu = («' - «) (d*» - (te) + (y - y) ((^ - dy) + (V -. «) (d»' — df); 



ce qni réduit la quantité précédente à — Udu , o^est- 
à-dire, à la différentielle d^une fonction de «. Il en 
sera de même pour les parties de la somme 2 pro- 
venant des actions mutuelles des autres points du 
système; par conséquent, sa Talenr entière se com- 
poseraMe termes qui seront tous des différentielles 
eiactesy et cette ? aleur sera aussi la différentielle 
d'une fonction donnée des coordonnées de tous ces 
points. 

En vertu de Téquation (a), cette fonction , que 
nous représentons par 9, sera un masimum ou un 
mmimum, relativement aux valeurs des coordon- 
nées qui répondent à une position d'équilibre du 
ayatème ; et, réciproquement, si Ton détermine le 
masMnum ou le mimtmum de la fonction e, en ayant 
égard aux équations {/) qui peuvent être données 
entre les coordonnées, les valeurs qu'on obtiendra 
pour ces variobles répondront à des positions d'é- 
quilibre. 

On conclut de là que quand le système des pointa 
M, Wj M", etc., est en mouvement, de sorte que 
leurs coordonnées, et, par suite, la quantité e, 
soient des fonctions du temps , cette fonction e at- 
teindra son maximum ou son mMÛniMi , toutes les 
fois que le système passera dans une position où il 
resterait en équilibre, si les points .qui le compo- 
sent n'avaient pas de vitesses acquises. 

347. Il y aura entre le maximum et le mMtmfim 
de la quantité e une différence essentielle, à la- 
quelle il importe d'avoir égard, et que nous allons 
expliquer. 

On dit que l'état d^équilibre d^un corps ou d'un 
système de corps est stable, lorsqu^en écartant un 
tant soit peu ces mobiles de leurs positions , ils 
tendent k y revenir , eu faisant de petites oscilla- 
tions que les frottemens et les résistances des mi- 
lieux finissent toujours par éteindre ou rendre in- 
sensibles. L'équilibre est non stable ou instantané, 
lorsque le corps on le système de corps qui est dans 
cet état, tend de plus en plus à s'en éloigner, et 
finit par chavirer, dès qu'on l'en a un peu écarté. 
En ne supposant aucun frottement qui puisse, jus- 
qu*à un certain point, retenir les corps dans leurs 
positions, ce second état d'équilibre est un cas 
purement mathématique, qu'on ne saurait jamais 
observer , puisque la moindre force perturbatrice 
suffirait pour le détruire. 

Cela posé^ les équations fournie^ par le principe 
des vitesses virtuelles, ou, ce qui est la même 
chose , par la condition du fiMurimiini ou du mtfis- 
miim de la fonction p , sont communes à ces deux 
états; mais le maximum convient à la stabilité, et 
le minimum à l'équilibre instantané; et c'est, en 
effet, ce que nous ferons voir dans un autre cha- 
pitre ^ où nous considérerons la nature du mouve- 



ment qui a lieu lorsqu'un système depoints matériel» 
a été très peu écarté d'un état d'équilibre quelcon- 
que. En attendant, nous allons donner des exemples 
de ces deux états d'équilibre dans le cas d'un sys- 
tème de corps pesans, et faire connaître d'abord 
nno propriété de son centre de gravité. 

948, Supposons donc que la. pesanteur toit la 
seule force appliquée aux points H , ffl' , W\ ete., 
lesquels seront les centres de gravité de corps dont 
nous repvésenterons les poids par «, «r', «" , etc. 
En prenant la pesanteur verticale et dirigée dans 
le sens de cette force , nous aurons 



t = 



V = «*, V = V, ete. 



les outres composantes seront toutes nulles , et iî 
en résultera 

df r= «(ij + ^dz^ 4. V'^j" + etc. 

Hais en appelant H la somme des poids «, 4/, 
«", etc., et Ml l'ordonnée de leur centre de gravité, 
verticale et dirigée dans le senade la pesanteur, on 
a aussi (n« 64) 

ns, = «s + «'s' + «"s" 4- etc.} 

on aura donc 



df = ITdi] 



f = a -I- ns, ; 



e étant une constante arbitraire. 

Or, on eonclut de Ik , !<> que l'ordonnée s, est 
la quantité qui devra être un majptmiisi on un ms- 
fiMiiim, lorsque le système sera en équilibre, et 
réciproquement; 2» que le nMurtmfiM de si répon- 
dra an cas de l'équilibre stable , et son mùdmrnn 
au cas de l'équilibre instantané. 

Ainsi, la condition d'équilibre d'un système 
quelconque de corps pesans , consiste en ce que le 
centre de gravité du système entier soit le plus 
bas ou le plus haut possible ; le plus bas quand 
l'équilibre est stable , et le plus haut quand il n'est 
qu'instantané. 

349. D'après ce théorème, si une chaîne pesante, 
attachée par ses deux bouts à des points fixes , est 
en équilibre , son centre de gravité sera le plus 
bas possible ; ce qui s'accorde avec le résultat du 
no 296. . 

Si un point matériel pesant est posé sur une 
courbe , et qu'en plusieurs points la tangente soit 
horizontale, Tordonnée verticale du mobile, comp- 
tée dans le sens de la pesanteur, sera un masimum 
dans ceux de ces points où la courbe est concave 
par en haut , et un firâitflitim dans ceux où elle 
tourne sa concavité par en bas ; par conséquent , 
les premiers seront des positions d'équilibre sta- 
ble, et les derniers des positions d'équilibre ins- 
tantané. 
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$i Ton pose un elliptolde homogène et pesant , 
sur on plan fixe horiiontal, son centre de gravité, on 
de figure, sera le plus bas possible lorsque l'ellip- 
soïde touchera le plan fixe par Tune des deux ex- 
trânités du plus petit de ses trots axes ; et alors 
l'équilibre sera stable. Quand il le touchera par 
Tone des extrémités du plus grand de ses trois axes, 
son centre de gravité sera le plus haut possible ; et 
Téquilibre ne sera qu'instantané. Enfin , si le point 
de contact est une extrémité de l'axe moyen , Télé- 
▼ation du centre de gravité sera un mùnmmn pour 
une partie des sections du corps , et un maximum 
pour les autres sections; par conséquent, l'équili- 
bre sera stable ou non stable selon que les dépla- 
ccmens auront lieu dans le sens des premières sec- 
tions on dans le sens des dernières. Tout cela étant 
évident, à priori, peut servir de vérification au 
Ihéorème du numéro précédent. 

Supposons encore qu'on ait versé dans un vase 
deux liquides homogènes et pesans. Si la surface 
de séparation et celle qui termine le liquide supé- 



rieur sont toutes deux horisontales , et que ce li- 
quide soit celui qui a la moindre densité, le centre 
de gravité de ces deux liquides sera le plus bas 
possible; car il est aisé de voir qu'en inclinant ou 
courbant i'une ou l'autre des deux surfaces , on 
élèvera toujours le centre de gravité du système. 
Ces deux surfaces étant toujours horixontales, si le 
liquide le moins dense est au-dessous de Tautre , 
on verra de même que le centre de gravité du sys- 
tème sera le plus haut possible. Par conséquent , 
pour l'équilibre de deux liquides superposés , il est 
nécessaire et il suffit que chacun d'eux soit terminé 
par un plan horisontal ; mais , pour la stabilité , il 
faut, de plus , que ce soit le liquide le plus dense 
qui occupe la partie inférieure du vase. Quand la 
différence des deux densités est peu considérable , 
il est possible, avec beaucoup de précaution, de 
faire surnager le liquide le plus dense ; mais cet 
équilibre non stable ne peut se maintenir assez 
de temps, pour être observé, qu'à raison du frot- 
tement des deux liquides contre les parois du vase. 
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350. Lorsque des points matériels , soumis à des 
forces données , sont liés entre eux d^une manière 
quelconque, ils prennent, à chaque instant, des 
▼itesses infiniment petites, différentes de celles 
que ces forces leur imprimeraient s'ils étaient li- 
bres. Ces forces étant connues , ces dernières vi- 
tesses le sont aussi ; et le problème général de la 
Dynamique consiste à en déduire , en grandeur et 
en direction, les accroissemens de vitesses qui ont 
réellement lieu. Sa solution dépend d'un principe 
très simple que Ton doit à B'Alembert , et d'après 
lequel on ramène toutes les questions relatives au 
mouvement , à de simples questions d'équilibre , 
toujours résolubles par les règles exposées dans le 
livre précédent. 

Pour énoncer ce principe d'une manière précise, 
soient m la masse d^undes points matériels que l'on 
considère , et tir la vitesse que la force qui le solli- 
cite lui imprimerait, s'il était libre, dans un temps r 
infiniment petit. Appelons jr l'accroissement de 
vitesse qui aura également lieu pendant ce même 
instant , et dont la direction différera , en général , 
de celle de la vitesse donnée ur. Par la règle du 
parallélogramme des forces , qui s'applique égale- 
ment aux vitesses (n» 145), décomposons «r en 
deux autres vitesses, dont l'une soit ^, et l'autre 
sera représentée par |h-. La force motrice appliquée 
au mobile aura le produit mu pour mesure ; celles 



qui seraient capables des vitesses fr et pr, auront 
pour valeurs mq et mpg et nous pourrons regarder 
la force donnée mil comme la résultante de la force 
mç, à laquelle est dû l'accroissement de vitesse qui 
a réellement lieu, et de la force mj», dont l'effet est 
détruit par la liaison des points du système. Nous 
appellerons cette dernière la /oree^enfaie. 

Désignons par les mêmes lettres avec des accens, 
savoir, m', «', j', f/; u'\ «", g", p'', etc., les quan- 
tités analogues à m, u, 9, p, qui répondent aux an- 
tres points du système. Quels que soient leur nom- 
bre et leur liaison mutuelle , il est évident que les 
forces perdues mp, m'j»', «"f/S etc., devront se 
foire équilibre} car si cet équilibre n'avait pas 
lieu, ces forces produiraient de certaines vitesses 
infiniment petites pendant l'instant r, et , par con- 
séquent, qr, g'r, {f'V, etc., ne seraient pins , con- 
tre l'hypothèse, les accroissemens de vitesses qui 
ont réellement lieu. 

C'est en cela que consiste le principe deD'Alem* 
bert. Au lieu des forces mp^wiff^ «t'y % etc. , on 
peut mettre, dans les équations d'équilibre du sys- 
tème que l'on considère , les quantités de mouve- 
ment Mpr, wfpfr^ wf'ff'v, qui Icur sont proportion- 
nelles , et alors on dit qu'il y a équilibre outre les 
quantités de mouvement infiniment petites , per- 
dues dans chaque instant par tous les points du 
système , en vertu de leur liaison mutuelle. 
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'361. On peut chinger cet ënoncé génértl en un 
autre qnî lera soQTent plus commode. 

ObserTons, pour celi, qne m» étant la résultante 
de mq et mp , chacune de ces composantes , la se** 
conde par eiemple, est aussi la résultante de «ti et 
iàe Tantré composante wtq , prise en sens contraire 
de sa direction ; en remplaçant ainsi chacune des 
forces perdues n^, fn'p'> *"VS ^^^-i ^^ ^^* deux 
forces dont elle est la résultante, nous Toyons que 
le principe de B^Alembert revient ft dire qu'il y a 
«Mmstamraent équilibre entre les forces données^ 
qui egissent sur tons les points dVn système de 
pointa matériels en mouvement , et les forces auz- 
qaelles sont dus les acoroissemeos infiniment pe- 
tits de vitesse qui ont lieu à chaque instant , ces 
dernières forcei étant prises en sens contraire de 
leurs directions. On remplacera , si Ton veut, les 
premières forces par les quantités de mouTement 
fliifr, M^fli't, m' Vr, etc., et les dernières par mqty 
aiYr,M'y r,etc., en donnant à chacune des vitesses 
q, t( , q^f etc. , une direction contraire à la sienne, 
et laissant & ti, tt', u", etc., leurs propres directions. 

Ce second énoncé a Pavantage de conduire im- 
médiatement à des équations entre les inconnues g^ 
i,tl\ etc., et les données do problème, qui sont 
les vitesses %, «', %l\ etc. Ces équations résulte- 
root, soit des conditions d'équilibre, soit des liai- 
sons qui auront lieu, dans chaque cas, entre les 
points du système ; elles seront toujours en même 
nombre que les coordonnées de tous ces points 
(no 342), et , conséqueniment , en même nombre 
qve les composantes des vitesses 9, 9^,9", etc., 
parallèles aux axes de ces coordonnées \ en sorte 
qu'elles feront connaître, en grandeur et en direo- 
Uee , les accroissemcns de vitesse de tous les mo- 
biles à cliaque instant ; ce qui est , comme nous 
Tavons dit , la solution générale du problème de la 
Bynamtqne. Remonter ensuite de ces accroisse- 
mens infiniment petits aux vitesses et aux coor- 
données do mobile en fonctions du temps , esl une 
question de calcul intégral. 

862. Lorsque les forces mq , my , «n'VS etc. , 
seront été détermioées , si on les prend en sens 
contraire de leurs directions , et qu'on les compose 
avec les forces «iic , mV, wi^vl\ etc. , on aura les 
forces perdues nip, my , m'y, etc. C'est & ces der- 
nières forces que sont dues les tensions des fils , 
des verges élastiques et de tous les liens physiques 
qni peuvent exister entre les dilTércns points du 
système , ainsi que les pressions exercées sur les 
surfaces et les courbes données qu'ils peuvent être 
obligés de parcourir; et, d'après le premier énoncé 
da principe de D'Alembert , ces pressions ou ten- 
sions se détermineront, dans l'état de mouvement 
de système, par les règles delà Statique appliquées 
ani forces perdues (n» 943]. 

Pendnnt le mouvement , une partie de la force 
donnée, qui agit sur chaque mobile , est donc em- 
ployée à faire varier sa vitesse, et n'a aucune in- 
ftuenee sur les pressions ou tensions dont il s'agit ; 



et l'autre partie, qu'on regarde comme détruite ou 
perdue, produit ces tensions ou pressions , et n'in- 
flue nullement sur la vitesse. Lorsque le système 
est parvenu à un état permanent dans lequel tous 
les points qui le composent se meuvent uniformé- 
ment, la première partie de chaque force est nulle, 
et la force entière est détruite, c'est-à-dire, em- 
ployée à produire les pressions contre les obstacles 
fixes , et les tensions des liens physiques , comme 
si ce système était en équilibre. 

Supposons , d'sprès cela , qu'une corde soit en 
mouvement suivant sa longueur, et que des forces 
données agissent à ses deux bouts suivant ses pro- 
longemens. Si ce mouvement demeure uniforme , 
les deux forces seront égales , et leur valeur com- 
mune exprimera la tension de la corde; si, au 
contraire , les deux forces sont inégales , l'eicès de 
la plus grande sur la plus petite sera employé à 
accélérer ou ft retarder le mouvement de la corde , 
et sa tension aura pour mesure la partie de la plus 
grande force détruite par la plus petite, ou égale et 
contraire à celle-ci. Par exemple, lorsqu'un cheval 
traîne un fardeau sur une route , et que le mou- 
vement du système demeure uniforme , l'effort du 
cheval , parallèlement à la route , est égal au poids 
du fardeau décomposé suivant cette direction, plus 
le frottement du fardeau contre la route; il est 
constant quand l'état de la route et son inclinaison 
ne varient pas; si on le suppose transmis au fardeau 
par le moyen de plusieurs cordons parallèles entre 
eux et à la route, l'eflbrt total sera égal & la somme 
des tensions de tous ces cordons; et , dans la pra- 
tique , on mesure l'effort exercé suivant chaque 
cordon par l'extension d'un ressort interposé sui- 
vant sa longueur. L'inclinaison et l'état de la route 
ne changeant pas, si les efforts de l'animal augmen- 
tent ou diminuent, le mouvement du système 
s'accélère ou se ralentit , sans que les tensions 
éprouvent aucune variation. Lorsque la route est 
horiiontale , le frottement insensible, et le mouve- 
ment unifurme, le cheval n'a d'autre force à déve- 
lopper que celle qui est nécessaire pour sa propre 
marche; il n'exerce aucun effort suivant les cor- 
dons attachés au fardeau , et leurs tensions sont 
constamment nulles. 

353. Le principe de D'Alembert a aussi lieu re- 
lativement aux quantités de moiiveroens finies, 
perdues par des corps liés entre eux d'une manière 
quelconque, et sur lesquels on exerce des percus- 
sions simultanées , qni ne sont autre chose que des 
forces motrices agissant sur les mubiles avec de 
très grandes intensités et pendant de très courts 
intervalles de temps (n« l;!6). 

Ainsi, supposons qu'une force de cette nature 
agisse sur le point dont la masse est m, pendant un 
temps fini, mais assez petit pour que le point m et 
tous les autres points du système ne changent pas 
sensiblement de position dans cet intervalle de 
temps. Représentons-le pars, et par U la vitesse de 
grandeur finie que cette force imprimerait au point 
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m, s^il était libre; et soit aussi Q la vitesse quelle 
lui imprime réellement, de sorte qu^au bout du 
temps « il se trouve animé de la vitesse quMl avait 
auparavant, de la vitesse Q, et de celle qui lui est 
communiquée, pendant le même temps, par les 
forces motrices qui peuvent agir sur le système, in- 
dépendamment des percussions. Décomposons la 
vitesse U en deux autres. Tune égale à Q^ et Tautro 
que je représenterai par P. Faisons des suppositions 
semblables à Tégard des autres points m\ wl\ etc., 
du système, et désignons, par rapport à ces points^ 
par U', Q', F; U", Q", P", etc., les quantités analo- 
gnesàU, Q, P. L'équilibre existera dans le système, 
soit au commencement, soit à la fin du temps f, 
entre les quantités de mouvement perdues mP, 
m'P', m"P", etc. 

En elTet^ décomposons la durée % des percussions en 
un nombre infini d'iostans infiniment petits, Soient 
r Tun de ces instans, fn«r, nCmW^ in'Vr, etc.^ 
les parties infiniment petites de mP, m'P', 
m"P'',etc., perdues pendant cet instant, et, comme 
précédemment mpr^ m'f^r , m"p"r^ etc., les quan- 
tités infiniment petites de mouvement, provenant 
des forces motrices , et perdues dans ce même in- 
stant. D'après renoncé du n<* 350, il y aura équili- 
bre, dans le système, entre ces deux groupes de 
quantités de mouvement; chacune des équations 
relatives à cet équilibre sera de la forme : 

Aflurr + A'mVr + A'WV'r + etc. 
+ Bmpr + Vm'ffr + B'Wy'r 4- etc. =s 0, 

en désignant par A, A', A", etc., B, B', B", etc., des 
coefficiens dépendans des positions des mobiles; et 
cette équation subsistera pendant toute la durée « 
des percussions. La somme des valeurs de son pre- 
mier membre qui répondent à tous les instans de 
cette durée, sera donc égale à zéro; mais, dans 
cette sommation, on pourra regarder les coefliciens 
comme invariables, puisque, par hypothèse, les po- 
sitions des points «II, m'y m", etc., ne changent pas 
sensiblement pendant toute la durée des percus- 
sions ; de plus, les sommes des valeurs de iii«t^ 
mVr, fil* Vr, etc. , seront les quantités de mouve- 
ment fliP, m'?*, m"P", etc. ; celle de mpvy «'/»V, 
m"/i"r, etc. , pourront être négligées par rapport 
aux premières , parce que les effets des forces mo- 
trices, telle que des poids et des attractions diri- 
gés vers des centres fixes ou mobiles , pendant les 
durées des percussions, sont généralement insensi- 
blés par rapport aux effets de ces autres forces j par 
conséquent nous aurons 

AmP + A'm'P' + A"m"P" + etc. = 0. 

Il en sera de même à Tégard de toutes les équations 
d'équilibre du système, qui subsisteront toutes 
entre les quantités de mouvement perdues «nP, 
m'P', ni"P", etc.; ce qu'il s^agissait de faire voir. 

A cause de^rinvariabilité des coefiîciens A, A', 
A", etc., pendant la durée des percussions, ces 
équations se rapportent indifféremment au com- 



mencement ou & la fin du temps %. Pour plliB de 
commodité, on a supposé cette durée la même pour 
toutes les percussions; ce qui est permis évidem- 
ment, pourvu que « soit la durée la plus longue des 
percussions que Ton considère en même temps. 

Ces percussions proviendront, en général, des 
chocs des mobiles entre eux ou contre des obstacles 
fixes. Il pourra arriver que pendant le temps «, ces 
corps glissent un tant soit peu l'un contre l'antre ou 
contre ces obstacles ; ils éprouveront alors des frot- 
temens qui leur enlèveront de certaines quantités 
de mouvement : or, on ne peut pas négliger ces 
quantités comme celles qui proviennent de la pe- 
santeur et des attractions; car le frottement est une 
force proportionnelle à la pression, c'est-à-dire, 
une force qui enlève aux mobiles, dans chaque in- 
stant, des quantités de mouvement infiniment peti- 
tes , proportionnelles à celle que la pression pour- 
rait leur imprimer dans le même instant ; d'où il 
résulte que les effets des frottemens, pendant le 
temps «, peuvent être comparables à ceux des per- 
cussions. Ainsi, quand il y aura un glissement des 
mobiles pendant la durée des percussions, il faudrm 
établir Téquilibre entre les quantités de mouve- 
ment perdues par les frottemens et celles que noua 
avons représentées par siP, m!?', in"P" , etc. On 
pourra, si l'on veut, remplacer les vitesses P, P', 
P'', etc., parleurs composantes, c'est-à-dire par 
des vitesses égales et contraires à Q , Q', Q", etc., 
et par les vitesses U, U', U", etc., prises dans leurs 
propres directions. 

Cette extension du principe général de la Dyna- 
mique aux quantités de mouvement de grandeur fi- 
nie, servira à déterminer les vitesses des corps d'un 
système, soit à l'origine du mouvement, soit pen- 
dant sa durée, quand ils se rencontrent ou qu'ils 
viennent choquer des obstacles fixes , et , généra- 
lement, lorsque les vitesses des mobiles éprouvent 
ce qu'on appelle des changemeuê brusquu. 

364. Les différentes applications du principe gé- 
néral de laDynanique, que nous aurons à faire dans 
la suite de ce Traité, seront relatives à des mobiles 
entre lesquels il existe des liens physiques quelcon- 
ques, qui agissent, en outre, l'un sur l'autre par voie 
d'attraction ou de répulsion à distance, et qui 
éprouvent des percussions à des instans particu- 
liers. Hais avant d'aller plus loin, je crois utile de 
donner, dans ce chapitre , un exemple simple de 
chacune de ces trois circonstances , pour servir de 
développement aux généralités qu'on vient d'expo- 
ser. 

Considérons d'abord, comme dans le quatrième 
cas du n° 329, deux corps pesans, attachés aux ex- 
trémités d'un fil qu'on regarde comme inextensible, 
et posés sur deux plans inclinés, odossés l'un à l'au- 
tre. Soient h la hauteur communede ces deux plans, 
/ la longueur de l'un deux, t celle de l'autre, m la 
masse du corps posé sur le premier, m' celle du 
corps posé sur le second, et <^ la gravité. Si Ton fait 
abstraction du frottement, la force accélératrice du 
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premier mobile sera égale à U compoMote de le 
pesanteur soWaDt le premier plaoi laquelle est 

égale à—, et la force accélératrice du second mo- 

bile sera de même — .Désignons, au bout du temp s 

f 
t, par 9 la vitesse commune k tous les points de m, 

et par wf celle de tous les points de ml\ et couto- 
nons de regarder œs vitesses comme positiTcs ou 
comme négatives, selon que les mobiles descen- 
dent ou s^éléTcnt. Pendant Tinstaot A, « et v' aug- 
menteront de lip et di^\ mais, pendant ce même 
instant, les forces accélératrices imprimeraient vax 
mobiles, s^ils étaient libres, les vitesses positives 

9h gh 

— dt et — dt: en vertu de la liaison des deux 
I / 

corps, les vitesses qu^ils perdent pendant Tinslani 

gh gh 

tU sont donc — d$ — dvet — di — df^. Or, pour 

l P 

que les deux quantités de mouvement correspon- 
dantes se fassent équilibre (n» 360}, il faut évidem^ 
ment qu'elles soient égales ; par conséquent , on 
aura 



^h 



^h 



Q-dt-^dv"^ =:.mf Çj di^ d^y (l) 

De plus, les deux vitesses v et e' sont égales et de 
signe contraire ; car, dans le mouvement dont il 
s^agit, Tune des deux masses descend et Pleutre s^é> 
lève, en parcouraot des espaces égaux sur les plans 
inclinés. On a donc 

e' = — «, de' = — dp. 

Je substitue cette valeur de dv dans Téquation (1}; 
d*on je déduis ensuite 

* - (« + «') ^ ^*' 
et, en intégrant, 

"= im + m')U ^' + '' 

e étant la constante arbitraire. 

Si Ton multiplie par di et qu'on intégre de nou- 
veau, on aura Tespace parcouru par m sur son plan 
incliné; mais cette valeur de esnffit pour montrer 
que son mouvement est uniformément accéléré ou 
retardé, selon qu*on a m/ > m'/ ou iiiir< mU, En 
vertu de l'équation v' = — e, le contraire a lieu à 
regard de m\ 

J'appelle T la tension du fil auquel les deux mo- 
biles sont attachés , laquelle est due à la force per* 
due à chaque instant par chacun de ces deux corps. 
Cette force motrice s pour valeur l'une des quanti- 
tés de mouvement qui forment les deux membres de 



de l'équation (1), divisée par dir } par conséquent , 
on a 

T = m ( ); 

et, en mettant pour dv sa valeur précédente , il 
vient 

valeur qui se réduit li-^^ comme cela devait ètra, 

dans le cas de mfs=:m% qui est celui de l'équilibre. 
Quant à la pression exercée sur chaque plan in- 
cliné, elle est due à la composante perpendiculaire 
à ce plan, du poids du corps qu'il supporte, et la 
même que dans l'état d'équilibre. 

866. La constante e est la vitesse initiale de m ; 
si les deux corps sont partis de l'état de repos , on 
a c = 0; mais si l'un d'eux , on tous les deux , ont 
éprouvé une percussion à l'origine du mouvement, 
il faudra en déduire leurs vitesses initiales. 

Supposons dono qu'à l'origine do mouvement les 
mobiles » et m' ont éprouvé simultanément des 
percussions qui auraient imprimé, suivant les 
prolongemens du fil auquel ils sont attachés , une 
vitesse a à tons les points de m, et une vitesse a' à 
tous les points de m', si ces deux corps eussent été 
libres. Comme leurs vitesses initiales sont cet — e, 
il s'ensuit qu'à cette origine les quantités do 
mouvement perdues ont été , en grandeur et en 
direction , m (a — o) et m' ( a' 4- c); pour qu'elles 
se fassent équilibre, d'apràs le q» 368, il faudra 
qu'elles ^ient égales ; on aura donc 

m (fl - c) = m' (a' + •); 

d'où l'on tire 



— m'a' 



e = 



m -f a»' 



La percussion que le fil § subie à cet instant, 
suivant chacun de ses prolongemens , est due à 
l'une ou Tautre de ces quantités de mouvement 
perdues , dont la valeur commune est 

nm^ ja + of) , 
m + m' ' 

en sorte que la percussion initiale du fil est la même 
que s'il était suspendu verticalement à un point 
fixe , et qu'un corps attaché à son extrémité infé- 
rieure fût frappé , dans le sens de la pesanteur, par 
on second corps animé de cette quantité de mou- 
vement et qui se réunit au premier. 

866. Au lien de deux corps pesans , on an pour- 
rait considérer trois ou un plus grand nombre , po- 
ses sur une suite de plans inclinés , et dont chacun 
serait lié au suivant par un fil inextensible : le 
mouvement de ee système de corps serait de la 
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mens natoM ef itf Menotnefnt 4e 1* ttêmo ma- 
nière que précMemment. 

On peut ausit rMnplaeer lea deux corps que Ton 
▼ient de contidërer , par une ehatne pesante, posée 
furies deux plans ihclméS.Kn la supposant homo- 
gène et d'une épaisseur consUate^ et désignant, 
an bout du temps t, par» et «' les longueurs de ses ; 
deux parties, leurs masses seront entre elles comme 
ces quantités , de sorte qu'il faudra d'abord rem- 
placer, dans réquation (1), m et «l' par s et tf'. De 
plus ,|»endant l'instant 4$ , la première de cet deux . 



parties ' augmente de l'élément ci^r, qui prend la 
titessé 9 commune à tons ses pointa ; pour cette 
raison, la quantité de mouTcment perdue par cette 
partie sera diminuée d*une quantité positive ou 
négatire , et égale ft 'vdée^ Par uneraison semblable, 
la quantité de mouvement perdue par la seconde 
partie de la chaîne pendant le même instant, devra 
éfere diminuée d'une quantité égale à v'd^^ i il liitt' 
dra donc^ en euife, fetrancheir imU et Mu' cPa 
premier et du second membre dé celte éqiiatton (l^, 
qui deviendra , de cette manier», 



■c- 



-A-«to)- wi = «r' (^dt-^ih^\ -•'d«'. 



Si Ton appelle a la longueur coiistettle^ la 
chaîne entière , on aura 

# + «' = A, ds + d*' = ai 

les vitesses et iK de ses deux porties seront d^ail- 
leurs 

• î=: — , •* =r — ; 

ai di . 

d'où il résulte d*' = — <<4r et tN& t:^4i^âg'i et , 
en éliminant s* et dif' de l'équation du mouvement, 
n vient 

d* X 



OÙ l'on a fait, pour abréger , 






= *• 



?^=<. 

ff 



L'intégrale complète de cette équation linéaire est 



K = ae*' + 6e 



—tu 



i+r' 



en désignant par ^e la base des logarithmes népé- 
riens , et par « et 6 les deux constantes arbitraires, 
dont on déterminera les valeurs d'après celles de m 

dg 
et—, qui répondent à i sx D, Lorsque toute la 

dit 
chaîne se trouvera sur un même plan , c'est-à-dire, 
lorsque la différence s — #' Sera devenue égale i 
± X, le mouvement changera de nature, et devien- 
dra uniformément accéléré. 

Pour que la chaîne demeur&t eu repos , il fau- 
drait qu'on eût a = et è = ; d'où l'on conclut 
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oe qui fait voirque dans l'état d'équilibre les deux 
parties « et «' de la cfaitne sont entre elles comme 
les longueurs/ et r des plans inclinée svr lesquels 
elles sont posées } en sorte que ses deux eatrémilés 
se trouvent dans une même droite horisontale. 



Réciproquement, si cette conditiou estremplieà -nn 
instant déterminé, et qu'à cet instant les pointa de 
k «haine ne reçoivent aucune vitesse^ l'équilibre 
aura lieu ; car la propertion 

« : X — « : : / : r, 

donnant ■ ■ ' pour la valeur (fo « , on aura , à Pin- 
stant dont il s'agit, 

as*' -l- 6e-*' = 0} 

et la vitesse étant supposée nulle , on ann, en 
même temps, 

ds 

— = «ue*» — 6«t-- •* = ; 
dX 

d'où il résulte a = et^ = 0. 

367. Pour second exemple de l'application du 
principe général de la Dynamique , considérons le 
mouvement de deui points matériels soumis à leur 
répulsion mutuelle; et, pour réduire la question 
au cas le plus simple , supposons qu'on ne leiff im- 
prime aucune vitesse initiale , perpendiculaire à la 
droite qui va de l'un à feutre \ en sorte que leurs 
mouvemens aient lien sur une même ligne droite, 
donnée de position. 

Soient m et m' leurs masses ; au bout du temps 
t^ désignons par s et#' leurs distances à un point 
fixe , pris sur cette ligne , et par « et «' leurs vites- 
ses , de sorta qu'on ait , à cet instant. 



9 =r 



ds 
di 



d*' 
di 



Eu même temps , soit K la force répulsive an^ssanl 
en sens opposés sur m et ai', et qui tendra , pour 
fixer les idées , à augmenter la distance é eiàdi*^ 
minuer la distance %. Pendant l'instant dl, cette 

Rdl 
fonte motrice imprimer» nue vitesse -— à la 

as' 

masse wi\ et, comme raugmentatiofi de vitesse de 
«1^ est réellement de', il s'ensuit que sa viteasn et 
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m' 
tité d0 moumacot p«rda9 p»r sif dans le .même 
teos et duos le même ioetont | «era avssi — ïidt^-^ 
mdp. Or, ces deux pointsmatêriels étant d^ail leurs 
entièrement libres , il faud», ppur Téquililire de' 
ces quantité» de mouvement , quelles soient sip^- 
>ément nulles } |»ar çeoséquent , on aura 

mdo + Kdi=: 0, mW — Rrf* = 0. 

Soit r la dîsUnce comprise entre les deus pointa 
matériels m^ et wf'^ de sorte qu'on ait 



*' — « = r. 



— ir 



â cause de dg = ^di et dx* = e'ir , on tirera 4ea 
équations précédentes 

«ifo + m'A)' 6= 0^ tmmk 4. tm'»'^ « SEd^. I 

En intégrant et désignant par « et 0' les deux con- 
stantes arbitraires , on aura donc 

«9+mV=:e, m»* 4. mV» s= S/Riii» ^ «r, 

la force R sera une fonction donnée de r; on 
pourra donc obtenir l'intégrale/ Rdi* exactement 
•u par approximation ; et si Ton désigne par • la 
valeur de rà Torigine du mouvement, et qu'on 
suppose cette intégrale nulle quand r = «, sa va- 
leur, à un instant quelconque, sera une fonction 
de r et • que je représenterai par /*( r, •). Soient 
anssî • et a* les vitesses initiales de m et m/ j en 
aura , à la fois , 

' = •» /('*» •) =5 0, # = o, p' = a!, 
«i, CABSéquenment, 

# = «a + mV, ^ _- ^, ^ ^,^,, . 

d'où il résultera , à un instant quelconque , 

we +mV =m^ + m'af, 1 

«e» + «V. =iy(r, •) + ««,+ «'fli. . / (0 

Ces dernières équations feront connaître, à cba- 
que insUnt, les vitesses des deux mobiles en fonc- 
tions de leur distance nratuelle ! on en conclut que 
toutes les fois que cette distance redeviendra la 
même, les carrés »* et v'» reprendront aussi les 
mtoaa valeurs, et qoe chaque mobile reprendra 
une égale vitcMe , dans le même sens •« en aons 
contraire. 

Connaissant • et e' en fonctions de r, on aura 
dt = 






pour déterminer, par une nouvelle intégration, la 
valeur de t en fonction de r, ou réciproquement. 
D'ailleurs, eu multipliant U première des équa- 
tions (l) par dif intégrant et désignant par b la 
constante arbitraire, il vient 

mjf + mV = (ew -^ mV) i + *. 



Om pfilifi 4 à^»f^ \h poaiUvpR inHitlei des 
deux «obilea; e| c^tte équalina, jointe i V -«• « 
s= f»i 4m itomttaikt Imn position* à uu iuf tfut 
quelconque, c'est-à-dire, les valeurs de « et s' cm 
fonettons de r «i» é» i^f0 q|û awa la iolttii<m <mm- 
{»léte dn pcoblèoM. 

Si l'aotton mutuelle d«f deun mabil«» éUii a(- 
lfaoiive,.il fandiai^ «hangar le si^e de R, ni p«r 
suite celui def (r« m^ dami les formules préoéden* 
4as. Si «ette façon était vn« répulsion è certaÎAM 
sUalaaces, eiuae nttraotioii è d'autrea distances, on 
prendrait pour R «i»e fonction de r qui ohangeraîl 
de signe dans l'éftendun des vatenra de la vaiiablt» 
dans lova laa eas^ ^ féauUe de Téquatien préeé* 
dente que l'aelioB muinelle des deux mobiles n'«A* 
tireipas le myonvenent dn lew «entre de gravité f 
tsu ana premie» «lembfe,. divisé par m -f> mt^ ex- 
prime la idtsiaaen da en centra i rorigine fixe dm 
«ai «^4 en aoiia ^ne la mouvement du c^ntm d9 
gravité est^unifonna et indépendant de la force R» 
3d8. lins équations (1) conviennent auasi au 
mouvement de deux corps solides, da grandamr 
quelconque, soumis k la force R, et dont les masses 
sont m- et m', pourvu que les vitesses da tous les* 
points de ces deux corps soient constamment- pa<» 
rallèles à une droite donnée. Cette force R, répuL- 
sive ou attractive , peut alors provenir d'un ressort 
qjii se dilate ou se contracte entre les deux mobiles 
eontre lesquels il est appuyé par ses extrémités j 
eu bien encore , on peut supposer que la force R. 
provient d'un fluide élastique qui se développe 
entre ces deux corps, et les repousse en sens oon» 
traire l'un de l'autre. 

Ce d^Brnier cas est celui du mouvement du. bou- 
let et du canon, pendant que le premier parcoust 
l'oaM de la pièce. On prendra alors pour et la mass^ 
du boulet , et pour m' celle du canon. Il faudra , 
pour faire usage des formules précédentes, suppo- 
ser que la totalité de la poudre se rédnit en gas à 
l'origine du mouvement. La longueur de la êkwryê 
sera la distance initiale • des deux mobiles ; et 
quand cette distance sera devenue r, la force R ex- 
primera la pression que le gas, ainsi dilaté, exer- 
cera sur chacun de ces deux corps. Il faudra, en 
outre, faire une supposition sur la valeur de R an 
fonction da r. Or, si la température de gas demcii- 
rait constante pendant sa dilatation, la force R, 
d'après la loi de Xariotte , serait en vaisou inverse 
des espaces qu'il occuperait dans l'intérieur du 
canon. Soit donc k la pression rapportée à l'u- 
nité de surface,, exercée par le gai à l'instant où la 
poudre vient de s'enflammer et où il occupe encore 
le même espace que la charge. Désignons par « la 
section de la charge perpendiculaire à sa longueur, 
qui est aussi la section intérieure de la pièce ; ku 
sera la valeur de R à Torigine du mouvement j et , 
dans le cas de la température constante , on aurait 



R == 



iitat 
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i rîntUnl qni répond k k distanee f de» deux mo- 
biles ; car, à cet deai époqaei, les cspaoes occupés 
par le gn sont entre eux comoie les longueurs « 
etr. 

Cette expression de H est oelle qn^on m générale- 
ment adoptée, quoiqu'elle soit fondée sur deux hy- 
pothèses inexactes : la totalité de la charge ne se 
réduit pas en gas «Tant le départ du boulet ; et 
pendant sa dilatation dans Tame de la pièce, le gai 
formé doit éprouTcr de très grandes diminutions 
de température. Mais ces deux causes influent en 
sens contraire enr le décroissement de la valeur de 
R : la seconde tend évidemment àrendre ce décrois* 
sèment plus rapide , tandis que Teffet de la pre- 
mière doit être de le ralentir, à raison des non? el> 
les qokntités de gai qui viennent successivement 
s^ajouter à la quantité initiale. On suppose que ces 
deux causes contraires se compensent à pen près, 
et l'on fait abstraction de leur influence sur Tex- 
pressîott de R en fonction de r« 

Cela étant, d'après la valeur de R qu'on vient* 
d'écrire, on aura 

f (r, •) = *•• log — > 

r 

en obser? ant que l'intégrale f (r, «) est supposée 
' nulle pour r = «. On regarde comme nulles les 
vitesses initiales du boulet et du canon *\ en fai- 
sant donc a = et o' =r dans les équations (1), 
et y substituant cette valeur de f(rj «], nous au- 
rons 

* 

flip -f- mV = 0, flip> 4" "*'^'* = ^^** l^S "^' 

r 

Soient / la loAguenr de Tame, V la vitesse du 
boulet i la bouche du canon, Via vitesse coires- 
pondante du rêcul: on aura, à la fois, 

r = /, r = V, V=:V'; 

et l'on déduira des équations précédentes 

2m!kma , ' 

^' = m(in+W) '^g 7 • 



ce qui fera connaître la vitesse de projection Y. 
Abstraction faite du signe, celle du recul sera égale 

m 
è cette vitesse Y multipliée par le rapport — . 

m' 
En égalant à zéro la différentielle de Y> par rap- 
part à «, on déterminera la longueur de la charge 
qui répond, toutes choses d'ailleurs égales, au 
«OjPWitiM de la vitesse de projection. On a, de cette 
manièrci 

log — = l ; 

a 

et comme ce logarithme est népérien, il ' s'ensuit 

* Fcjti PcxamcQ de ce point àt la quciUôD daoi le 21* cahier 
in JomrMl et fécd* Pe//f«dbjiif ht, page 191. 



qn*en désignant, à rordinaire, par • la baie de cas 
logarithmes, ou aura / = e« ; de sorte que la va- 
leur de « dont il s'agit surpassera un pen le tiers 
de la longueur / de la pièce. 

339. La masse m* comprenant celle de la pièce et 
de l'affût, est toujours très grande par rapport à 
celle du boulet; en réduisant donc à m* le divi- 
seur m -f- m' de la valeur de Y> , on aura simple- 
ment 

Y.=-— log-. (2) 
'•• • 

Pour faire usage de cette formule, il sera néces- 
saire-dé connatire la constante A, qui représente la 
force élastique de la pondre réduite en gai , à l'in- 
stant de sa plus grande intensité. Soit j>oor cela, 
D la densité de la poudre dans son état naturel ; 
la masse de la charge sera D«« ; en supposant son 
poids égal an tiers dn poids du boulet, on aura 

donc 

m = 3D«« ; 

et l'on tirera de l'équation (2) 

3DV» 



k =rr 



Slog — 

Cette quantité k sera la pression masima du gas 
de la poudre, rapportée à Tuoité de surface ; pour 
la comparer à la pression atmosphérique , soient 
m cette autre pression, k la hauteur barométri- 
que, i» la densité du mercure, et g la gravité; on 

aura 

m = giik. 

Soient aussi M le modèle des tables de logarithmes 

i 
ordinaires, et h, le logarithme de — pris dans ces 

tables, de sorte qu'on ait 

I 

X = H log — ; 

il résultera de ces valeurs 

* _ 8MV» 

^ Zkf^h * 

A la température ordinaire d'environ IS», je prends 
pour les densités de la poudre et du mercure 

D=r 0,8386, M =13,648; 

on a aussi 

g = 9»',8089«, k = 0«,76 ; 

et k cause do 

H = 0,4342946, 

la formule précédente deviendra 

k Y« 

— =v (0,0068761) — . 
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Daiis lé ôas de la pièce de 84, chargée au tien du 
poids do bonlet, on a 

' 1368 
V=463», — = 



134 ' 



«I il en rétulte 



k = 1142. 



Relatif enient a la pièce de 12, on a de même 




* = 1187. «. 

£n prenant la moyenne de ces deux valeurs de A, 
qui dcTraient être égales si la théorie était rigou- 
reuse et que les données fussent exactes, nous au- 
rons donc 

k z=z 1166. m. 

Telle serait la valeur de k qu'il faudrait employer 
dans la formule (2); mais cette expression de V« 
ne peut être regardée que comme une formule em- 
pirique, d'abord à raison des hypothèses sur les- 
quelles elle est fondée, et, en outre, parce que 
dans le calcul direct do mouvement du boulet 
dans Tame de la pièce, il aurait fallu avoir égard à 
la masse de la poudre réduite en gax. En même 
temps que ce fluide pousse en sens opposés le bou* 
lei et le canon, une partie de la force qu^M déve- 
loppe est employée à transporter sa propre masse , 
qui n'est pas négligeable par rapport k celle du 
projectile; et Ton conçoit qu^il en doit résulter une 
vitesse de projection moindre que si, la force élas- 
tique de la poudre restant la même , sa masse était 
insensible, comme le suppose Panalyse précédente. 
Cette remarque, due à Lagrtnge, prouve la néces- 
sité de considérer k la fois les mooveroens de la 
pondre et des deux masses m et m', pendant que le 
boulet est dans la pièce ; mais alors la question se 
complique, et ia difficulté du calcul ne permet 
guère d^arriver à aucun résultat utile pou)r la pra- 
tique. C'est donc à Texpérience quMl vaudra mieux 
recourir pour déterminer les vitesses de projection 
des corps lancés par les bouches à feu. Indépen- 
damment de la considération des portées, que nous 
avons déjà indiquée (no 216), Û existe un autre 
moyen d'ohtenir ces vitesses, dont il sera question 
dans un des chapitres suivans. 

300. Appliquons encore le pHncipe de D'Alem- 
bert au cas le plus simple du choc des corps , et 
supposons qu'il s'agisse de deux sphères homogè- 
nes, dont les centres se meuvent sur une même 
ligne droite, et dont tous les points décrivent des 
parallèles à cette droite. 

Soient» et m' les masses de ces deux' corps, dé- 
signons par V et v* leurs vitesses, lorsqu'ils com- 
mencent à se toucher, c'est-à-dire, au premier in- 
stant du choc : 9 et 1?' seront de même signe ou de 
signes contraires, selon que les deux mobiles iront 



à la suite ou au devant Tun de Tautre. Dana les 
deux cas, nous regarderons la vitesse v comme po- 
sitive ; et, après le choc, la vitesse de chacun des 
deux mobiles sera positive ou négative, suivant 
qu'elle sera' dirigée dans le sens de cette vitesse de 
m avant le choc ou en sens contraire. 

Quelque durs que soient les deux mobiles , ils 
sont toujours plus on moins compressibles \ à rai- 
son de la diffârence de leurs vitesses m et v', Us 
▼ont donc se comprimer, en s'appuyant l'un contre 
l'autre ; et , pendant cette compression , la vitesse 
de l'un des deux corps , do «t , par exemple , dimi- 
nuera par degrés infiniment petits , et celle de m' 
augmentera de même , jusqu'à ce que ces deux 
vitesses soient devenues égales. Or, à partir de cet 
instant, il y aura deux cas distincts à considérer. 

1» Si les deux sphères sont entièrement dénuées 
d'élasticité, elles cesseront d'agir l'une sur l'autre 
à l'instant où leurs vitesses se seront ainsi nive- 
lées , et continueront de se mouvoir avec une vi- 
tesse commune, en restant juxtaposées et con- 
servant les formes que la compression leur aura 
données. 

■ 2* Si , au contraire , les deux sphères sont élas- 
tiques , elles tendront à reprendre leur forme na- 
turelle; en y revenant, et s'appuyant toujours l'une 
contre l'autre , la vitesse de m continuera i^e dé- 
croître graduellement , et celle de w! continuera 
d'augmenter : il y aura enfin un instant où ces 
deux corps se sépareront, et ce sera la fin du choc. 
Or, dans le cas d'une parfaite élasticité, on sup- 
pose que la seconde partie du choc est tout-à-fait 
semblable à la première; qu'à la fin du choc , les 
deux corps ont repris exactement leur forme sphé<- 
rique, et une vitesse commune à tous les points de 
chacun d'eux ; et que , pendant sa seconde partie , 
ils perdent ou gagnent des quantités de mouvement 
égales à celles qu'ils ont déjà perdues ou gagnées 
pendant la première. 

Le problème du choc de deux sphères ne présen- 
terait aucune difficulté nouvelle , et rentrerait dans 
celui du no 357, si leurs rayons étaient infiniment 
petits. Pour le résoudre complètement, lorsque 
leurs rayons ont une grandeur finie , il faudrait 
avoir égard à la propagation du mouTement dans 
leurs masses , et déterminer l'état des deux corps à 
un instant quelconque de ja durée du phénomène; 
ce qu'en peut regarder comme impossible, dans 
l'état actuel de la science. Nous admettrons donc 
les suppositions qu'on vient d'expliquer comme 
étant les données de la question dont nous allons 
nous occuper; et en combinant ces données avec 
le principe de D'Alembert, appliqué 4ux quantités 
de mouvement de grandeur finie , il ne s'agira plus 
que de déterminer les vitesses des deux sphères à 
la fin du choc, d'après leurs masses et leurs vitesses 
primitives , soit quand ces deux corps sont entiè- 
rement dénués d'élasticité, soit quand ils sont par- 
faitement élasti((ues. Il n'y a que les corps moti# 
qui n'aient pas d'élasticité sensible ; la plupart des 
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corp» étn r^vîennenl i leur fonne ptiipttif e, Im» 
qi»*tU ne font pas bruét par le choc. 

301. Dans le cas des corps mon#, soîi «la vi- 
lesse «près le chpc, laquelle est commone ans dem 
sphères ; la TÎtcsse perdne par 'm sera « — « , et la 
Titesse gagnée par m' sera ti — e'. Si donc ces denx 
corps allaient au detant Tnn de Tautre avec ces ▼!- 
tesseï V -— « et« — f', il faudrait, d'après le prin- 
cipe du np 363, quUls se fissent équilibre; ce qui 
ovige (no 127} que les quantités de mou? euient 
correspondantes à ces vitesses soient égales. Nous 
mirons donc 

m (e — u) =z fii [u — •'); 
d^ott Ton tire 



tf = ^ 



«1» -|- m^tf 
m 4- m' 



(û) 



pour la Taleor de u quUI s'agissait d'obtenir. 

Si W est en repos ayant le choc, et qu'il raison 
de sa densité, celte masse soit extréffleonent grande 
et comme infinie , par rapport k m, on anra sensi- 
blement Il = 0. La masse wf représentera alors un 
obstacle fixe \ et le corps , dénué d'élasticité, sera 
réduit an repos par le choc contre cet obstacle. 

On appelle fwe9 vive d'un point matériel, on, 
plus générilement , d'un corps dont tous les points 
ont la même vitesse, le produit de sa masse par le 
carré de cette vitesse. La somme des forces vives 
de m et m' est donc wtv* -|- ssV* avant le choc , 
et uw* -(* ^^* après le choc. Or, il résulte de la 
formule (a) que la seconde somme est toujours 
moindre que la première ; car, sans altérer leur dif- 
férence 

BIP* + m'»' 2 «— mu» — !»'«• , 

ou peut en retrancher la quantité 

2« (me -|- mV — nui — m*u)^ 

qui est nulle , en vertu de l'équation (a) ; et cette 
différence devient alors 



m 



(„ - »). + m' (u ^ v^y , 



qui est une quantité positivo. 

Jl y a donc toujours période force vive dans le 
choc de doui sphères dont la matière est dénuée de 
lowleélatticité; et oet^ perte est égale, comme 
on voit, à la somme des forces vives duos aux vi- 
iMies^ — «élu—- o*, perdne et gagnée par ces 
deux corps. Ce résultat est un cas particulier d'un 
ibéorèmo général qui est dû à Carnot , et que nous 
déraontrorons par la suite. 

360. Danria première partiodn choc, c'est-è* 
dire, jusqu'à l'instant de la plus grande compres- 
sioB, les deux sphères se comportent toujours de 
même , quel que soit leur degré d'élasticité ; en 
sorte que la vitesse « qu'on vient de déterminer, 
est toujours celle qui leur est commune à cet in- 
stant. Pendant cette première partie, la diminution 
de la vitesse de m et l'angroentation de celle de m' 



sont donc u — u ei • •— f'* Or, si cet daux ap bèrae 
sont parfaitement élastiques , m éprouveca , daua 
la seconde psrtie du choc, une seconde diminution 
de vitesse égale à la première, et, conséquem- 
ment, sa vitesse à la fin du choc sera v — 2 (v^— «) 
ou 2 « — - V. Xn même temps , mf d|»owreru une 
seconde augmentation de vitesse égale à« — v'^ el 
u^ vitesse finale sera n^ ^^^2 {n-^i^wi Zm-^^vK 
Si donc en appelle V et Y' les vitesses de m et m\ 
après le choc, on aura 

V = 2ii — e, V = 2ii — »'; 

la valeur de « étant toujours donnée par la «for- 
mule (a). 
En retranchant ces vitesses l'une de Tautre, on a 

V ^ V = e ^ •'; 

ce qui montre que dans ce choc la vitesse relative 
des deux mobiles change de signe et conserve la 
même grandeur. 

Si la masse w! est regardée comme infinie, li rai- 
son de sa densité , par rapport à la tuasse m, el 
qu^on ait e'=0, on aura « = 0, et, par consé- 
quent, V = — o; d'où il résulte que quond une 
sphère , douée d'une élasticité parfaite, vient frap- 
per un obstacle fixe, elle est réfléchie avec une vi- 
tesse égale et contraire à celle qu'elle avait avant 
le choc. S'il s'agit , par exemple , d'une sphère pe- 
sante, qui tombe dans le vide, sur un plan hori- 
sontal et inébranlable, elle devra remonter à sa 
hauteur primitive. 

La somme des forces vives sera la même avant et 
après le choc , ou , autrement dit , on aura 

mv* + mV« = m (au — e> + W (2u — e> ; 

équation qui se réduit k 

Au («u + m'ii — iiwr — mVJ = 0, 

et qui est identique , en vertu de la formule (•). 

Il n'y a donc aucune perte de force vive dansie 
choc de deux sphères parfaitement élastiques ; et 
ce résultat, comme celui que présente le choo de 
deux sphères non élastiques, est compris dans ua 
théorème général, qu'on démontrera aussi dauf 
un autre chapitre. 

363. Si l'on suppose m' = m, on aura 

a« = e -f. e'. V = e», V = v. 

Il y a donc échange de vitesse dans le choc de deux 
sphères parfaitement élastiques, dont les masses 
sont égales; et si l'une des deux est en repos avant 
le choc , l'autre demeurera en repos après le choc, 
et la première prendra la vitesse primitive de la 
seconde. , 

Il suit de là que si l'on a une série de billes égales 
en masse, et dont les centres soient rangés en ligne 
droite ; que la première soit seule en mouvement , 
et que sa vitesse, qui sera désignée par v, soit di- 
rigée suivant cette droite et du côté des autres bil- 
les i cette première bille sera réduite au repos en 



DTNAnQOt, SEGOUDE PARTIE. 



»ts 



eboqiiinf U deuiMme ; celle-ci prendre U Yîtesse v, 
avec leqnelle elle «re choquer la troUiéme', et sert 
enenlte réduite au repos ; fa troiiidme prendra la 
tieeete w, qQ*el1e perdra en cfioqvatttla cpiatriéine ; 
et aîoai de suite, josqn'à la dernière, qui conser- 
vera la TÎtesse-v. Après cette suite de chocs, toutes 
les billes seront dono en repos , excepté la der- 
nière , qui se trooTcra animée de la Titesse que la 
première avait primitivement ; et eomme ce résul- 
tat eet indépendant de U grandeur des intei^allea 
eomprîa entre les biUes eonséoutivea^ il est natu- 
rel d*en eenclnre qn^il aura énonce lieu quand oea 
înterpalleadisperaltroni, el qne les billes, ebe* 
i ^ ée e par la première-, seront e* contact. 

Ainsi, lorsqn^nnn série d*un nombre queloonqne 
de billes parfaitement élastiques , en repos , jnita- 
peeéea, égalée en masse, et dont les centres sont 
en ligne droite, sera choquée par une antre bille 
éUatiqne, égale à chacune d*eUes, et en mouve- 
ment suivant la ligne des centres , eelle^i se réu- 
nira à la série qui demeurera en repos , excepté le 
bille placée à Tautre extrémité , laquelle se déta« 
ehera seule avee la vitesse delà bille choquante : 
e^esl, en effet, ce qu^on a souvent roccasion de 
vérifier, avee des billes de billard , par exemple. 

En général , les lois du choc des corps sphéri- 
qaes, mous ou durs , qui sont les conséquences des 
hypothèses do n« 360 , ont été confirmées par de 
nombreuses expériences, faites sardes billes égales 
on inégales, de même matière ou de matière diffé- 
rente , et dont les vitesses avaieni entre elles diffé» 
reos rapports. 

364. Le mouTement du centre de grsTité d^un 
système de corps n'est jamais altéré par le choc ou 
toute autre action mutuelle des mobiles. On dé- 
montrera parla suite, dans toute sa généralité, 
cette importante proposition , dont on a déjà vu le 
cas le plus simple dsns le n» 367, et qu'on peut 
aussi vérifier dans le choc des corps fphériqnes, 
mous ou parfaitement élastiques. 

Pour cela, soient m et ip', au bout du temps t, 
les distances des centres de at et m' à un point fixe 
de la droite sur laquelle ils se meuvent. Soit aussi, 
à cet instant, s^ la distance an même point du cen- 
tre de gravité de met m'; nous aurons (n» 66) 

(m -|- m') Xf =z mx + m*xK 

On en déduit, en différeoiiant , 



<ir, 



♦dj 



Ac' 



(to + »') — = m — + w' —; [h) 
di dt di 

équation qui fera comioitre la vitesse — du cen- 

di 
tre de gravité , correspondante aux vitesses des 
deux sphères. Or, avant le choc, on a 

dx ds' 

di di 



et , eonséqueamient , 





di ■" 


mv 


+ 


m'v' 




m 


+ 


m' 


Après le choc 


,ona 

dr 


ds' 







dt 






dans le cas des corps mous , et 

dx d^ 

— = 2« — r, — = Su — »', 

di dt 

dans le cas des corps élastiqnet. En substituant 
successivement ces valeurs dans Téquation {h), et 

ayant égard à Féquation (a), on en déduit — = u 

di 
dans les deux casj ce qui est la même valeur qu'a- 
vant le choc , en vertu de oette équatiem (a). Par 
conséquent , le choc de deux sphères ne change 
rien an mouvement de lenr centre de gravité. 

Comme la vitesse de ce point est toujours la 
somme des quantités de mouvement des corps , di- 
visée par la somme de leurs masses, cela revient à 
dire qne dans le choc de deux corps sphériqnee< 
mous ou éUstiques , la somme des quantitéa de 
mouvement ne change pas , en syaat égard , dans 
cette somme , aux signes des vitesses. 

Si la vitesse e' de ei^ ei t nulle, et que oetteauisae 
soil très petite par rapport à m, la quantité de 
mouvement imprimée è m' et enlevée à m , sera , à 
très peu près , m'v ou 2m'e , selon que ces corps 
seront dénués d^élasticité on parfaitement élasti- 
ques. 

365. Jusqu'à présent, on a assimilé la résis- 
tance des fluides à une suite de chocs du mobite 
contre les molécules du milieu qu'il traverse; quoi* 
que, selon moi , la théorie de la résistance fondée- 
sur cette considération doive être abandonnée , il 
est bon, cependant, de Texpliquer ici en peu de 
mots. 

Supposons que le mobile toit m» cylindre droit 
qui se meut dans le ^ens de sa longueur. Soit » 
l'aire de sa base , pcrpendicolsire à cette dimen- 
sion et à la direction du mouvement ; soient avsei m 
la masse du mobile, et fie densité du fluide , li-* 
quide ou aériforme , dans lequel il se meut» Au 
bout du temps i , appelona e sa vitesse, et « la 
distance de sa base antérieure à un point fixe, prie 
sur la perpendiculaire à ce plan , de aorte qu*en 
ait dx = vit» Dans l'instant dt , oette base par- 
courra respaee dx ; le mobile Xrappera donc toua 
les points matériels du fluide , compris dana une 
tranche dont la base est », la liauteur die , et le 
masse f«de. Or, onoonsidère teosees poiats oomwe 
isolés et n'ayant aucune action sur le fluide envi^ 
ronnant; et , dans cette hypothèse, on prend pour 
la diminution de la quantité de mouvement épreu- 
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Tée par le mobile pendant cet instant dt, le pro- 
duit de sa vitesse v et de la masse frappëe fétdx, ou 
le double de ce produit , selon que Ton compare 
oe choc à celui des corps dénués de toute élasticité, 
ou qu^on Tassimile au choc des corps parfaitement 
élastiques. La première valeur Vfmds est celle qui 
s^écarto le moins de Teipérienoe ; en Tadoptant 
donc, et observant que mdv éprouve la variation 
de la quantité de mouvement de la masse m, dans 
Tinstant dt , nous aurons 

mdv = — Vfmdx : 

et en mettant pour ds sa valeur vdt^ et divisant 
pariil, il en résulte 

Je 

m — r= — pi,e« , 
dt 

pour la force motrice provenant de la résistance 
exercée sur une surface plane , perpendiculaire à 
l« direction du mouvement. 

Cette résistance est , comme on voit , propor- 
tionnelle à la densité du fluide , à la surface sur 
laquelle elle s'exerce , et au carré de la vitesse du 
mobile. En appelant h la hauteur due à cette vi- 
tesse, et g la gravité, c>st-&-dire , en faisant v* = 
Z$k, sa valeur devient ^$^uh; en sorte quelle est 
égale au poids d^un cylindre du fluide qui aurait 
pour base la surface perpendiculaire à la direction 
«le la vitesse , et pour hauteur le double de celle 
dont un corps pesant devrait tomber dans le vide , 
pour acquérir cette même vitesse. 

Si la direction du mouvement n^est pas perpen- 
diculaire à la surface plane qui éprouve la résîsr 
ftnce , on décompose U vitesse du mobile en deux 
autres , Tune perpendiculaire , et Tautre parallèle à 
ee plan ; ou suppose que la vitesse parallèle ne 
donne lieu qu^à un frottement dont on fait abstrac- 
tion, et que la résistance proprement dite est la 
même que si la vitesse normale existait seule : c^.est 
pourquoi Ton substitue cette composante à la vi- 
tesse V dans la valeur précédente de la résistance , 
qui devient alors p«o* cos * t'; t' étant l'angle que 
fait la normale à la surface m, avec la direction de 
la vitesse v, 

366. En admettant ce résultat, et retendant aux 
élémens infiniment petits des surfaces courbes , 
on en conclut, par le calcul intégral , la résistance 
éprouvée par un corps solide de forme quelconque. 

Pour plus de simplicité, supposons qu'il s'agisse 
d^un solide de révolution , dont tous les points dé- 
crivent , avec la vitesse p, des parallèles à son axe 
de figure. Soient AB cet axe ( fig. 86), et ADB sa 
courbe génératrice ; prenons cet axe pour celui des 
abscisses ; et appelons « et y l'abscisse CP et l'or- 
donnée PH d'un point quelconque H de cette 
courbe. Supposons que la plus grande section du 
solide , perpendiculaire à l'axe de figure , soit celle 
qui répond au '(»oint G , origine des coordonnées, 
et que CD soit, eu conséquence, la plus grande 



ordonnée de la courbe AHB. Le mouvement ayant 
lieu de B vers A, la portion de la surface qui éprou- 
vera la résistance du milieu sera celle qui répond & 
la partie DMA de cette courbe. Soit dt l'élément 
différentiel de cette courbe an point quelconque ■ ; 
on aura 

cos s = -!- , 

d9 

pour le cosinas de l'angle que fai normale en ce 
point, fait avec Taxe des s, c'est-à-dire, avec la di- 
rection du mouvement ; et cet angle sera le même 
dans toute l'étendue de la sone engendrée par dt en 
tournant autour de AB , dont la surface est 2vydf. 
Chacun des élément plana de cette sone éprouvera 
donc une résistance normale qui sera égale au pro- 
duit de cet élément , multiplié par pv* cos> s. En 
décomposant cette force en deux autres, l'une per- 
pendiculaire et l'autre parallèle à Taxe AB, il est 
évident que les composantes perpendiculaires à AB 
■e détruiront deux à deux ; d'ailleurs , chaque com- 
posante parallèle à AB aura pour valeur la résis- 
tance normale à la sone, multipliée par cos s'; par 
conséquent, la somme de ces composantes, pour la 
sone entière , sera égale au produit de la sorfaoe 

2wffdt, de pe> cos s, et de cos s, ou h 2irpo> y ^---, 

rff » 

d'après la valeur de cos s*. 

Il suit de Ik qu'en appelant R la résistance to- 
tale éprouvée par le solide en sens contraire de son 
mouvement, et faisant CA = o, nous auront 

pour la valeur de cette force motrice. 

Si le mobile est une sphère , le point C sera son 
centre , et a son rayon. En désignant par I Tanglo 
HCA , on aura 

y = a sin t, dy =z a cos Icft, d» =z ad% ; 

et il en résultera 

R = 2xpp> a* / * cos* 8 sin tdt = -j- xfa* r« ; 

ce qui montre que la résistance éprouvée par une 
sphère est la moitié de celle qui aurait lien sur le 
cylindre circonscrit , dont ira* serait la base per- 
pendiculaire à la direction du mouvement. 

367. C'est à Newton qu'est dû ce premier essai 
sur la résistance des fluides j et c'est lui qui a dé- 
terminé , le premier, le mouvement des corps sou- 
mis à une force dépendante de leur vitesse. En 
comparant le résultat de son calcul au temps ob- 
servé de la chute d'une sphère qui tombe dans l'air, 
d'une grande hauteur, il a reconnu qu'il faudrait , 
pour accorder l'un avec l'autre , réduire à moitié la 
valeur précédente de R. 
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Diaprés dTantres eipëriencM , filtes ptr ioidc , 
cette Tftleur doit étreeealeaiaiil rMitite aux tvoU 
cinqntèmet ; ce qui donne 

3 
Il = — 9 fa* V* . 

10 

En appelant D la densité delà iphérei sa maiie aéra 

■ ; et si Tofl dirîte R par cette masse, et'qQ*efi 

3 

appelle f la force accélératrice qui en proviendra , 
on aura 

0P«* 



f = 



40Da' 



ce qui est, effectif ement, rezpreiiion de la ré- 
sistance qne les auteurs de Ralîstique ont adoptée 
le plus généralement, et qne noua avons citée dans 
le no 216. 

En verta de la formule (e), la détermination du 
solide de révolution qui éprouve la moindre résis- 
tance, consiste à trouver la courbe génératrice de 



ce solide pour laquelle Tintégrale / y — est 

•^ o dg* 
un MtÎMmifi; problème qu'on résoudra sans diffi- 
culté par les règles du calcul des variations, et dont 
Nevrton a donné la solution avant que d'autres géo- 
mètres se fussent occupés de ce genre de questions, 
mais sans indiquer la méthode qu'il a suivie peur 
y parvenir. 



GeMethéorie de li^réiiÉtânee repose, comme on 
Ta vu, sur une Otftnpantisoti vague de Tactioti du 
fluide au cboo des corps, et sur la supposition Ina^ 
missible que, dans ce choc, les molécules du fluide 
agissent isolément sur fe ihobile et nuRement 
l'une sur l'autre. Elle est démentie par l'observa- 
tiou , quant à la grandeur absolue que le caletil 
^oune à peu prés double de eelfe qui résulterait de 
l'eipérience; elle l'est aussi par rapporta la loi dé 
la résistance eu fonction de la vitesse, qui serait 
toujours proportionnelle au carré delà vitesse, 
suivant eette théorie, tandis qu'il résulte du dé- 
eroissement observé des amplitudes, dana les très 
petites oscillations du pendule (n» 187), qu» eette 
force est seulement proportionnelle aux très pe- 
tites vitesses. La résistance qu'un fluide , liquide 
ou aériforme, oppose au mouvement d'un corps 
solide , se compose d'un frottement centre la sur- 
face , et de ta résultante des pressions que ce fluide 
exerce sur cette surface tout entière. Four déter<« 
miner convenablement cette seconde partie, qui 
est la résistance proprement dite , il faut considé* 
Twh la fois les raouvemens du corps et du fluid»^ 
comme je l'ai fait dans le mémoire déjà cité 
(n* 191). Cette fôree peut être différente dans le 
mouvement oscillatoire et dans le mouvement pro^ 
gressif , dans les liquides et dans les gas ; et, dans 
ceux-ci , elle peut dépendre de leur température^ 
et non pas seulement de leur densité; ce qui sesait 
important è vérifier par rexpérience. 



CHAPITRE IL 



BKTSRMINÂTION DES MOMBRS D INERTIE BT DES AXES PRINCIPAUX. 



968. Dans les chapitres suivans , nous considé- 
rerons les différons cas du mouvement d'un corps 
solide. Pour former les équations de son mouve- 
ment , nous le diviserons en parties insensibles , 
mais de grandeur finie, comprenant néanmoins dey 
nombres immenses de molécules. Quoique ce corps 
soit formé de molécules disjointes, les sommes' 
relatives ft ses parties insensibles pourront être 
changées, sans erreur appréciable, en intégrales 
déBnies , comme dans le n*» 98 ; et , dans tout ce 
qui va suivre , on pourra traiter les parties dont il 
s'agit comme des infiniment petits. 



Les intégralea définies que les équations du 
mouvement renfermeront seront au nombre de 
neuf, savoir : 

/#dm, /ydm, ftdm, 
fxydm^ f»»dm, fyubn, 
ft» dm, fy* dm, /*• dm g 

dm étant l'élément différentiel de la masse , qui ré* 
pond aux trois eoordonnées rectangulaires «>y^a, 
et les intégrales s'étendant à la masse entière du 
mobile , que nous désignons par X. 

20 
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Les (roii pramiéret dépemltiiit de U potitioo du 
oentrede gravité; et si Ton appelle- «ri , yi , s» , 
let trois coordonnées, on aura (n** 91) 

rxdm = ■«! , fy^ := Syi , ftdm = Hs> ; 

en aorte qne chacune de ces intégrales sera nulle^ 
lorsqu'on prendra ce point pour rorigioe des coor- 
données. 
QoeUe j|ue aoit cette origine , on prouTera plus 



loin qu'on peut toujours déterminer la direction 
des trois axes de manière qu'on ait 

fsydm = 0, f%xém = 0, fy^dm r=: 0. 

Les trois axes rectangulaires des s^y,M, qui font 
ainsi disparaître ces trois intégrales , s'appellent 
des 'asêspriHeipaug, 

XJnant aux trois dernières des neuf intégrales , 
on iesexprimera an-moyen de trois autres que nous 
représentons par A, B, C, et qui seront 



A =/(y«+ s* ) dm, B =:/(a«4. »• ) dm, C =/(«»+ y«) dm; 



d'où l'on tire 

B/s» dm = A + B — C, 
2/y> dm r= C + A — B, 
2fs* dm = B 4- C ~ A. 

4 

On appelle, en général, momsn<d*M«r<ii0 d*un corps ' 
par rapporta une droite quelconque, la somme des 
élémens de sa -masse , multipliés par les carrés de 
leurs distances à cette droite. Ainsi , A , B , G , se- 
ront les momensd'inertie du mobile par rapport aux 
axes des « , y-, s ; car, par exemple , y* -f" '* ^*^ 
le carré de la distance de dm à l'axe des s. Lors- 
que ces droites seront des axes principaux , nous 
appellerons À , B , C , des morocns dUoertie pruiet- 

Le centre de granité et les axes principaux ont 
l'aTanisge de simplifier les équations du mouve- 
ment, en faisant disparaître une partie de leurs 
termes, quand on les prend pour origine et pour 
axes des coordonnées ; ils jouissent, en outre, de 
propriétés très importantes dans la Dynamique, 
ainsi qu'on le verra par la suite. 

300. La détermination des momens d'inertie est 
un problème de calcul intégral , qim Ton résoudra 
toujours exactement ou por la méthode des qua- 
dratures. 

L'exemple le plus simple est lecolcul du moment 
d'inertie d'un parallélipipède rectangle et homo- 
gène, par rapport à l'une de ses arêtes. Prenons 
"trois de ses arêtes adjacentes pour axes desdP, y, a, 
et désignons par n,h^c, leurs longueurs j puis 
-divisons chacune de ces trois droites en une infi- 
nité de parties infiniment petites. En menant par 
tous les points de division , des plans parallèles 
aux faces du parallélipipède , on aura trois séries 
de plans qui le partageront en élémens infiniment 
petits dans leurs trois dimensions. Le volume de 
l'élément qui répond aux trois coairdonnées jt, y, s, 
sera évidemment dirdyds ; ou aura donc pour sa 

masse 

dm = fds dy d« j 

f étant la densité du parallélipipède , que l'on sup- 
pose constante. Par conséquent, le moment d'i- 
nertie C , par rapport à l'arête qu'on a prise pour 
aiedes s, et dont ta longueur est e, sera 



On étendra cette intégrale triple à tous les élé- 
mens du parallélipipède donné, en intégrant, dans 
un ordre quelconque , depuis jr = 0, y =0, s=30, 
jusqu'à a?=:a,y = &, s=c;ce qui donne , sans 
aucune difficulté , 




B 



on , ce qui est la même chose , 

C =:.iM (o«+ &«)» 

■ étant la masse du corps , de sorte qu'on ait 

M = foic. 
On aura de même 

:lM(o>+a.), A=fH(l.+ c.), 

pour les momens d'inertie du même corps , par 
rapport aux arêtes dont les longueurs sont b et a. 

370. Pour second exemple, calculons le momeni 
d'inertie d'un ellipsoide homogène par rapport à 
l'un de ses trois axes de figure. 

L'équation de sa surface sera 

X* y> s* 

a* b* «• 

en désignant par 2a, 2b, 2c, les longueurs de ses 
trois diamètres principaux , que Ton prend pour 
axes des ^r, y, x. Son moment d'inertie, par rap- 
porta l'axe des js^ sera exprimé par la même inté- 
grale triple que dans le problème précédent; la 
constante pétant toujours la densité du corps. Pour 
obtenir cette intégrale triple, qui doit être étendue 
à la masse entière de l'ellipsoïde , j'intégrerai d^a- 
bord par rapport h s , en regardant s et y comme 
des constantes ; ensuite , par rapport à y, en con^ 
tiiHiant de regarder x comme constante , et , enfin, 
par ropport à x. On peut suivre l'ordre qu'on veut 
dans ces trois intégrations successives ; celui que 
je choisis revient à concevoir rellipsolde parta$;é 
en une infinité de tranchée elliptiques, parallèles 
au pion des y et s ; chaque tranche partagée de 
même eu une infinité de parallélipipèdes paimllèles 
I à l'axe des a , et terminés à la surface; ei'Obaque 
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panUéUpipèda en âémens infiniment petits dans 
leurs trois dimensions. Les limites de rintëgnle 
relative à s seront les deux valeurs de cette ▼aria- 
Ue qni sont données par l'éqnation (a) ; cette in- 
tégrale définie exprimera , en fonction de s et y, 
le moment d^inertie de Fun quelconque des parai- 
lélipipédes.' L'intégrale relatif e )i j( aura pour limi- 
tes les deux valeurs de cette Tariable , qui répon- 
dent à la même valeur de s , dans l'équation de la 
section de l'ellipsoïde par le plan des s et y; elle 
exprimera le moment d'inertie de la trandie pa- 
rallèle au plan y et s | qui se trouve à la distance 9 



apcdr> IX l — ? 

f ^ h* a* 



de ce pkn. Enfin , l'intégrale relative )i s sera prise 
depuis s: =r — « jusqu'à s = a , et elle exprimera 
le moment d'inertie de l'ellipsoïde entier. 
En intégrant par rapport à s , il vient 

( s* 4* y* ) s d!ff dy 4- constante. 
Les deux limites données par l'équation (o^ sont 

I y y" ** 

"*• ^ ht ati 



a* *- 



rintégrale définie sera donc 



ddP dy + Sfcy 



^ 6î o» 



d»d^. 



\ 



Si fon f4l pour abréger, 






rintégrale relative à y de la première partie de la 
formule précédente , deviendra 

2fcx*ds y_ 
"7^^ fVr» — r <Hf^ 

L*éqnotion de la seclion de l'ellipsoïde par le plan 



^ 



des dp et y ^savoir : 

y* dM 

^ à* a» 

donne y.= ^V pour les deux limites de l'inté* 
grale relative à y j et , comme on a 



f-y 



y* <^ = — irr« , 

a 



il en résulte , en remettant pour r* sa valeur, 



2fcs* ds r{/^ 1 £.— flrfy =5 ^^ ( o» j?« — *4 ) ite. 

^ 6» o» ù* 



En intégrant psr rapport à s depuis » = — o jus- 
qu'à dr= a^ on aura donc 



$aas nouveaux calculs, et par de simples change- 
mens d»>lettiesy on aura de même 



par conséquent , le moment d'inertie C par rapport 
à l'axe des m , qui est la somme de ces deux der- 



nières intégrales , aura pour valeur. * 

C=±Ii±.(a.+ ft.). 
16 ^ ^ ' 

On obtiendra de même les momens d'inertie B et 
A par rapport aux axes des y et des m, ][»a masse 
de rellipsoide étant* H , on- aura , d'après son vo- 
lume (n» 89} 

AmfÊbe 

et les trois momens dUnertie , par rapport aux dia- 
mètres 2a, 26 , 20f seront 



1 

6 






B=^H(c« + 0»), C =j-M (o«+ ô» ). 



Ces diamètres sont les trois axes principaux du 
corps , qui se coupent à son centre de gravité ^ car 
en les prenant pour axes jr , y, js , les trois intégra- 
les /rydm^ fsMdm^fyMdm^ étendues à l'ellipsoïde 
entier, sont léro, puisque chacune d'elles se com- 
pose d'éléroens qui sont, deux à deux, égaux et de 
signe contraire. 

On voit que parmi les trois quantités A, B, G, la 
plus grande et la plus petite sont celles qui répon- 



dent au plus petit et au plus grand des trois diamè- 
tres , ce qui est d'ailleurs évident, parla définition 
des momens d'inertie. 

871. Bans le cas d'une sphère , on a o = è = c; 
les trois momens dMuertie deviennent égaux entre 

8ir 
eux , et sont exprimés par — pa^.Si le rayon n aug- 

15 

mente d'un infiniment petit, et se change en a^th, 



afls 
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rACcroiMomeot correspoDdaot d« oe moiiieiit 

8ir 
d^ioertie de la sphère, saTolr^ — fO^da^expriinerB 

8 
le moment d^inertie de la couche sphérique , dont 

les rayons intérieur et extérieur sont 41 et a -|- da. 
Kaintenant , supposons que la sphère ne soit pas 
homogène, mais qu'elle soit seulement composée 
de couches concentriques et homogènes, de ma- 
nière qu'en appelant r le rayon d'une couche quel- 
conque, la densité f soit une fonction donnée de r . 
Pour avoir le moment d'inertie de la sphère en- 
tière, il faudra intégrer celui de cette couche 

8ir 
quelconque, savoir, — fir^dr , par rapport à r, et 

8 
étendre l'intégrale au rayon entier de la sphère ; 
donc , en désignant ce rayon par e, on aura 

3*/ *> 

a 

pour le moment d'inertie demandé. 

6i on le compare k celui d*une sphère homogène 
du même rayon , et dont la densité soit égale à la 
densité moyenne de celle que l'on considère , il est 
aisé de voir qu'il dfvra être, par la définition des 
momens d'inertie, et qu'il sera effectivement, 
d'après son expression, plus grand ou plus petit, 
selon que la densité p croîtra ou décroîtra conti- 
nuellement du centre à la surface. 

372. le calcul du moment d'inertie d'un corps 
homogène , terminé par une surface de révolution, 
se réduit à une seule intégration dépendante de la 
courbe génératrice , quand on le prend par rapport 
à l'axe de figure. On décomposera alors le solide 
en anneaux circulaires , d'une épaisseur et d'une 
largeur infiniment petites, dont chacun ait son cen- 
tre dans Taxe , et soit compris , d'une part , entre 
deux plans perpendiculaires k Taxé, et d'une autre 
part, entre deux surfaces cylindriques^ dont 4;ett« 
droite sera l'axe comnum. EnappebntrlerAyon 
de la surface intérieure , r 4- ^ celui de la surface 
extérieure, et ds la distance des deux plans, le 
volume d'un anneau sera «- ( r 4- drydx — wr*ds, 
ou Zwrdrdx , en négligeant le terme infiniment pe- 
tit du troisième ordre. Sa masse sera doncSirffdlriijr, 
en désignant par f la densité du corps ; et comme 
tous les points de cet anneau sont à la même dis- 
tance r de l'axe de figure , le produit 2ir fr^drdas, de 
cette masse «t de rt, exprimera son moment d'i- 
nertie par rapport à cet axe. Donc si cet axe et la 
courbe génératrice sont la droite AB et la ligne AHB 
(fig. 86), et qu^on fasse 

AP = *, FM = y, 

on aura le moment d'iiierti« de la iranche infini- 
ment mince du solide de révolution , perpendieu- 
Jaire à AB et correspondante au point P, en intégrant 
2»l>}^ drds depuis r = jusqu'à r &= y^ce qui 
donne -m iffyk dx. Donc aussi, si l'on désigne par / 



la longueur de IViEe AB, et (Mr (» le moment d'i- 
nertie du soUde entier, on obtiendra la Yalenr de §»■ 

en intégrant cette différentielle*^ irfy^ d!e, de- 
puis :r = jusqu'à » = /^ et il en résultera 



l pi 



w 



Si l'on désigne par «études valeuri donaéeade jr 
telles que l'on ait • < C et C < /, il suffira d'în- 
tîSgrer depuis s s=: «jusqu'à ji ^ €, pour avoir le 
moment d'inertie de la tranche du aolide comprise 
entre les deux plans perpendiculaires à l'axe, dont 
« et C sont les distances au point A. Si ce corps est 
un solide creux , compris entre deux surfaces de 
révolution qui ont le même axe AB , on aura son 
moment d'inertie, en regardant ce corps cooame 
la différence de deux solides de révolution , dont 
on retranchera , l'un de l'autre , les momens d'i- 
nertie relatifs à l'axe commun. Enfin , si l'on de- 
mandait le moment d'inertie d'une portion du solide 
de révolution, comprise entre deux plans menés 
par l'axe de figure, il est évident que ce moment, 
par rapport à cet axe , serait à celui du solide en • 
tier comme l'angle des deux plans est à quatre an- 
gles droits. 

873. En prenant la deminsirconférenced'un cercle 
pour la génératriee AMB , et désignant le rayon 
par e, on aura 

pour la valeur de y> qif il faudra substituer dans la 
formule (à) ; et si l'on demande le moment d'iner- 
tie du segment sphérique dont la flèche est •, pris 
par rapport au diamètre perpendiculaire à sa base, 
il faudra intégrer, dans cette formule, depuis 
« ;;= jusqu'à jr = «; ce qui donne 

Dans le cas de la sphère enUère , en fera « = 2a , 

8ir#fl» 

et il en résultera ^ = —7- — , comme précédem- 

10 

ment. 

Si la génératrice est une droite passant parle 
point A , et qui fasse , avec Taxe AB , uo aagle 4pnt 
la tangente soit I, on aura 

y = •«. 

Je substitue cette valeur dans l'équation (è) , et 
j'intégre depuis jr = « jusqu'à « = C ; il vient 

Cette valeur sera celle du moment d'inertie d'un 
cône tronqué , pris par rapport à son axe de figure. 
En appelant a et i les rayons de ses deux bases , et 
fc so hauteur , nous aurons 

t« = a, te = 4, C — «4 z= fc; 
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et nous pourrons écrire la valeur de f» tout la 
fbrae 

Dans le cas d*un cône entier, on fera i = 0; et 
M étant sa masse, on aura 

M s= j-itfha* , /4 = —Ha* . 

Quand le cône iron(|ué se changera en un cylindre, 
on fera h = a; et la masse étant toujours M , il en 
résultera 

M = irfAa* , ^ = -^ Ha* . 

374. Goonalssani le moment dHnertie d'un corps 



par ruppoii ii ua axe panant par la oenire de cra- 
nté , OQ eu ooncini aisément la moment d'inertie 
du mèflM corps , rapporté à tout autre axe parai- 
lèlo au pranier. 

Bu effet , plaçons Torigine des coordonnées an 
centre de gravité , et prenons le premier axe pour 
eeiut des s. Soient « et C les cordonnées du point 
on le second axe coupe le plan des jp et y , auquel 
ce second axe est aussi perpendiculaire. Désignons 
par a la distance du centre de gravité au second 
axe ; par .r la distance d'un élément quelconque 
dai du corps au premier axe ; par r* la distance dû 
même point matériel au second axe. Le moment 
d'inertie connu sera /r* c^m, et celui qu'on demande 
sera fr^* dm; ces intégrales s'étendsntà la masse 
entière du solide. Or , nous aurons 



r'* = (# — •)• + (y — C)» = «« + yi — 8«p — 2Cy + •» + C« ; 



eu nuiUipIjant par dm , intégrant et observant que 

s* + y = r* ^ »* + C*z= a* f 
on aura donc 

ff'*àm =/f>dbs — Zmfwâm — ZCfydm + n*fém; 

mais les intégrales fxim etfydm sont nulles , à 
cause que le centre de gravité est sur Taxe dtâ m 
(o» 808)| de plns,/dhB est la masse entière du corps, 
que je représenterai par M; par conséquent, Té- 
qnation préoédente se réduit à 

/f»» dm s=fr» dm + Ma* , 

ainsi l'on aura le moment d'inertie demandé, en 
ajoutant à celui qui est donné la masse du corps , 
multipliée par le carré de la distance du centre de 
gravité au nouvel axe. 

D'après cette règle, on aura immédiatement 
le moment d^inertie d'une sphère homogène ou 
composée de couches concentriques psr rapport à 
un axe quelconque, puisque ce moment est connu 
par rapport à tous les axes passant par le centre 
de figure , qui est aus% le centre de gravité. 

Dans un corps quelconque , le moment d'inertie 
psr rapport à un axe passant par son centre de 
gravité, sera phis petit que par rapport à tout 
autre axe parallèle à celui-là. Les momens d'iner- 
tie d^un même corps seront égaux , par rapport 
à tous les axes parallèles entre eux , et également 
éloignés du centre de gravité : leur valeur com- 



mune augmentera à mesure qu'ils s^éloigneront de 
ce point. 

375. Non seulement le moment d'inertie d'un 
corps varie avec la position absolue de l'axe auquel 
on le rapporte , mais il change aussi avec la direc* 
tion de cette droite. Pour montrer comment cette 
direction influe sur la grandeur du moment d'iner' 
tte d'un corps quelconque, proposons-nous de 
trouver celui de la masse H par rapport à un axe 
mené (NU* l'origine des coordonnées, et qui fasse 
avec les axes des s, y, s, les trois angles donnés 

Soient p la perpendiculaire abaissée de l'élé- 
ment dm sur le nouvel axe, D la distance de ce 
point matériel h Torigine des coordonnées, l l'an- 
gle compris entre la ligne D et lé nouvel axe. Les 
coordonnées de dm étaut ir, y, s, les cosinus des 
angles que fait la direction de son rayon vecteur D 

s y M 

avec les axes de ces coordonnées, seront — ,—- )-^i 

D D D 
par oonséquent| on aura (no 9) 

g f M 

COS i" = — COS « + — COS C 4- — C05 >. 

^ D D D 

D'ailleurs, on a 

p = D sin l, pa =: D* — (0 cos i)« ; 

en subtituant donc pour D cos l la formule préoé- 
dente, multipliée par D, et mettant '* <-t*y' "h ** 
au lieu de D* , il en résultera 



d'où l'on eondut 



— Zxff cos « cos C — 2ss cos » co$ y -^ 2ya cos C cos >; 



fp* dm =.sio» «. fg* dm + sin* C. Jy* dm + sin> y, /s» dm 
— 2 ros « cos C. fsydm — 2 cos • ros y, fsudm 
— * 2 eos C cos y. JyMdm» 



^ao 
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Au moyen d^ cette formale^on »iira donc le mo- 
ment d'inertieypi dm, relatif à nn axe de direction 
donnée , et passant par Torigine des coordonnées, 
quand on connattra les six intégrales/^* dmjy* dk, 
f%» àm,fxydmijx%dm,fyxâm^ étepdufls àla masse 



entière dn corps , et relatÎTes aux axts des coor- 
données. Si ces trois droites sont des axes princr- 
paux, les trois dernières intégrales seront nulles 
(no 308), et la formule précédente se réduira à 



fp* dm = sim ». /«> dm + sin* C. /y« dm + sin* y, f%t dm. 



Vais, en vertu de Téquation 

COS» « + COS» C + COS« y =r 1 ^ 

uou$ avons 

sin* « = cos> C «|- COS* y , 
sin» C = COS* y -|- COS* « , 
sin* y =s co8« a. -(- cos* C ; 

ce qui change la vulhenr de j(p> dm en celle-ci : 
/p» 4m = (/yi dm + /«■ dm] ces* « , 
+ (/»• dm + fpB* dm) cos» C , 
+ {fm* ddlih + fy* dm) cos» y ; 

donc en réunissant chaque couple d'intégrales en 
une seule, et désignant par A, B, C, comme dans le 
no 308, les momens d'inertie par rapport aux axes 
des x^y^ 9y nous aurons finalement 

yj» dm = A cos* • -f B cos» C+ C cos» y. (e) 

Ainsi, il suffira de connaître les trois momens 
d'inertie relatifs aux trois axes principaux qui se 
coupent en un point donné, pour en conclure immé- 
diatement le moment d'inertie correspondant à un 
axe quelconque , passant par ce point ; et en com- 
binant ce résultat avec celui du numéro précédent, 
on voit que le oalcul do tous les mopiens d'inertie 
d'un même corps se réduira à déterminer les trois 
momens d'inertie principaux qui répondent à son 
centre de gravité. Ayant calculé, par exemple 
(no 370), les valeurs Ue ces trois momens d'inertie, 
dans le cos de Tellipsoîde homogène, nous pouvons 
regarder comme connu le moment d'inertie de ce 
corps, par rapport à un axe quelconque. 

376. Le plus grand et le plus petit des trois mo- 
mens d'inertiftprincipaux A,B, C, qui entrent dans 
la formule (c), sont aussi le plus grand et le plus 
petit de tous les momens d'inertie du même corps, 
par rapport aux axes passant par l'origine des coor'- 
données. 

Soit, en effet, A la plus grande des trois quanti- 
tés A, B, Cj en mettent 1 — cos » C-- cos » y à la 
plaoe décos » « dans l'équation (c), on aura 

yp* dm = A — (A— B) cos» C — (A — C) oos» y^ 

d'où Ton conclut que/p» dm est moindre que A, 
quels que soient les angles Cet y. De même, C étant 
la plus petite des trois quantités A, B, C, si l'on met 
l'équation (c) sous la forme 

yp* A»=sC -(- (A— C) cos» • + (A — B)cos» C, 

on voit qu'on a consUmmentyp* dm> C. 
Dans le cas particulier où les trois quantités A, 



B, G, sont égales, on a ausssîyp» dm=A, quelle que 
soit la direction de Taxe auquel le moment d'iner- 
tie /p* dm est rapporté; donc alors les momens d'i- 
nertie sont égaux par rapport à tous les axes pas- 
sant par l'origine des coordonnées. Ce cas est celui 
de la sphère homogène ou composée de couches 
concentriques, lorsque rorigine des coordonnées 
est placée à son centre \ il a également lieu pour le 
c^^ Toctaèdre régulier et d'autres corps homo- 
gènes , dont les trots momens d'inertie principaux 
ne peuvent différer entre eux, en plaçant tou- 
jours l'origine des coordonnées à leur centre de fi- 
gure. 

Si l'en a seulement A = B , l'équation (e) se ré- 
duira à 



Jp' 



>» dm = A sin» y -^ C cos* y \ 

et cette valeur deyp» dm éUnt indépendante des 
angles « et C, le moment d'inertie sera le même par 
rapporta tous les axes menés par Torigine des coor- 
données, qui font un même angle y avec Taxé des s. 
Ce cas est celui d'un solide de révolution homo- 
gène, quand cette droite est son axe de figure. 

D'après ce qu'on a déjà vu dans le no 374, nous 
pouvons dire maintenant que le plus petit de tous 
les momens d'inertie qu'un même corps puisse 
avoir, répond à l'un des trois axes principaux qui 
se coupent à son centre de gravité. Ainsi, par 
exemple, le plus petit de tous les momens d'iner- 
tie d'un ellipsoïde homogène , se rapporte au plus 
grand de ses trois diamètres conjugués rectan^^iv- 
laires. 

377. Pîous allons actuellement démontrer l'exis- 
tence des axes principaux q^ue nous avons supposée 
jusqu'à présent, et déterminer leur direction poux 
chaque point d'un corps de forme quelconque; 
mais, pour cela , il est néeessaire de rappeler les 
formules générales de la transformation des coor- 
données, dont nous aurons besoin, d'oilleurs, dans 
d'autres occasions. 

Soient jt, y, z^ les troia coordonnées d'un point 
quelconque H, rapportées aux axes rectangulaires 
Oxy Oy, Oa, (fig.87 ). Désignons par#^, y^, jar^, les 
coordonnées du même point, ayant la même ori- 
gine, et rapportées aux trois axes Ox^^ Oy^, Ojb,, qui 
sont aussi perpendiculaires entre eux. Du point H, 
abaissons des perpendiculaires MP et M& sur 
l'axe Ox et sur le plan des x^ et y^, et du point K, 
une perpendiculaire &H sur l'axe 0«^; en aorte 
qu'on ait 

OP =: *, OH = T^, M == y„ VK = X,. 
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la projection sar Taxe 0«, de la ligne brisée 
HKHO, sera OP; les projections de nés parties 
OHyKH, MIL, seront égales à ces droites, multi- 
pliées par les cosinus des angles que les axes des 

'm tfn 'm ^^"^ "^^^^ ^^^^^ ^'i ®° ^° Coisant la 
somme, on aura donc 

s s= Sj cos sOx^ + y, cos srOyj + «^ cos «Os,. 

La figure suppose ces trois angles aigus , et les 
trois coordonnées s, y y,, s„ positives ; auquel cas 
leurs projections tombent sur la direction mémede 
Ox , et doivent s'ajouter en grandeur absolue ; 
mais il est facile de s^assurer que cette équation 
subsistera dans tous les cas, en ayant égard aux 
signes des coordonnées x^ y^, Mf^ des cosinus, et 
de Tabscisse x. Par exemple, on verra aisément 
que si Tabscisse ttf est négative, et Tangie xOs, 
aigu, ou bien, si cette abscisse est positive, et cet 
angle obtus, la projection de OH tombera sur le 
prolongement de Ojp, et la valeur absolue de cette 
projection devra être retrancbée ; et Ton verra , au 
contraire, qu^elle devra être ajoutée, quand cette 
abscisse Xf sera négative , et qu'en même temps 
Tangle sOSi sera obtus ; ce qui s'accorde, dans les 
deux cos, avec le signe du produit x, cos xOx^, 

On verra de même que les projections de la ligne 
brisée HKHO sur les axes Oy et Ox, ou sur leurs 
prolongemens , sont toujours égales à y et x. Cela 
étant, si nous faisons 

cossOjp|=ii, cos^Oyi =^, cosffOS| = e, 
cos yOir, = a', cos yOy, = b\ cos yOx, = o', 
cos «0*^ = o", cos sOy, = 6", cos sOs, = c", 



nous aurons 

X = ax^ '+ hy^, + ci,,' 
y = a' s, + ô'yj + ^'^, y 



(0 



(«) 



Ces neufs cosinus a,5, elc, sont liés entre eux 
par six équations, savoir : 

a> + o'» + o"» =1,00 + a'6' + o"6" = 0, J 
h% + 6'» + 4"» = 1, ac + o'c' + o"f = 0, V 
01 + c'> + c"> = 1, ôc + 6'c' + ^"c" = 0. ^ 

La première, par exemple, résulte de ce que a, a^, 
a", sont les cosinus des angles que fait une même 
droite OjTj avec les trois axes rectangulaires OiP, 
Oy, Osj et la quatrième, de ce que cette droite Ox^ 
et la ligne Oy^,à laquelle répondent les cosinus 
i, h\ lf\ sont perpendiculaires Tune à. Toulre. On 
obtient aussi ces six équations en substituant Us 
valeurs de ^i y, Xj dans Téquation 

«* + y* + '• = ««■ + yi + V , 

■ 

dont les deux membres sont le carré de OM, et qui 
doit être identique. 

En ayant égard aux équotions (6), les équo- * 
tiens (1) donnent, réciproquement, 

jy, t= ox ^. n'y + o"« , \ 

y, = 6« + i'y + i'U, [ (3) 

s, = es -f" ^'y + ^"* j / 

et Ton peut remplacer les équations ( â ) par 
celles-ci : - ' * 



o» + h 
a' 



+ c« 
,_ + V% + o'« 



on' 



aa 



If 






+ co' = 



= 1, 

= 1, n'o" + W + tV = 



+ ce" t= 



0, 
0. 



W 



La comparaison de ces formules avec celles du 
n» 277 montre clairement Tanalogie qui existe en- 
tre les projections des lignes droites et celles des 
surfaces planes, d*où résulte ridentité de la com- 
position des forces représentées par des portions 
de droites, avec la compositton des momens repré- 
sentés par des aires planes. 

378. Dans la transformation des coordonnées, 
on devra donc considérer six des neuf cocfficîens 
o, 6, etc., comme des fonctions des trois autres, 
déterminées soit par les équations (2), soit par les 
équations (4) ; mais il vaudra mieux exprimer ces 
neuf coefficietis, au moyen de trois nouvelles quan- 
tités , par des formules qui satisferont aux équa- 
tions (d) ou (4). 

Pourcela, supposons que la droite TION' (fîg. 88) 
soit Pintersection du plan des x^ et y, avec le plan 
des ' et y ; et faisons 



ROjf = 4 , NOjr, 



ZOs. = •: 



ces trois angles 4 > ^ « ^ j détermineront , sans ambi- 
guïté, la position des axes des x^, y^, 5„ por rapport 



à ceux des x, y^ B, pourvu que Tou convienne 
préalablement dur sens dans lequel cesangles seront 
comptés. Pour plus de commodité , je supposerai 
que le plan des x et y soit horiKontal, et que l'uxe 
vertical des s positives soit dirigé dans le sens de 
la pesanteur. 

L^angU A s'étendra depuis xérojusqu*& 180°; selon 
qu'il sera aigu ou obtus, Taxe Os, sera situé au-des- 
sous ou au-dessus du plan des or et y : pour t = o , 
Os, coïncidera avec Os, et pour 6 = l80o, Os, tom- 
bera sur le prolongement de Os* 

Dans le mouvement d^un corps solide autour du 
point , les axes Ox^y Oy„ Os^, seront des droites 
fixes dans son intérieur et mobiles avec lui , et les 
axes OjT, Oy, Os, seront des droites fixes dans l'es- 
pace. Il pourra alors arriver que les angles 4 ^^ ^ 
soient positifs ou négatifs , et qu'ils comprennent 
une ou plusieurs circonférences \ mais, à un instant 
quelconque , on aura toujours 

4 = 2flir + tt, f = 2»V + V, 

en daignant par n et < des nombres entiers, positifs 
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oQ négatifs , ou léro, et par ii et v des tariablet po- 
flitÎTes et moindres que 2ir. Or, l'angle ii sera compté, 
h partir de la droite Os, dans le sens indiqué par la 
flèche #; de sorte que , par exemple , la droite ON 
coïncidera atec Os pour « = o, aTCc le prolonge- 
ment de Oy pour «i = (K)o, aTOc celui de Os pour 
«= IQO^, et avec Oy pour u = 270o. L*angle v sera 
compté , à partir de ON , au-dçssus du plan des s 
et y ^ de manière que l'axe Os^ se tront era au-dessus 
de oe plan , quand v sera moindre que iSO», et au- 
dessous quand cet angle surpassera ISO». Pour v=:0, 
Taie 0«, coïncidera avec la droite ON, et pour 
V = ISO» , BTec le prolongement ON' de ON. Dans 
tous les cas , Tangle I , aigu ou obtus , sera Tangle 
dièdre dont Tarète est ON , et dont les faces sont les 
angles NOx et NOjt^ , réduits à leurs parties « et •. 
La figure suppose que les trois angles «> Vf t ) soient 
aigus. 

Gela posé, loraque Tangle 4 '^ni donné , on por- 
tera sa partie u sur le plan horiiontal , à partir de 
Taxe Odr, et dans le sens de la flèche # j ce qui déter- 
minera b position de la droite ON. L'angle f étant 
aussi donné , on portera d'abord sa partie v sur le 
plan horiiontal , k partir de la droite ON , et dans le 
sens de la flèche t', c'est-à-dire , en sens contraire 
de #; ensuite, on fera tourner le plan de l'angle f 
autour de ON , de manière que la partie de f adja- 
cente à ON s'élète au-dessus du plan horiiontal. 
Qnand ce plan aura décrit l'angle donné I , l'autre 
c6té de l'angle f sera la Téritahle position de l'axe 
OXf, au-dessus ou au-dessous du plan horiiontal, 
suivant qu'on aura v < iSO» ou « > I80o. En aug- 
mentant , dans son plan , l'angle u de 90o, on aura 
la position de l'axe Oy, ; et après avoir mené une 
perpendiculaire à ce plan, on prendra pour Ojs^ la 
partie de cette droite , comprise au-dessous ou au- 
dessus du plan horixontal, selon que l'angle I sera 
aigu ou obtus. 

Les trois axes Oir^, Oy^, s^^ étant ainsi complè- 
tement déterminés par rapport aux axes Os, Oy, Ojs, 
au moyen des angles 4t ^ » ^ > >1 ^^^^ <iuc les neuf 
cosinus a, è, etc., soient des fonctions de ces trois 
angles ; et, en effet , en leur donnant les directions 
qn*on tient d'expliquer , on a 



a = 
h = 

c = 

c' = 
a" = 
è" = 
c" = 



cos ê sin 4 *in f -f" c<>s 4 ^^* f» 

cos I sin 4 cos p — cos 4 si» f , 

sin I sin 4 1 

cos A cos 4 sin f — sin 4 cos f , 

cos • cos 4 cos f -|- sin 4 >in Py \ (6) 

cos I cos 4 9 

— sin I sin f , 

— sin A cos f, 
cos I. ^ 



On vérifie aisément que ces Taleurs de a , è , etc., 

rendent identiques les équations (3) et (4) , et qu'il 

n'en résulte aucune relation entre les angles 4t f i *• 

379. Quoique ces formules (5) soient générale- 



ment comiQes, il ne sera pas inolîle dlndiffaer la 
manière sniranta d'y parvoitr. 

On sait que « , ^ t > « ^nt les trois angles d^ua 
triangle spbériqna queleonque , et A l'angle opposé 
au cAté • , on a 

cos « = cos A sin C sin |^ -|- cos C cos y. 

Or, si nous inuginons une sphère décrite dn point 
comme centre, et d'un ra3PDtt quelconque, nous 
aurons d'abord sur cette surfaoe an triangle formé 
par les trois arcs qui répondent anx angles N0«, 
NOsj, #Osj, dans lequel l'angle opposé an dernier 
o^té sera égal à •} dono, à cause de N0# = 4et 
NOspaf , on aura 

cos sOSf = a =r oos • sin 4 >>n ^ + cet 4 cos f . 

Cette équation ayant lien pour des talenn quelcon* 
ques de p et 4» en peut supposer que f devienne 
p + 90«; alors, l'axe O4P, prendra la plaee de Oy„ 
l'angle sOSf deviendra «Oy„ et l'on aura 

cos «Oy^ = 5 = cos I sin 4 cos f — cos 4 sinf . 

De mèmci en mettant 4 4* ^^ ^ ^* place de 4» «bas 
l'équation précédente, l'axe Os ne changera dans 
I l'axe Oy, et l'angle sOs^ deviendra yOsj ; de sorte 
que l'on aura 

cos yOs^ = a' = cos ê cos 4 sin f — stn 4 ces p. 

Et si l'on met & la fois dans cette équation précé- 
dente 4 + 90o et f -|- 90» BU lieu de 4 et f , l'angle 
sOSf sera remplacé par l'angle yOy^, et il en résul- 
tera 

cos yOyj = i' = cos 6 cos 4 cos ^ -(- "în 4 *<° P* 

Considérons de même le triangle sphérique dont 
les trois côtés répondent aux angles NOjr, NOjs^, 
sOz^, l'angle opposé au dernier côté est 90o — •; 
de [Hus, on a N04rr= 4 et NOs, == 90». En faisant 
A = 90o — 1, C =: 4, >r=90o, •szstfOSj, Téquation 
générale se réduira donc à 

cos sOs^ =: e = sin • sin 4 î 
d'où l'on conclut aussi 

cos yO j^ == e' = sin # cos 4 1 

en mettant 4 + 90<» à la place de 4; ce qiti change 
Taxe Os dans Oy, et l'angle sOs, dans l'angle 

yOAr 

Enfin, dans le triangle sphérique dont les côtés 
répondent aux angles NOs, NO^Pj, sOS|, l'angle op- 
posé au dernier côté est égal à • 4- 90», et l'on a 
N0s=90o et NOs,=f. Si donc onfait A=90«+l, 
C = 90°, T' = f , « == »0s,, dans l'équation géné- 
rale, on aura 

cos sOjTj = a" = — sin • sin p. 

En mettant p 4- 90<» à la place de f , dans ce résul- 
tat, l'axe Os^ se changera en Oy^, et Tangle mOs^ en 
sOy,; par conséquent, nous aurons aussi 

cos sOy, = ô" =r — sin I cos f. 
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Qiunt ou neuvième cosiniu c", on a 

e" = C08 jOsj = cot 1. 

380. Supposons maintenent que les axes des coor- 
données JTi, y^, Mf, soient les axes principaux qui sa 
coupent au point Oj diaprés leur définition (n» 808), 
on aura 

y«Jf.*» = 0, /*,«,d» = 0, /y^j,(lei = 0; (a) 

et il 8*agira de prouver que ces trois équations don- 
nent toujours pour les angles $, 4i ^i ^^* valeurs 
réelles. 
. En faisant, pour abréger, 

X =r jr cos 4 --" y 8>n 4 } 

T = s cos • sin 4 + y c<^ * <^*4 — s tin 1, 

et substituant les formules (6) dans les équations 
(3), nous aurons 

«j = T sin f -|- X cos f , 
yj = Tcosf — X«âif, 

iij = # sin I sin 4 -h y "'i^ ^ ^'M 4 "h ' ^^M ^* 



An mojen de ces valeurs, la première équation (a) 
prend la forme 

sin 2f / (X« — T« ) im = « cos 2f/ XTiAn {*) 

et les deux dernières deviennent 

cos ffYM/tm — sin f /Xs^A» = 0, 
sin fflM^dm + cos f/Xs^cbi = 0. 

En ajoutant ces dernières équations après les avoir 
multipliées par cos f et sin f , ou par — sin f et cos f , 
elles seront remplacées par celles-ci : 

/T#^dbi = 0, J\M(kn-=zO, 

qui ne contiennent plus l'angle f . JTy mets pcarX, 
T, j|, leurs valeurs , et je fais 

fM^dm=f, /y.db = sf, fM*dm = h, 
fyMdm == f, fMsdm = g', fsydm =z A'; 

ces six intégrales s'étendant à la masse entière du 
corps que Tonconsidère. Il en résulte 



Or, si nous faisons 



(/■ sin> 4 + 2A' sin 4 cos- 4 + y cos» 4 — *) •'•" • cos • 
+ ($' Bm -^ + f cos 4) (cos» • — sin» •) == 0, 

[A' (cos» 4 — sin» 4 ) + (/"— jf ) sin 4 cos 4] sin • 
+ (y' cos 4 — /^ sin 4) cos • = 0. 



Ung 4 = «I sin 4 = 



cos 4 = 



la seconde de ces deux équations donnera 

ung . = (/•'>->■) 1/7+^ 
et la première prendra la forme 



1/1+- 



w 



[(/■-*)«• + 8»'» + J-»] 



Ung I 



+g'»+r=(a'u+rjtmf *. 

En y metUnt pour Ung t h ralenr, elle détient 

V {l — » ) + (f — g) u 
ton premier membre eil la même chose qne 

[V - 39' + r*' - ( V - ff + 9'*') •] ( i + «» )î 
par conséquent, on aura finalement 



Ainsi , les équations (a) sont remplacées par les 
équations (i), (o), (d). Or , cette dernière étant du 
troisième degré, elle aura au moins une racine 
réelle; on aura donc une valeur réelle de «ou 
lang 1, à laquelle répondroel ua angle 4 moindre 
que 1 X-, et un autre égal au premier augmenté de «-, 



qui appartiendront aux deux parties ON et ON' de 
Tintersection du plan inconnu des s^ et y^ , avec le 
plan donné des s et y. A cause du radical [/"{ ^ n* , 
réquation(e] donnera ensuitedeux valeurs de tang I, 
égales et de signe contraire , qui appartiendront 
à un angle aigu et à son supplément , et , consé- 

30 
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quemmcnt , à Tne Qf j ol à mu prolongomcnt. En- 
fin j on tirera de rëqiution(^) nne valeur réelle de 
tang 2f , à laquelle répondront deux valeurs de # , 

dont Tune sera moindre que « s-, et Tautre égale 

à la première augmentée de *- s-. La première étant 
prise pour la valeur de l'angle NO^i , la seconde 
sera celle de Tangle ROy,; et, en effet, tout 
étant semblable par rapport aux deux axes Ox^ et 
Oy^ , ils devaient être déterminés par une même 
équation. 

On voit de même que les trois racines de Téqua- 
tion (d) devront être réelles , et qu'elles repré- 
senteront les tangentes des angles cbmpris entre 
l'axe Ojp et les trois droite» suivant lesquelles les 
plans des coordonnées jt^ , y^, s^ , viennent couper 
le plan des iP et y ; car ces trois tangentes doivent 
^e données par une même équation , pubqu'on 
ne saurait exprimer , dans le oalcul , aucune diffé- 
rence entre les trois axes principaux dout on cher- 
che la position. 

Nous conclurons donc de cette analyse qn^ii 
existe toujours trois axes principaux rectangulaires 
qui se coupent en un point donné 0, et qu'en gé- 
néral ce système d'axes principaux est unique. 
Pour qu'il en existât plusieurs, il faudrait que l'é- 
quation {é) fût d'un degré supérieur au troisième, 



eu , les équations dont dépendent les valeurs 4 » 
I, f , deviennent identiques , et alors les axes prin- 
cipaux sont en nombre infini. Nous pourrions dé- 
terminer ces cas particuliers par Texamen des 
équations dont il s^agit; muis on y parviendra plus 
facilement par les considérations suivantes. 

381. D'après les formules (I) et les équations (a), 
qui caractérisent les axes principaux 0*^, Ojfg, 0A|, 
on a évidemment 

/spyAn= aafjx*dm + W fy^»dm+ ei/fM*im^ 
f%gdm = aa'^J%^*àm + 66" fy.^dm + ce'f%^tdm , 
Jy^dm =tfa"fs*dm + h'V'/y^^dm + tW'f%*âm . 

Or, si les trois intégral«sy}p/dm.yy,> in, fg^t im^ 
sont égales, ces valeurs àe/xydm/fMxdm^fytdm^ 
se réduisent k séro, en vertu des trois dernière* 
équations (4) ; par conséquent, dans ce cas, les 
droites Oj*, Oy^ Os, forment un second système 
d'axes principaux; et comme leur direction reste 
absolument indéterminée par rapport aux axes Ojf^^ 
Ojff , 0jS„ il s'ensuit que tous les systèmes d'axes 
rectangulaires qu'on peut mener par le point , 
sont des axes principaux. Ce cas est celui où les 
trois momens d'inertie principaux sont égaux ; car^ 
de ce qu'on suppose 

fx» am = /y,, dm = /s,» dm, 



et qu'elle eût trois fois autant de racines réelles - ' 

qu'il y aurait de ces systèmes ; mais , dans certains | il en résulte 

/(v + y/ ) *» =/(*/ + V ) *» =/(r + V ) *«, 

trairement par le point dans le plan y,Ojr,, sera 
un système d'axes principaux. 

Enfin , lorsque les trois momens d'inertie prin- 
cipaux soat inégaux, on peut être certain qu'il 
n'existe qu'un seul système d'axes principaux ; car, 



Si dtux seulement des trois momens d'inertie 
principaux sont égaux , par exemple , ceux qui se 
rapportent aux axes Os^ et Oy^, de manière qu'on 
ait 



il existera encore un nombre infini de systèmes 
d'axes principaux, qui auront tons un asc commun, 
savoir , Taxe Os^. En cfTet , dons ce cas , les deux 
intégrales /y/ dm etfx* dm seront égales; et , en 
vertu des dernières équations (4] , les valeurs de 
fxydm ^fzxdm,fy»dm , pourront se mettre sous la 
forme : 

^fsydm = oc' (/*,• dm — /r/ dm), 
f%xdm = ce" (/s/ dm — fx* dm) , 
fyMdm = c'c" (/»• dm — fs* dm). 

Or, si l'on fait coïncider l'axe Os avec l'axe princi- 
pal 0«,, les angles xOm^ et yOs^ seront droits j on 
aura donc o == et o' = , et par conséquent , 

fxydm = 0, fMxdm = 0, fyMdm = 0. 

Donc , duns ce cas , tout système formé de l'uxe Os, 
et de dcni autres axes rectangulaires, menés arbi- 



soit A le plus grand de ces trois piomens inégaux; 
svpposons , pour un moment, qu'il existe un second 
système d'axes principaux , et désignons par A' le 
plus grand des trois momens qui s'y rapportent : il 
faudrait, d'après le théorème du n» 376 , qu'on eût 
à la fois A> A' ci A'> A; ce qui est impossible, et 
rend inadmissible la supposition d'un secoud sys- 
tème d'axes principaux. 

382. Les points d'un corps, quand il en exista, 
pour lesquels les trou momens d'inertie principaux, 
et, par conséquenè, tous les momens d'inertie, 
sont égaux, jouissent, comme on le verra par la 
suite, d'une proi^riété remarquable, relatif ement 
à la rotation de ce corps. U est donc utile de les dé- 
terminer; et voici comment on y parvient. 

Supposons que l'origine des coordonnées »,y,», 
soit placée au centre de gravité du mobile , et que 
ces coordonnées soient rapportées aux trois axes 
principaux qui se coupent en ce point ; désignons 
par A , B , G, les momens d'inertie relatifs è ces axes 
des s^y^Mf nous aurons ( n» 368 ) 



fxdm = 0, Jydm = 0, fzdm = 0, 
fyadm = 0, fMxdm = 0, fxydm =; 0, 
/(y*+ *«)*• = A, /(#.+ M»)dmt= B,/(*. + y. ) dm = C, 
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*«iitei ces iatëgmtet iMlenilant à W imtse eattére 
«la mobile. . 

Soient «^^ C, y , les coordonnées incoonuet d^m 
des points demandés, rapportées ans aies des s, y, 
^,de sorte qu^on ait, pour ce point particulier, 
•v = «}y=:C,s = y. Transportons-y Torigine des 
coordonnées, sans changer la direction des axes; 
les coordonnées de rélément dm deviendront r — •, 

équations qui se séduisent à 

•C = 0, >• = 0, Cy = 0, 

en Tertu des précédentes. Or, pour satisfaire à ces 
éqnations, il est nécessaire que deux des trois quan- 
tités «, C, y, soient nulles. St donc le point demandé 
existe, il ne ptnt se trooTer que sur i*un des axes 
des coordonnées jr , y , s , c^ett-è-dire , sur Tun des 
trois axes principaux qui se coupent au centre de 
gravité. 

Jefdis C = et y = ; ce qui retient à supposer 
le point demandé, sur Taxe de s , li une distance • 
de ce centre. Alors lesmomensd^inertie relatifs li ce 
point , seront A , par rapport à Taxe des s , et , en 
tertu du théorèiqe du n» 374, B 4- Ha« et C «^ M»* , 
par rapport aux parallèles aux axes des y et des m , 
en désignant par X la masse du corps. D*après la 
condition du problème , on aura donc 

B -)- li^> = C 4;- !«•= A; 

mais pour que ces équations soient possibles, il faut 
qu'en ait B = C ; et quand ces deux quantités seront 
efleciivement égales , on aura 

Mu» = A ~ e ; 

il faudra donc encore qu'on ait A > C, afin que la 
4|aaQiité* aoii réeNe. Cela étant, on aura pour m. 
deux .valeurs réelles , ég«le»«t dn signe contraire , 
saf eir i 



•=*k^ï^ 



w 



par conséquent, il existera deux points qui Jouiront 
de la propriété demandée, et seront situés sur Taxe 
des «, à égale distance de part et d^autre du centre 
de gravité. 

Ainsi, lorsque les trois momens dMnertie A, B, C, 
d'un oorps, relatifs aux axes principaux qui se cou- 
pent à son centre de gravité, sont égaux, il n'existe 
aucun autre point du corps pour lequel les momens 
d^inertie soient tous égaux; nuis si deux de ces 
trois momeus sont égaux , et que le moment inégal 
soit le plus grand des trois , il existe , sur Taxe du 
plus grand moment, deux points pour lesquels tons 

a 

n étant toujours la masse du purallélipipèdc , dont 
le volume eU malntunaut -r- «5o. Je suppose donc 



y — C, s —y. !«»« Ton veut que les momens 
d'inertie relatifs à tontes les droites qui passent par 
cette nouvelle origine soient é^aux,il faut que toutes 
ces droites soient des axes fJrincipaux , puisque, 
d*après le numéro précédent , l*une de ces condi- 
tions est une suite nécessaire de .l'autre. Les axes 
des coordonnées i? — «jy — ^}< — >t étant donc 
des axes principaux , on aura 

. «/ydbu — Cfsdm + •Cfdm == 0, 
- yfxdm — mfsdm 4. yfdm = 0, 
. CfMdm - yfydm + Cyfdm = 0; 

les momens dMnertie seront égaux, et dont les posi- 
tions sont déterminées par la.formu1e (e). 

-383. En appliquant ces résultats à Tellipsoîde 
homogène, on voit que s^il s^agit d'un ellipsoïde 
quelconque dont les tpoiadiamètces principaux sont 
inégaux , il n^y aura aucun point , en dedans ou en 
dehors du corps , par rapport auquel tous les mo- 
mens d'inertie soient égaux ; mais si Ton considère 
un ellipsoïde de révolution engendré par une eU 
lipse tournani autour de son petit axe, il j aura 
deux points sur cet axe ou sur son prolongement , 
qui jouiront de la propriété dont il s'agit; car, dans 
ce cas , deux des trois momeus relatifs oux diamè- 
tres principaux seront égaux , et le moment inégal 
fépondant au plus petit diamètre, sera le plus 
grand des trois. 

Si Ton appelle a et 6 les demi-axes deTeflipse 
génératrice ,^ et qu^on suppose a<,bfde sorte que 
a soit le demi*axe de révolution , on aura 

A=fM6«, B = C=fM(û. + è«)^ 

en faisant 6=0 dans les formules du n» 370 : dia- 
prés la formule (e), on aura donc 



. = ±1/^ 



— a* 



pour la distance des points demandés au centre de 
rellipsoïde. Selon qu'on aura l* ^ 61P ou h» < 
6a* , ces points se trouveront sur le prolongement 
' de Taxe de révolution , en dehors du coi^ ,. ou sur 
l'axe même, en dedans du corps.; dans le cas de 
h» = 6a> , ces deux points se trouveront à la sur- 
face, et coïncideront avec les pèles de Tellipsolde. 
Les axes principaux d'un parallélipipède rectan- 
gle, qui se éoupent à son centre 4b gre^ité, sont 
évidemment parallèles à ses arêtes. En appelant 
donc a, ^ o, les. demi- longueurs de ses trois côtés 
adjacens, les momens d'inertie relatifs & ces axes 
se déduiront de ceux du n» 3(19, qui répondent à 
ses arêtes , en y mettant 2a, 2è , 2e , au lieu de a , 
5,0, et en retranchant , d'après le théorème du 
no 374, les produits M(è* 4" c' ))'(^ + '' )i 
l(a* -f" ^* )• ^® cette manière , on aura 

qu'on ait 6 =r c I afin de rendre égaux les momens 
d'inertie B et C , et j de plus, a < è ^ pour que A 
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soit plut grand que C. L'équation (•) donne alors 



et selon qu^on aura & > 8a , i = 2a , 5 < f a , tes 
deoi points demandés seront situés en dehors du 
mobile , k sa surfaoe , ou dans son intérieur. 



CHAPITRE III. 



DU MOUVEMENT D*UN CORPS SOUDE AUTOUR D*Ulf AXE FIXE. 



$ l^r. IfoiivMiafil de rotation wriformê. 

S84. Lorsqu^nn système de points matériels, liés 
entre eux d^une manière invariable , tourne autour 
d*un axe fixe , auquel ils sont aussi intariablement 
attachés , ils décrivent des cercles perpendiculaires 
à cet axe, et qui ont leurs centres sur cette droite. 
Les arcs décrits dans le même temps par deux points 
différons , sont semblables et d^m même nombre 
de degrés ; leurs vitesses absolues sont entre elles 
comme leurs distances à cet axe; et Ton appelle 
vUêêêê amgulairo du système, la vitesse absolue des 
points dont la distance à Taxe est Tunité. En la dé- 
signant par « , et la distance d'un point quelcon- 
que à Taxe de rotation par r, la vitesse absolue de 
ce point sen r«. Cette quantité «, commune à tous 
les points , variera avec le temps, quand les points 
du système seront soumis à des forces motrices qui 
produiront nn mouvement varié; elle demeurera 
constante dans le cas du mouvement uniforme , 
produit par des percussions' exercées simultané- 
ment sur les différentes parties du système , qui 
aura ensuite été abandonné à lui<mème. Cest de ce 
dernier cas que nous allons d'abord nous occuper. 

386. Soient», m', wf\ etc., les masses des points 
matériels que nous considérons , et f , H, r", etc., 
leurs distances è l'axe de rotation. Supposons que 
des percussions simultanées soient exercées sur 
tons ces points ; chacune de ces forces se décom- 
posera en deux autres , Tune parallèle à Taxe , Tau- 
tre dirigée dans un plan perpendiculaire à cette 
droite; et Ton pourra faire abstraction de la pre- 
mière, dont Teffet sera évidemment détruit par la 
résistance de Taxe fixe. Soient donc r, «', w^', etc., 
les vitesses dirigées dans des plans perpendiculaires 
à Taxe fixe,qui seraient imprimées k m, wf^ m", etc., 
si ces points matériels étaient libres. En désignant 



par •» la vitesse angulaire do système qui en résul- 
tera , ces points prendront des vitesses n* , W» , 
r"« , etc. , perpendiculaires à Taxe et aux rayons 
r, r', r", etc. , et, d'après le principe du n* S63 , il 
y aura équilibre entre les quantités de mouvement 
me, mV, mV, etc., prises dans leun directions 
données , et les quantités de mouvement circulaire 
«r* , m V« , wf^'m , etc. , prises en sens contraire 
du mouvement du système, qui aura réellement 
lieu. 

Pour former l'équation de cet écpiilibre , proje- 
tons les points m, m\ m", etc., et les directions des 
vitesses que nous considérons , sur un plan perpen- 
diculaire k l'axe fixe. Soit Os cet axe (fig. 89) ; 
faisons passer le plan de projection par le point 0; 
sur ce plan , soient P la projection de m, PA la pro* 
jection de la vitesse s, et PN celle de la vitesse r», 
laquelle est perpendiculaire au rayon r ou OP. Soit 
aussi p la perpendiculaire OF, abaissée de sur lu 
droite PA ; les momens des forces ww et wtrm , pro- 
jetées suivant PA et PII , seront mvp et mf*m ; et si 
l'on appelle aussi f^^p'*j etc. , les perpendiculaires 
abaissées du même point sur les projections des 
autres vitesses r', v", etc., on aura 

mr» m + mV» « + m'V» « + etc. 
= mvp + mVy + m"i^y + etc., 

pour l'équation d'équilibre demandée (n» S07). 
* Lorsque parmi les percussions simultanées, il y 
en aura qui tendront à faire tourner le système 
dans un sens, et d'autres dans le sens opposé, il 
faudra prendre, avec des signes contraires, les 
momens des unes et des antres dans le second 
membre de cette équation. Le système tournera 
dans le sens des forces q4 donneront la plus grande 
somme de momens , abstraction faite du signe. En 
représentant par L la somme, positive ou négative, 
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de tous ces momens pris «Tee des signes convena* 
l>les, oo tirera de Téquatioii précédente 



2 indiquant une somme ({uî sMtendà tons les points 
du système. 

Si toutes les Titesses 9, v\ «", etc., sont égales , 
L sera le produit de leur talenr commune v et de la 
somme mp -f- wfff -^ m'y •(" *^^m >*) ^^ plus, 
ces TÎtesses sont toutes parallèles entre elles , et 
qu^on mène par Taxe Os, nn plan parallèle à leur 
direction commune, p, p', f»", etc., seront les dis- 
tances des points m, m^, *•", etc., è ce plan ; et, 
d'après les signes qu*un donnera aux termes de L , 
il faudra les considérer comme positives ou comme 
DégatiTes , selon que les points m, m\ wf', etc., se- 
ront situés d'un côté on de Tautre de ce plan. Par 
conséquent , M désignant la somme des masses m, 
m', mfj etc., et 9 la distancepositite on négative de 
son centre de gravité h ce même plan , nous aurons 
(no 66) 

mp + m'pf + m'y + etc. = JHq } 

il en résultera L sMeg, et la valeur de « devien- 
dra 

Mvq 



Si la vitesse v est imprimée seulement à une par- 
tie des points du système , et qu'on ne communi- 
que directement aucune vitesse à l'autre partie , on 
aura de même 

/4 étant la somme des masses qui ont reçu la vi- 
tesse r, et f la distance du centre de gravité de cette 
partie du système au plan mené par l'axe fixe , pa- 
rallèlement à la direction de s. 

S86. Supposons actuellement que le système des 
points M, m', m", etc.^ soit nn corps solide; il suf- 
fira alors de changer, dans les formules précéden . 
tes , la masse m d*un point quelconque dans Télé- 
ment différentiel de la masse du corps , que nous 
représenterons par <fan, et la somme 2 en une inté- 
grale. La quantité "Xmr* deviendra donc l'intégrale 
fr* ito^ étendue à la masse entière du corps, et 
elle exprimera son moment d'inertie par rapport à 
l'axe de rotation ; par conséquent , la dernière for- 
mule se changera en celle-ci : 



" fr* dm' 



(») 



Cette formule se rapportera au cas d'un corps 
solide retenu par un axe fixe , et frappé par un au- 
tre corpV qui s'attache au premier, de sorte que ces 
deux corps n'en forment plus qu'un seul , tour- 



nant autour de l'axe fixe avec la vitesse angn* 
laire «. La masse du corps choquant est f», sa vitesse 
avant le choc , qui était commune à tous ses points 
et perpendiculaire à la direction de l'axe fixe, cstv, 
et /* exprime la distance de son centre de gravité è 
un plan parallèle à cette vitesse et passant par l'axe 
de roUtion. L'intégrale /r* liai devra s'étendre aux^ 
deuxmassèl réunies après le choc. Si le corps cho- 
quant ne restait pas attaché à l'autre après le choc, 
la détermination de la vitesse angulaire de celui-ci 
serait un problème différent, dont nous nous occu- 
perons dans un autre chapitre. 

Quand le corps retenu par nn axe fixe sera cho- 
qué simultanément par plusieurs masses f», /*'} 
fi", etc., animées de vitesses v, v', v", etc., perpen- 
diculaires à la direction de l'axe , qui se réuniront 
à ce corps après le choc, on aura , ponr la vitesse 
angulaire qui sera produite , 

fr* dm 

l'intégrale s'étendant à la masse toUle, et/,/*, 
/^, etc., désignant les distances des centres de gra- 
vité de p. , f»', m", etc., à des plans menés par Taxe 
de rotation, parallèlement aux vitesses v, v', v",etc. 
Ayant pris avec le signe + le premier terme du 
numérateur de cette formule , on prendra les au- 
tres termes avec le signe -|- ou avec le signe — , 
selon que les percussions correspondantes tendront 
Il faire tourner dans le sens de celle qui répond au 
premier terme, ou dans le sens opposé ; et selon 
que la valeur de « se trouvera positive ou néga- 
tive , la rotation aura lien dans le sens de cette 
force ou en sens contraire. Quand on aura « = 0, 
le système restera en repos, et toutes les percus- 
sions se feront équilibre. Au lieu d'être simulta- 
nées, si elles sont successives, la valeur de « , 
après tous les chocs , sera encore donnée par la 
formule précédente; car après un premier choc le 
mouvement est le même à chaque instant , que ai. 
ce choc avait lieu actuellement^ par conséquent , 
on peut supposer qu'il ait lieu à l'instant du second 
choc, pour déterminer la vitesse angulaire après la 
seconde percussion ; et ainsi do suite. 

387. Lorsque le mouvement de rotation com- 
mence autour d'un axe fixe , cette droite éprouve 
des percussions qu'il est important de déterminer; 
elles sont dues aux quantités de mouvement per- 
dues, à cette époque, par les différons points du 
mobile, qui se font équilibre au moyen de l'axe 
fixe, et doivent , conséqnemnient , se réduire à des 
percussions dont les directions rencontrent cet axe, 
on lui sont parallèles. Les percussions parallèles se 
déterminent immédiatement; ce sont les compo- 
santes, suivant cette direction , des quantités de 
mouvement qui ont été imprimées au mobile : nous 
en ferons abstraction , comme dans le n* 386 ; et 
nous supposerons que le mouvement de rotation 
soit celui qui a été produit par un choc perpendicu- 
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laire à la direction de l'axe fiie, et auquel répond 
la formule (1). 

Preuona l« point P pour le centre de graTÎté de/a, 
et la droite PA pour la direction de sa TÏtette avant 
le dtkw: , de manière que f aoit la diitance OF de 
oeite droite à Taie Os. Dans le plan perpendiculaire 
fc oet axe fixe , et comprenant la droite Vk , menons 
per le point de cet axe deux autres axArectangii- 
laires Or et Oy. Soient s, y, s, les trois ooordonndei 
de Am^ rapportées aux axes Os , Oy , Os; la vitesse 
rt» de ce point matériel étant perpendiculaire au 
rayon r et parallèle au plan des s et y ^ il est aisé de 
Toir que les cosinus des angles qu^elle fait avec ees 

y ' 

trois axes sont — —, — et léro, en supposant que la 

r r 

rotation ait lieu dans le sens indiqué par la flècbe 
#; par conséquent, elle se décomposera en deux 
vitesses — y* et jr« , parallèles aux axes Oir et Oy» 
Les composantes des quantités de mouvement de 
tous les points du corps suivant cea directions, se- 
ront donc *- «Jydm et «ffsdm, ou , ce qui est la 
néme chose, — «Vy^ et «Hjt,, en désignant toujours 
par M la masse entière après le choc , et représen- 
tant par 9j et y^ les valeurs de jr et y qui répondent 
^ son centre de gravité. Les sommes des momens de 
toutes ces quantités de mouvement , par rapport au 
flan des x et y, seront — «Jjfsdm et mfsidm£ elles 
devront être égales ( n» 54) aux momens des forces 
totales — ttfjfim et «ffsdm , par rapport au même 
plan,c^est-à-dire, à — «My^s' et «Hjr^s'^, en appelant 
a' et j" les distances de ces deux forces à ce plan ; 
on aura donc 

■y,s'=/y.d>i, MV' = /'*•*•, («) 

pour déterminer ces deux quantités •' et «", positi- 
ves ou négatives* 

Ceb posé , les quantités de mouvement perdues 
par tous les peints de la masse M , et qui f e font 
équilibre au moyen de Taxe fixe, pourront être rem- 
placées par une force «Vy^ parallèle à Taxe des « et 
•ilnée li la distance s' du plan des s et y^ par une 
force — «l4r,, parallèle à Taxe des y et située à la 
distance s" de ce pian, et par la force fi», à laquelle 
on conserve sa direction, du point P ? ers le point A« 
Ces trois forces se réduiront au moins à deux, qui 
rencontreront Taxe fixe, et exprimeront le9 perçus* 
slons qu^il éprouve , perpendiculairement à sa lon- 
gueur. Quand elles se réduiront à une seule , Taxe 
éprouvera une percussion unique, et il suffira que 
le point où il sera rencontré par cette force soit sup- 
posé fixe , pour que cet axe puisse résister. 

888. Si la droite Oa est un des trois axes princi- 
paux de ■ , qui se coupent au point 0, on aura 

fatMdm = 0, fyMdm = 0. 

Les distances s' et s'' seront donc nulles ; et les for- 
ces «Vyi et — tÊ^i^n ainsi que la force ^v, éta'ht 
Unîtes itrois comprises dans le plan des ^r et y, la 
pepouss^on unique , à laquelle elles se réduiront , 



pasaera par le point 0; Pou» en déterminer la gran- 
deur et la direction , soient R cette force , a et (les 
angles qu^elle fait avec les axes Ox et Oy , « et C les 
angles que fait la droite PA avec des paroilèlea à oee 
axes , menées par le point P \ nous aurons 

R eos • = tâ9 CM » •(" *'yi f 
R cos 6 =z fiv cos C — mMs, ; 

et comme la valeur de « est donnée par la for- 
mule (l) ) et que les coordonnées x, et y^ du centre 
de gravité de H sont aussi connues , il n^y aura rieo 
d^inconnu dans ces valeurs des deux composantes 
de la force R. 

Puisque cette résultante doil passer par le point 
0, il faudra que I» somme des momens de ses trots 
composantes , par rapport à ce point , soit égale à 
xéro. Or, en désignant par y' et x* les distances aux 
axes Os et Oy des forces ^Vy^ et — «9^|i parallèlpe- 
à ces droites, et ayant égard au sens dans lequel ce» 
deux forces et la percussion /av tendront è faire 
tourner autour du point , on en conclura 

•Hy^' -(- •ViPjJv' — fkvf = } 

/étant toujours la perpendiculaire OF abaiuée du 
point 11 sur la droite PA. C'est, en efCet, ce qu'il est 
aisé de vérifier; car en considérant les momens par 
rapport aux plans des s et jb et des yet s , de toutes 
Les quantités de mouvement parallèles à ces plans , 
dont lea sommes sont -^ «Myj et «M«„ on aura 

• 
et ces valeurs, jointes k celles de m , rendent iden- 
tique Téquotion précédente. 

Pour que Paie fixe n^éprouve aucune percussion, 
il est aiséde voir quMI faut d'abord que les distan- 
ces s' et a" soient nulles; en vertu des équations (2), 
cela ne peut donc arriver que quand la droite O^est 
un des axes principaux qui se coupent au point O , 
ainsi que nous venons de le supposer. Cette condi- 
tion remplie, il faut , en outre , que la fortse R soit 
nulle ; ce qui exige qu^on ait 

t»v cos « = ^ «^y/* 1"^ oos. C z= mUXf» 



On en déduit 



g, cos « 



yi cos C 



+ 1=0; 



équation qui exprime que la droite PA doit être 
perpendiculaire au plan passant par Taxe fixe et par 
le centre de gravité de X. De plus , en désignant 
par fj la distance de ce point à cet axe | Ica étpia- 
tions précédentes donneront 

^« 9* = •> M» ( i-/ + y,* ) :?= m* 1» r» j 

et si Ton met pour • sa valeur fournie par la for- 
mule (1) , on en conclura 
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Ainsi , qoftnd na corps solide , reteoa par un ûi» 
fixe, est frappé par un second corps dont la.maisi 
demeure attachée à celle do premier, il faut, pour 
qu^il n^y ait aucune percussion sur Taxe fixe, 
!• que le choc soit dirigé dans le plan Je deui droites 
qui font, a? ec Taxe fixe, un système reotdngnlluM 
d^axes principaux du corps formé des deux m«ssc0 
réunies j 2o que sa direction soit perpendicukire 
an plan du centre de gravité de ce corps et de faie 
fixe \ 3* que cette direoilon 9A lencentrb ee plan 
en un point dont la distaaôe^-i Taxe 'de rotation est 
donnée par la formule précédente. Ce point est ce 
qu*on appelle le csnirê d» percusêian, 

388. Pendant qu'un corps solide tourne autour 
d^un axe fixe, les forces oeotrifuges d« ses difféseos 
points exercent sur cet axe des pressions que nous 
allons déterminer , et qui sont les seules qui aieul 
Ueo dans le inonrement uniforme on les pptnl^du 
mobile ne sont sollicités par aucune force motricf • 

En conservant le%notations précédentes, on aura 
rm* dm{n9 169) pour la force centtifuge de Télé- 
ment dm, dont la vitesse est r« , et qui décrit un 
cercle du rayon r ; et comme cette force est dirigée 
suif antle prolongement de r, lescosinut des anglet 

* y 

qu^elle fait avec les axes des i?, y, a, seront —, f— et 

r f 

téro. Si donc on la transporte au point où sa direc- 
tion rencontre Taxe Os, elle pourra être remplacée 
pnr deux forces comprises dans les plans jrOs et 
yOs, parallèles aux axes Oir et Oy, et égales à 
jr«* dm et y»« dm, La même chose ayant lieu pour 
tous les élémens du mobile, on en conclut que l'axe 
Os sera tiré, suivant ces directions , par des forces 
qui auront pour valeurs m*fxdm et •> Jydm, ou, ce 
qui est la même chose , •• lîx^ et u* Hy^ d'après les 
notations précédentes. On voit aussi que les distan- 
ces m' et tf' de ces deux pressions totoles , au plau 
df s iP et y , seront données par les équations 

Ms is' = fsMdm, Hy ,m" = fjfMdm,. (3) 

inverses deséquations (2) relatives aux percussions. 

Lorsqu^on aura m' =r s", les deux pressions «> Ms 
et m* My,, seront appliquées en un même point de 
Taxe Ozf elles se réduiront à une seule force per- 
pendiculaire à cette droite, dirigée dans le plan qui 
comprend le centre de gravité du mobile, et dont 
m* Mff sera la valeur^ r, étant la distance de ce cen- 
tre à Taxe fixe. 

Ce cas aura lieu toutes les fois que Ojs sera un 
des trois axes principaux qui se coupent au point 0. 
Dans ce cas, les seconds membres dits éqna- 
tions (3) seront nuls, et l'on aura s' = U et »" =; 0. 
La pression unique que Taxe éprouvera pendant le 
mouvement de rotation passera donc par le point 0; 
en sorte qu^il suffira que ce point soit fixe, pour 
que cette pression soit détruite , et que Taxe de- 
meure immobile. Quel que soit le point fixe ap- 
partenant è un corps solide, ou lié invariablement 



è ce corps , il y a donc toujours trois droites rectan- 
gulaires, passant par ce point, autour desquelles le 
corps peut tourner , sans que ces axes de rotation se 
déplacent , et comme' sMIs étaient entièrement 
fixes. 

Telle est la propriété relative au mouvement uni- 
forme de rotation , dont jouissent les droites qoe 
nous avons nommécs.axesprincipau». Elle lenr ap- 
partient exclusivement^ car si le corps tourne tns^- 
tour d*une droite Oj , qui ne soit pas un des trois 
axes principaux relatifs au point fixe , les deux 
pressions •> JLr| et •• Vy^ séiront, en général, itré- 
ductibles à une s^ule ^ ou bien, si elles se réduisent 
à une seule, k cause dejs' = s", cette pression 
unique passera par un point différent de ; par 
conséquent, il faudra qu'un second point, ou Taxe 
entier, soit supposa fixe, pour que. les pressions 
dues aux forces centrifuges soient détruites , et que 
l'axe de rotation ne soit pas déplacé pendant le raour 
vement. 

Quand un corps retenu par un point fixe , et 
qui n^est soumis à aucune force motrice ^ aura com- 
mencé à tourner autour d^un des trois axes qui se 
coupent en ce point , le mouvement continuera in- 
définiment autour de cette droite. Cela aura lien , 
par exemple , si le mobile est rais en mouvement 
par un choc dirigé dans le plan des deux autres axes 
• principaux relatifs à ce point 0, puisqn'alors, diaprés 
le numéro précédent , les percussions qu'éprouvera 
Taxe, dans le premier moment , se réduiront à une 
seule qui passera par ce point fixe, et sera détruite 
par sa résistance. Si est un des points particuliers 
pour lesquels tous les momens d'inertie sont égaux, 
l'axe autour duquel le corps commencera à tourner 
sera nécessairement un axe principal \ et, de quel- 
que manière que le corps soit mis en mouvement 
autour de ce point fixe. Taxe de rotation demeurera 
immobile. Ainsi , un ellipsoïde de révolution , ou 
un parallélipipède , retenu par un des points dont 
nous avons déterminé précédemment la position 
( no 883) , tournera toujours autour d^un axe immo- 
bile. Il en sera de même à l'égerd d'une sphère dont 
le centre est fixe j ou d^un cube retenu par le point 
aitné à l'intersection de ses trois diagonales ; et de 
plus , dans ces deux derniers cas , le point fixe étant 
le centre de grovité , Taxe de rotation demeurera 
encore immobile, quoique le corps soit pesant. Dans 
le cas général , les forces motrices qui agiront sur le 
mobile, produiront , comme les forces centrifuges, 
des pressions sur l'axe de rotation , qui contribue- 
ront à le déplacer, quand elles ne se réduiront pas à 
une seule force passant par le point fixe. 

390. Si la droite Om est un des (rois axes princi- 
paux qui se coupent au ceutre de gravité G du corps 
que l'on considère, elle sera encore un des trois axes 
principaux de ce même corps au point quelconque 
de sa direction. En effet , soit y la distance OG de 
ce centre au point 0. Sans changer la direction pré- 
cédente des coordonnées s , y, s, transportons leur 
origine su point G ; celle de Télément quelconque 
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dm deviendront m ,ff,M — >)C^« diaprés la défini - 
tion des aies principaux , on aura 

fx (s — ^) rfm = fsMdm — y fjfàm = , 
fy (» — y) dm =: fysdm — y fydm = 0. 

De plus , le point G étant sur Taxe des s , on a 
frdm = et fydm = 'O ; il en résulte donc 
fs%dm = tifyidm = ; d^oû Ton conclut que 
Os est un des trois axes principaux qui se coupent 
au point 0. 

On déterminera la direction des deux autres axes 
principaux dans le plan des « et y, par la transfor- 






mation des coordonnées. Soient s* et y' celles de 
dm par rapport à cet deux autres axes ; il faudra 
qu^on ait 

fy'^dm = 0, fs'sdm = 0, fytdm = } 

mais si Ton appelle I Tangle compris entre Taxe 
des «' et celui des s , on aura 

s' = c cos I — y sin I , y* =r # sin I -|- y cos I ; 

or, en substituant ces valeurs dans les équations 
précédentes, les deux dernières disparaissent à 
cause de fm%dm = et fyMdm = ; la première 
détient 



(cos* • — sin* •] Jxydm -|- •in t cos • (/jrt dm — /y» dm) = \ 



et l'on en tirera la valeur de 6. Les intégrales que 
cette équation renferme pourront changer de va- 
leur avec la position du point 0; en sorte que le 
long de Taxe Os, les deux autres axes principaux 
ne seront pas, en général, parallèles à eux-mêmes. 
Les quatre équations 

fsdm = 0, fsMdm=:Oi /ydwssO, fyMdm = 0, 

ayant lieu en même temps , il suit des deux pre- 
mières que les pressions parallèles et comprises 
dans le plan des s et s , qui proviennent des forées 
centrifuges , se réduisent à deux forces égales et 
directement opposées; et en vertu des deux der- 
nières équations, la même chose a lieu à Tégard 
des composantes comprises dans le plan des y et s. 
Par conséquent , lorsqu'un corps tourne autour de 
Tun des trois axes principaux qui se coupent à son 
centre de gravité, les forces centrifuges de tous 
•es points ne produisent aucune pression sur Taxe 
de rotation ; et si le mouvement a commencé au- 
tour d^un tel axe , il continuera indéfiniment , sans 
que cette droite ait aucun point fixe, en supposant 
toujours qu'aucune force motrice n*agit sur le mo- 
bile. 

Ce résultat est évident dans le cas d'un ellip- 
soïde tournant autour d'un de ses trois axes do fi- 
gure ; car tout étant symétrique autour de chacune 
de ces droites , il n'y aurait pas de raison pour 
qu'elle éprouvât une pression dans un sens plutôt 
que dans le sens opposé. 

$ U. Mouvement de roiaiiên oarii. 

391. Soit toujours dm un élément quelconque 
de la masse du mobile , tournant autour de l'axe 



fixe Os (fig. 90} . Par un point 0, pris arbitrairement 
sur cette droite, menons deux autres axes fixes Os 
et Oy, perpendiculaires entre eux et è l'axe Os ; et 
au bout du temps quelconque f , désignons par s , 
y, s, les trois coordonnées de dis, rapportées à ces 
axes Oxj Oy, Os. Au même instant, les composantes 

dx 

de la vitesse, parallèles à ces droites, seront—, 

dt 

djf dx 

— , — . Or, quelles que soient lesforces appliquées 

dt dt 

à l'élément dn , je les décompose parallèlement à 

ces mêmes axes ; et , au bout du temps I, je désigne 

par X , T, Z , les composantes suivant les jp, y , s , 

positives, de la force accélératrice donnée qui agit 

sur ce point matériel. Si ce point était libre , les 

dx djf dx 
composantes — , — > , —, de la vitesse , augmen- 

dt dt di 
teraient de Xdf , Ydl, Zdf, pendant l'instant dt 
(no 147) ; mais ces fonctions du temps augmentent 

dx dff dx 
réellement de leurs différentielles d. —, d.— , d. — ; 

dt dt dt 

par conséquent , les vitesses perdues pendant Tin- 
stant dt^ suivant les directions des coordonnées , 
sont 



dx dx dx 

Xdt-^d,--, "ïdi — d,-^, Zdi-^dt.—. 
dt dt dt 



En les multipliant par dm, et divisant par d|, on 
aura 



(.-tsy^ (,-±ï)*. (z-±i)*., 



pour les composantes de la force perdue par l'élé- 
ment dm , pendant cet instant df, à raison de sa 
liaison avec les autres points du corps et avec l'axe 
de rotation. Donc , en vi*rtu du principe du n» 360, 
l'équilibre devra avoir lieu autour de cet axe fixe. 



entre de semblables forces appliquées à tous les 
points du mobile. 

Pour former l'équation do cet équilibre , il suf- 
fira lie mettre les deux premières des trois forces 
précédentes à la place de P cos « et P cos C , dans 
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le premier terme de rëquotion (5) da n» 269 , «t 
dMgaler enf uite à xéro U somme des valeurs de 
cette quAntité, pour tous les points du corps , la- 
quelle somme sera une intégrale étendue a la masse 
entière. En faisant passer les différentielles dans le 
premier membre et les forces damnées dans le se- 
cond , nous aurons , de cette manière, 

/ ('^ -'w)^ =A'^ - *^^ *•' (•) 

pour Téquation demandée , qui sera celle du mou- 
vement de rotation autour de Taxe des s. 

302. Soit • la vitesse angulaire au houi du 
temps tf et supposons que Ton considère cette 
quantité comme positive ou comme négative, selon 
que le mouvement de rotation aura lieu dans le 
sens indiqué par la flèche #, on dans le sens op- 
posé. Soit aussi r le rayon du cercle que décrit dbi, 
ou la perpendiculaire abaissée de ce point sur Taxe 
0^1 sa vitesse absolue sera rm, et Ton aura 



dx 


ày 


— = — y», 


— = «• 


dt 


dt 



pour les valeurs de ces deux composantes. En effet, 
si P est la projection de dm sur le plan des m et y, 
et qu^on tire le rayon OP et la perpendiculaire 
QPP' & OP, laquelle coupe en Q et Q' les axes Os 
et Oy, on aura 

y * 

OP = r, cos *QP r= cos yQ^P* = — ; 

r r 

et comme la vitesse r« sera parallèle è la droite 
QPP', ce sera par ces cosinus qu^il faudra la mul- 
tiplier, pour avoir les valeurs de ses composantes 

ds dff 
— et-—. 
di di 

En observant que s* -f- y* = r« , on déduit de 

ces valeurs 

*rfy — yds = r» «di, (2) 

Je différentte par rapport à I; à cause que le rayon r 
est constant, on a 

sd* y — f/d* X := r* dmdti 

et dm étant pne quantité commune à touis les points 
du corps, qui doit être regardée comme constante 
dans Tintégration relative à dm , Téquation (1) de- 
vient 



^/r«d»=/(*T-yX)ii».; (3) 
dt 

ce qui fera connaître la valeur de <2m, correspond 
dante à une position donnée du mobile. 

Si Ton décompose la force accélératrice qui agit 
BUT liai en deux autres, Tune parallèle à Taxe Ojb , 
et Tautre comprise dans on plaii perpendiculaire à 



cette droite , on pourra faire abstraetion de 1^ pre- 
mière, qui ne peut contribuer au mouvement de 
rotation; la seconde , que j^appellerai f , sera la ré- 
sultante de X et T. Je projette les trois forces X , 
Y, f , sur le plan des s «t y ; je suppoie que PC soit 
la direction de f ainsi projetée; et j^appelle h la 
perpendiculaire OH abaissée du point sur PC ou 
sur son prolongement. En considérant les momens 
par rapport au point 0, on aura (n» 46) 

sT -yX = ± kf, 

selon que la force p tendra à faire tourner dans le 
sens de la flèche #, ou dans le sens opposé. J^appelle 
aussi l Tangle Q'PC que fait la droite PC avec la 
perpendiculaire PQ' au rayon OP, menée dans le 
sens indiqué par la flèche #. Cet angle sera aigu ou 
obtus, selon qu'on devra prendre le signe supérieur 
ou le signe inférieur dans Téquation précédente ; 
àcause de OP = r, on aura donc toujours 

± Jk = r cos i; 

et , au moyen de ces valeurs , Téquation (3) de- 
viendra 

dm 

— /r» dm = frp cos i dm. 

dt 

Or, si les forces données n'agissent sur le mobile 
que pendant un temps très court ; qu'elles soient 
néanmoins capables de produire, pendant cet 
intervalle de temps , des vitesses données qui ne 
soient pas très petites j et que pendant ce même 
temps les directions de ces forces, non plus que les 
positions des points du mobile , ne changent pas 
sensiblement , on aura , en intégrant par rapport 
è t les deux membres de cette équation , 

«/r* dm = frv cos # dm; 

V étant l'intégrale /çd< pendant la durée de l'action 
des forces, c'est-à-dire, la vitesse que la percus- 
sion exercée sur dm imprimerait à ce point maté- 
riel, s'il était entièrement libre. Cette équation 
est celle du mouvement uniforme de rotation , et 
l'on en déduira , sans difficulté , les formules du 
no 386. 

Dans le mouvement varié, l'équation C^) ** 
change en une équation différentielle du second 
ordre , de laquelle dépend la position dn mobile à 
chaque instant, et sa vitesse en fonction du temps, 
ainsi qu'on le verra tont à l'heure par un exemple ; 
mais auparavant il convient de déterminer les pres- 
sions que l'axe de rotation éprouve pendant la durée 
dn mouvement. 

803. Je considérerai seulement les pressions per* 
pendiculairesà cet axeO«, qui sont dues aux com- 
posantes parallèles aux axes Os et Oy^ des forces 
perdues par tous les points du mobile , dont les ré- 
sultantes devront cooper Taxe fixe. 

31 
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En appelant U et V les sommes de tooles c«t 
forces , on aura , d'après le n» 891 ^ 

et si Ton désire par « et v les distances des forces 
totales U et V au plan des m et y, on aura aussi 
(no 54) 



En Tortu des valeurs précédentes de — et — , 

di dt 



on a 

d»y *• ^* **• 

-~ = * — + • — = »— -^f»». 

^ di dt di 

J'élimine — au moyen de l'équation (8) ; je désî- 

di 
gne par «^ et y^ les valeurs de» et y qui répondent 

au centre de gravité du mobile, et par M sa masse, 

de sorte qu'on ait 

fgdm = HjPj, fifdm c= ly^; 

dts d*if 
en substituant ensuite les valeurs de — et — 

iK* di* 

dans les formules précédentes , elles deviennent 



U = 



y = 



fyMdm,f{wl — yX) (An 



Un = «* fsidm -l* f^'^dm •(- 



/r" <ftn 



ff dm 



Quand la vitesse angulaire m sera connue^ ces 
équations feront connaître les pressions U et V pa- 
rallèles aux axes Os et Oy, que l'axe Ojs aura à sup- 
porter, et les distances « et « comprises entre le 
point et les points d'application de U etV sur 
cet axe. Lorsque les forces X et T sont nulles , ces 
résultats coïncident avec ceux du n» 389. Quand la 
droite Os passepar le centre de gravité du mobile, 
on a jp| = et y^ == 0, et , conséquemment, 

en sorte que la charge totale de l'axe fixe est la 
même-que dans l'état d^équilibrej mais elle est, en 
général , autrement distribuée. Si l'axe fixe est, en 
outre, un des axes principaux qui se coupent 
au centre de gravité, on a aussi fssdm=: Oet 
fyMdm = 0; il en résulte 

Vit = /sXdm s Vv = /sTdm; 

et la charge de l'axe se trouve partagée, dans l'état 
de mouvement , comme dans l'état d'équilibre. 

394. Appliquons actuellement l'équation (3) au 
cas d'un corps pesant , tournant autour d'un axe 
horixontal. 

Si l'on désigne par g la pesanteur, et qu'on sup- 
pose l'axe Oy vertical et dirigé dans le sens de cette 
force , on aura 

X = 0, Y = y5 



et , à cause de/rdm = Mr^, l'équation (S) se ré- 
duira à 



dm 
di 



fr* dm =: :yK^ 



'^- 



(4) 



Au bout du temps I, désignons par 8 l'angle com- 
pris entre le plan mobile qui passe par le centre do 
gravité du corps et le plan fixe des y et s ; angle 
que nous regarderons comme positif ou comme 
négatif, selon que le plan mobile se trouvera, re- 
lativement au plan fixe , du côté de l'axe des s po- 
sitives ou du côté opposé. Soit a la distance con- 
stante du centre de gravité à l'axe Os ; on aura 

Xj == a sin 9 ^ 

et, d'après le sens de la vitesse «, positive ou né- 
gative , on aura aussi 



• ^ 



di 



ce qu'on déduit également de l'équation (2), appli* 
quée au centre de gravité, c'est-à-dire , aux valeurs 
« sin I , y cos I , a , de jp , y, r. Soit enfin Hft* le 
moment d'inertie du corps par rapport à un axe 
passant par son centre de gravité et parallèle à Os ; 
k sera une ligne de grandeur donnée } et, d'après 
le théorème du n^ 374 , nous aurons 

/r* dbi = H ( a* + ftt ), 
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pour le momeiitd*iaertie par rapport m Taxe de ro- 
tation. 

An moyen de ces Taleura de «n «f/r'dM», Téqua- 
tion (4) devient 

d* I ga sin I 

"Âî ^ a» +*» 

En multipliant par Sill, et intégrant, on aura donc 

dl* 2ga cos I' 



di» 



=:c; 



a* + ik» 

« étant la constante arbitraire. Si Ton supppse 
qu^on ait , à Torigine du mouvement , 

dl 

df 
cette constante aura pour Taleur - 



n« — 



2jra cos I 



et il en résultera , à un instant quelconque ^ 

= n. . (o) 



dt* Éjra (cos « — oos I) 



df . ^9 



et , en effet, il est aisé de vériEer qu^elle s^accorde 
avec Téquatlon (1) du n» 180, relative au mouve- 
ment du pendule simple. 

En comparant les équations (a) et (6) , on voit 
que ce mouvement coïncidera avec celui d^un pen- 
dule quelconque , toutes les fois que les coefficiens 

^9 2ga 

— ^^ r, 1 > P"' lesquels ces deux équations 

diffèrent Tune de Tautre , seront égaux , c*est-à- 
dire, lorsqu^on aura 

h* 

' = « + -. (c) 
a 

Cent donc diaprés cette formule que Ton calcu- 
lera , ainsi que nous Ta vous annoncé dans le n» 179, 
la longueur du pendule simple , correspondant à un 
pendule donné ; les deux quantités a et ft qu*e1Ie 
renferme pourront toujours se déterminer exacte- 
ment , on par approximation , au moyen des règles 
connues , quand on connaitra la forme du pendule 
composé. 

Lorsque ce pendule fera de très petites oscilla- 
tions , il*en sera de même à l*égard du pendule sim- 
I pie. Si Ton désigne par T la durée d^une oscillation 
entière, on aura donc (n» 182 ) 



Cette équation est celle du mouvement d'un pen- 
dule de forme quelconque , tournant autour d^un 
axe horisontal. Dans son état d'équilibre , le plan 
passant par son centre de gravité et par Taxe fixe 
est horisontal, et Ton a a = 0, n.r=0, 9.= 0. 
On écarte le corps de cette position , de sorte que 
ces deux plans comprennent un angle donné «. Si 
on l'abandonne ensuite à lui-même, on aura n= 0; 
si, au contraire , le mobile éprouve une percussion 
à l'origine de son mouvement^ la vitesse initiale SX 
devra être déterminée par les règles du n» 386 , ou 
donnée d'une manière quelconque; et, dans tous 
les cas , l'équation (a) fera connaître la 'vitesse an- 
gulaire du mobile à un instant quelconque d'après 
la position de son centre de gravité. En la résolvant 
par rapport à df^et intégrant ,.on aura la valeur de t 
en fonction de ft , ou réciproquement ; ce qui dé- 
terminera la position variable de ce centre, et , par 
conséquent, celle du mobile & chaque instant. 

806« Si ce corps pesant se réduit à un point ma- 
tériel , attaché à Taxe Os par un fil inextensible et 
inflexible , dont on néglige la masse , et qui soit 
perpendiculaire à OjS ^ on aura le cas du pendule 
simple , d'après la définition du n» 179. En appe- 
lant /sa longueur, on oura a = /; H sera la masse du 
point matériel; et le moment d'inertie M (a* -f"^* ) 
devra se rédaire au produit de cette masse et du 
carré de sa distance ik l'axe fixe. On aura donc l( = ; 
par conséquent , Téquation (a) , appliquée à ce cas 
particulier, deviendra 



d«i ^ I ■ ^ ' 



w 






En comptant , pendant un temps considérable , le 
nombre des oscillations du pendule composé, et di- 
visant le temps total par ce nombre , on aura la Ta- 
leor de T ; et en la substituant , dans cette dernière 
formule, avec la valeur de / correspondante au pen- 
dule qu'on aura employé , on en conclura , comme 
nous l'avons déjà expliqué ( n» 193) , la mesure de 
la pesanteur^ avec une extrême précision. Les lon- 
gueurs du pendule simple étant entre elles comme 
les carrés des durées des petites oscillations , si l'on 
appelle x la longueur du pendule à secondes , et 
qu'on prenne la seconde pour unité , on aura aussi 

i 
X = —, 
T» 

pourcalèuler ta valeur de x d'après celles de \ et T. 

896. Si l'on trace dans l'intérieur du pendule 
composé, au-dessous de son centre de gravité et 
dans le plan de ce centre et de l'axe de rotation , 
une droite parallèle à c^ axe, dont / soit la distance 
à ce même axe , le mouvement des points de cette 
parallèle ne sera ni accéléré ni retardé par leur liai- 
son avec les autres points du corps. Parmi tous les 
points de cette droite, on appelle proprement oenfre 
^Oêeiikaion le point situé sur la même perpendicu- 
laire à l'axe que le centre de gravité. 

Soient ABD (fig. 91) la section du pendule perpen . 
diculaire à l'axe de rotation et passant par son centre 
de gravité , G ce centre , et G le point où cette seo- 
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tion est conpëe par t'aie ; prolongeons la droite GG 
josqn'en 0, de sorte qn^oo ait 

CG == a; GO == — I 

a 



et , conséquemment, 



k* 



CO = a H = '. 

a 

Le point Osera le centre d'oscillation; et après a^oir 
fait osciller le pendul e donné antonr de Taxe perpen- 
diculaire à la section ABD et passant par le point C, 
si on le renverse et qu'on le fasse osciller de nou- 
veau autour de l'axe passant par le point et per- 
pendiculaire à cette même section , le point C de- 
Tiendra le centre d'oscillation ; théorème que Ton 
énonce ordinairement en disant que les centres 
C et de suspension et d'oscillation , sont réci- 
proques l'un de l'autre. 

En effet , dans les deux cas , le moment d'inertie 
U*est le même, puisqu'il se rapporte toujours & l'axe 
perpendiculaire à ABD et passant par le point G • 
on sorte que la quantité h* ne changera pas. De 
plus, soit 0' le point du prolongement de OG qui 
sera le centre d'oscillation , quand sera devenu le 
centre de suspension ; en appelant V la distance 00', 
sa valeur se déduira de la formule (c), en y mettant 

OG au lieu de GG , c'est-à-dire , -— au lieu de a; on 

a 
aura dono 

tz=:^ + a = i, 00' = GO; 

a 

et, oonséquemment , le point 0' coïncidera avec le 
point G. 

807. La durée des oscillations très petites, au- 
tour des deux axes perpendiculaires & ABD et pas- 
sant par les points C et 0, est la même et égale & 




— ; / étant toujours la distance GO. Ré> 

9 
ciproquement, si la dorée des oscillations très pe- 
tites est la même autour de deux axes parallèles , 
dont le plan contient le centre de gravité G , et qui 
n'en sont pas équidistans, leur distance mutuelle 
sera la longueur i du pendule simple qui oscille 
anssi dans le même temps. 

En effet , soient a et a' (es distances inégales du 
centre de gravité à ces deux droites parallèles, et, 
oonséquemment , 4" a' leur distance mutuelle; 
soit aussi Mk* le moment d'inertie par rapport à l'axe 
parallèle passant par le centre de gravité. Puisque 
la durée des osoill étions est la même autour des 
deux droites, il fsudra qu'on ait 

A* k» 

«' + - = a+-, 



d'où l'on tire 

k* 

a 

dono, en rejetant la première valeur de a', nons 

aurons 

k* 
m + a*=^a + -^^ 

a 

Par conséquent, si l'on mesure la dîilance a •(- •' 
des deux axes synchrones, on aura la longueur du 
pendule simple qui correspond à la durée commune 
de leurs oscillations. 

Ce moyen a été employé avec succès , en Angle- 
terre, pour déterminer la longueur du pendule 
simple , sans ancto calcul relatif à la fortee d« pen- 
dule composé *, 

398. Il y a une infinité d'axes différons autour 
desquels les petites oscillations d'un même corps 
sont d'égale durée. 

D'abord, il est évident que la valeur de / et la du- 
rée des oscillations seront les mêmes pour tous les 
axes de suspension parallèles entre eux et équidis* 
tans du centre de gravité , puisque , pour tous ces 
axes , les quantités k et a, comprises dans la for- 
mule (e), ne varient pas. On peot aussi change» la 
direction de ces axes et leur distance au centre de 
gravité , sans que la valeur de I soit changée ; car si 
l'on oppelle «, C , y , les angles que la parallèle à 
l'axe de suspension, menée par le centre de gravité, 
fait avec les trois axes principaux qui se coupent en 
ce point, et que l'on désigne par A , B , C , les mo- 
mens dUnertie relatifs à ces axes, et par MA> , comme 
précédemment, celui qui répond à la parallèle, on 
aura , d'après l'équation (c) du n» 376, 

Ifti = A oos* « 4- B cos> C -I- G cos* y, 

et, par conséquent , 

A cos» « -|- B cos> C -(- C cos* y 
Ha 



< = a + 



Or, on peut évidemment donner & a, «, C, y^ une 
infinité de valeurs différentes, pour lesquelles cette 
valeur de / restera la même. 

Si l'on voulait que cette fonction I fût un msAMiiiii 
par rapport aux variables a, a, C, y, il résulte de sa 
forme qu'eu supposant A la plus petite des trois con- 
stantes A, B, G, il faudrait d'abord qu'on eût « = 0,- 
C = 0(h>, y = 00», et , conséquemment , 

Bla> -(- A 



I = 



Ha 



d'où l'on conclut, par la règle ordinaire a = 
— pour la valeur de a qui répond au mûst- 




H 



ffifiei, et/ = 2|/^ . 



pour ce mtntmum. 



* TrëHêaethni philtMpU^uti , annie 1818. 
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309. Ifoi» saTons que fai résistance d'un mlKett 
aUnflne pas sur la dorée des petites oscillations du 
pendule simple , d^mie longueur donnée (no 190) ; 
■rais il fant aussi prouver que cette force ne change 
pas non plus la longnenv du pendale simple , dont 1» 
mouvement est le même dans Tair que celui d'un 
pendule donné , dans ce même fluide. 

Or, pour déterminer ce mouTement , il faut join- 
dre aux forces XAn et Tdiii'que renferme le second 
membre de Téquation (3) , et qui agissent sur tons 
les points de la masse du mobile, les composantes 
de la résistance de Pair, exercée sur les élémens de 
sa surface. Supposons donc que cette résistance soit 
exprimée, généralement, par la somme de plusieurs 
puissances de la vitesse , et, pour une vitesse qnel* 
conque v, représentons-la, sur Punitéde sorfice, par 



V . . •" 



Ai>* + kwT + Ai>* + etc.; 

Ay A', A", etc., «, «', «", etc., étant des constantes 
données. Soit p la distance d^an point H de la sur- 
face du pendule, à Taxe de rotation; sa vitesse, au 
bout du temps #^sera p«, en désignant toujours par « 
la vitesse angulaire à cet instant. Si l'on appelle i 
Tangle que fait sa direction avec la partie inté- 
rieure de la normale en ce point, on aura f» cos • 
pour sa composante suivant cette droite ; et, d'après 
ee qu'on a dit précédemment (no 366] , c'est cette 
composante normale qu'il faudra employer pour la 
vitesse V, dans l'expression de la résistance qui ré- 
pond au point H. En appelant d^ l'élément différen- 
tiel de la surface , en ee même point, et Hth la ré- 
sistance exercée sur cet élément, on aura donc 



cos f 4- 



etc. 



R = Ap*«* cos* . + AV*'« 

Je désigne par /«et y les angles que fait la nor- 
male intérieure au point X , avec des parallèles aux 
axes des s et des 3f , menées par ce point; les com- 
posantes de la résistance suivant ces droites seront 
R cos fAda^ et R cos fd«-\ et si Ton appelle s' et y' lés 
valeurs de ip et y qui répondent au point H , on aura 

jr'R cos fdt — y'R cos t»d9, 

pour la partie du second membre de l'équation (3), 
relative à l'élément éfr ; par conséquent , en prenant 
l'intégrale de cette quantité dans toute la portion 



di» 



Ky 



ga sin 

a*+k* ir( 0» -H *• ) 



pour l'équation du mouvement d'un pendule 
quelconque dans un milieu résutant. On aura de 
même 

~ = sin • — B** - B'«* —etc., 

dt» i ' 

pour l'équation du mouvement du pendule sim- 



de la snrfMo du mobile qui éprouvela résistance du 
milieu , on aura la quantité qu'on devra ajouter à 
ce second membre, ponr avoir égard à cette résis- 
tafuce. Je fais , pour abréger , 

»' cos f •— y cos /» = f , 
et cette quantité aura pour expression : 

A«* fit* cos* idw + Kf ••'/(p*' cos*' «fc + etc. 

Il est visible que { est la longueur de la plus 
courte distance entre l'axe de suspension et la di- 
rection de la vitesse p« du point H , comprise dans 
un plan perpendiculaire à cet axe; ^ ne dépend donc 
pas du temps , non plus que l'angle t et le rayon f ; 
par conséquent , si l'on fait 

fif* cos* %dr=y^f(f>^ cos* mI0> = >', eto., 

ces intégrales y, y\ y'\ etc., seront des constantes 
dépendantes de la forme du corps , et dont les va- 
leurs pourront être différentes dans deux oscilla- 
tions consécutives. Ponr déterminer leurs limites , 
on circonscrira au mobile, dans sa position d'équi- 
libre , un cylindre perpendiculaire au plan vertical 
passant par l'axe fixe; la courbe de contact de ce 
cylindre avec la surface du corps divisera cette 
surface en deux parties , dont l'une éprouvera la 
résistance de l'air, pendant que le mobile se mou- 
vra dans un sens , et l'autre , pendant qu'il se mou- 
vra dans le sens opposé; ces intégrales devront 
donc s'étendre à l'une de ces deux parties ponr une 
oscillation entière, et à l'autre partie pour l'oscil- 
lation suivante; et quand ces deux parties seront 
différentes, les valeurs de y, y', y"^ etc., le seront 
aussi dans deux oscillations consécutives. Ces va- 
leurs ne changeront pas , dans le cas d'un mouve- 
ment révolutif. 

Cela posé , après avoir ajouté la quantité précé- 
dente au second membre de l'équation (3), ou, 
ce qui est la même chose , après avoir retranché 
cette quantité divisée par le moment d'inertie 

dn 
H (a* 4" ^*)i do 1* taleur de — du n» 894 . nous 

dt* 
aurons 



* — 



A'y' 



H ( a* -(- At ) 



— etc., 



pie dont la longueur est /; B, B', B", etc., désignant 
des coefficiens constans. 

Les vitesses et les positions initiales des deux 
mobiles étant supposées les mêmes , si l'on veut 
que leurs mouvemens le soient aussi , il suffira et 
il sera nécessaire de prendre 



, B= ^> 

a> 4- ik> ' H (a< + k» ) 



fi' = 



Ay 



M (flf + ftf ) 



, etc. ; 
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ce qui détermine la valeur de I, qui coïncidera aveo 
la formule (o), et celles deB, V, B", eto.^ pour 
toute la durée de chaque oscillation. 

Ainsi , quelles que soient la forme d*un pendule 
et la loi de la résistance du milieu dans lequel il se 
meut, on Toit quMl y a toujours un pendule simple 
dont le mouvement est le même que celui du pen- 
dule donné ; que la résistance du milieu dans lequel 
le pendule simple doit se mouTOÎr| se déduit de 
celle du milieu donné , et de la forme du pendule 
composé ; et que la longueur du pendule simple ne 
dépend que de cette forme , et nullement de la ré- 
sistance. 

Toutefois , il n*en résulte pas que la longueur de 
ce pendule correspondant à un pendule donné, soit 
la même dans Pair et dans le vide : la perte de poids 
que le pendule composé éprouve dans Pair, et qui 
n^est pas la même dans Tdtat du mouvement que 
dans Tétat de repos , influe sur la longueur du pen- 
dule simple , réduite an vide, ainsi que nous Pavons 
déjà dit (no 191). 

400. Pour déterminer le mouvement d^un treuil 
et de deui poids suspendus, Fun à la roue et Tautre 
an cylindre , on formera , comme dans le n» 301 , 
la somme des momens des forces perdues à chaque 
instant par tout les points du treuil , puis on ajou- 
tera à cette somme les momens des forces perdues 
dans le même instant par ces deux poids, et on 
égalera à xéro la somme totale de tous ces momens. 
Or, supposons qu^une corde soit enroulée sur la 
roue et attachée par un bouta un point de sa circon- 
férence, et désignons par m la masse du corps sus- 
pendu verticalement & Tautre bout ; soit aussi m' la 
masse du corps suspendu verticalement à Textré- 
mité d^une seconde corde enroulée sur le cylindre 
et attachée par Tautre extrémité à sa surface ; au 
bout du temps <, si Ton appelle u et vf les distances 
des centres de gravité de m et m' au plan horizon- 
tal passant par Taxe du treuil , les forces per- 
dues par ces masses pendant Pinstant dt, seront 

(d^\ / <iiii'\ 

g — ^ jetm'f^ — -- — j; leurs momens par 

rapport à Taxe du treuil, se déduiront de ces forces 
en multipliant la première par le rayon de la roue 
que j'appellerai e, et la seconde par le rayon du 
cylindre que je désignerai par e' ; et parce que ces 
forces tendent à faire tourner le treuil en sens con- 
traire l'une de Tautre , il faudra donner le signe -|- 
au moment de Tune , et le signe — au moment de 
Pautre. Pour fixer les idées , je supposerai que ce 
soit la première force qui teude à faire tourner le 
treuil dans le sens où il tourne réellement, ou, 
autrement dit, je supposerai que ce soit la masse m 
qui descende et la masse m' qui s'élève. On en 
conclut que le second membre de Péquation (3) se 



iMwrera augmenté de ^mo — irni'o', et son premier 

d*u dHi' 

membre, de «-r— c — m'--— c'j d'ailleurs lln- 
* * <tt« di* ' 

tégrale queeontient le second membre sera téro ^ 

parce qu'elle doit s'étendre à tous les points du 
treuil, dont le centre de gravité est sur l'axe de 
rotation ; on aura donc 

^ ^ d* « • d* «f 

— /r'dm -I- me -; mV ^--— = o(mo — mV), 

^^ ^ dt* dt* ^"^ ^ 

pour l'équation du mouvement du treuil et des 
deux nasses m et m'. 
Pendant toute la durée de ce mouvement , la vi- 

du 
tesse — de m est égale à la vitesse c« du point de 1» 

dt 
roue où la corde commence à se détacher de sa cir- 
conférence, et dont le rayon est horitontal ; la vi- 

du^ 
tesse — de m! estde même égale et contraire à la 
dt 

vitesse c'm du point de la surface du cylindre , dont 

\fi rayon est aussi horitontal, et qui est situé de 

l'autre côté de l'axe : on a donc constamment 



du 


^ 


— = «•> 

dt 


dt "" 



au moyen de quoi, l'équation précédente devient 

dm 
(MA» + me* + i»V» ) — c= g{mc — m V), 

dt 

en désignant par H la masse du treuil, et par Hit* 
son moment d'inertie par rapport à Taxe de rota- 
tion. 

Si l'on suppose nulles, peur plus de simplicité, 
les vitesses initiales du treuil et des masses m et m', 
on aura, & un instant quelconque, 

(mo — mV) gt 

et , sans aller plus loin, on voit que le mouvement 
du treuil sera uniformément accéléré. 

Les tensions des cordes auxquelles les masses m 
et mf sont attachées, auront pour mesure les forces 
perdues par ces masses; en les désignant par T etT', 
on aura dono 



et si l'on appelle |i, |/, P, les poids de ces corps et 
du treail| de sorte qu'on ait 

on conclura des équations précédentes 



T=p- 






T=f/ + 



{pe - pVyc' 
P»« + f c« + f'c'« 



dthauque, skcorde PiuinE. 
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A cause qne le poids p descend, ce qui suppose 
pe > j)'o', la tension T sera moindre qne ce poids , 
qui serait sa Talenr dans Tétat d^équilibre, et la ten- 
sion T' sera plus grande quep'. 

Les pressions exercées sur Taxe du treuil par les 
forces centrifuges de ces différens points, se détrui- 
sent ëvidemment deux à deux, à cause de la symé- 
trie de ce corps autour de cette droite. Xa cliarge 
totale que Taxe éprouvera pendant le mouTement, 
se composera donc seulement du poids du treuil et 
des tensionsT et V\ de sorte qu*en appelant n cette 
force verticale , on aura 

ri = P + T + T'. 

En substituant pour T et T' leurs valeurs, il eo ré- 
sultera 



n=P+ii+p'- 



p&t 4- |>o« + pV« ' 



ce qui montre que cette charge est toujours moin- 
dre que celle qui a lieu dans Tétat d'équilibre, et 
qui est égale à P 4- p -|- f»*. 

401. On appliquera ces différentes formules à la 
macbine ^LÂthood, en y faisant e' = 0; et elles fe- 
ront connaître toutes les circonstances du mouve- 
ment des deux poids inégaux p etp', doutTun monte 
et Tautre descend dans cet appareil. 

Si Ton appelle , par exemple , h la hauteur dont 
le poids p descend dans un temps donné t, on aura 
la valeur de & en intégrant celle de du ou de emdi^ 
depuis <=0 jusqu'à £=6; ce qui donne 



h r= 



7 Ù» — lO«* S** 
P*« + (P + !»')«• * 



Les poids P, p, |/, ainsi que le rayon de la roue, sont 
donnés ; la quantité A« peut être calculée d'après la 
forme de la roue \ et Ton peut mesurer la hauteur h. 
Par conséquent, si le temps I est donné par l'obser- 
vation , cette formule fera connaître la valeur de^. 
Hais quelque soin qu'on apporte dans cette expé- 
rience , elle ne sera jamais susceptible d'une préci- 
sion comparable à celle du pendule; car, dans celle- 
ci, la durée de chaque oscillation s'obtient en 
divisant le temps pendant lequel le pendule a os- 
cillé, parle nombre très grand des oscillations qu'il 
a faites , ce qui rendra toujours l'erreur à craindre, 
sur la durée d'une seule oscillation, beaucoup moin- 
dre que l'erreur inévitable sur la mesure do temps I 
dans la machine é^Âihood, 

On fait ici abstraction de la masse du fil auquel 
sont suspendus les deux poidsp etp'; il serait facile 
d'y avoir égard de la même manière que dans le 
problème du n» 366; mais alon la loi du mouvement 
serait plus compliquée. On néglige aussi la résis- 
tance que l'air oppose aux mouvemens des deux 
poids p et p' : pour en atténuer l'effet, et aussi pour 
rendre le temps I plus facile à mesurer, on ralen- 
tira ces mouvemens, en diminuant l'excès de Tun de 
ces poids sur l'autre. 



409. On a aussi employé le pendule pour déter- 
miner la vitesse des projectiles de l'artillerie. Cette 
machine est ce qu'on appelle leptiidiiilf ils Rohimê, 
du nom de l'ingénieur qui en a le premier fait 
usage : elle consiste en une masse très considérable, 
retenue par un axe horisontal solidement fixé. Le 
boulet dont on veut connaître la vitesse , pénètre 
dans cette masse sans la traverser, et met le pen- 
dule en mouvement; on mesure la grandeur del'aro 
que décrit un point déterminé de la masse totale; 
d'où l'on conclut facilement sa quantité de mouve- 
ment , et I conséqnemroent , la vitesse du boulet à 
l'instant où il a atteint le pendule. 

Soient, en effet, ASBF [hgM) une section du pen- 
dule par un plan perpendiculaire à l'axe fixe et par 
son centre de gravité, G ce centre, le centre d'os- 
oillation (n» d06), C le point où cette section coupe 
l'axe , de sorte que CGO soit une droite verticale, 
dans l'état d'équilibre. Soient aussi B le point où le 
prolongement de cette droite rencontre la surface 
inférieure du pendule, BW l'arc de cercle qui sera 
décrit par ce point B et dont C est le centre, E le 
centre de l'ouverture circulaire que le boulet fait à 
la surface du pendule , ou , plus généralement, la 
projection de ce point sur le plan de la section 
ABBF. Appelons /« la masse du boulet, v sa vitesse 
à l'instant du choc, fim perpendiculaire abaissée du 
point C sur la direction de «, projetée sur le plan de 
ABBF, H la masse du pendule et du boulet, a la 
distance du centre de gravité de M à Taxe fixe, 
M (a* -|- A* ) son moment d'inertie par rapport à 
cet axe ; nous aurons (no 380} 



n = 



(AVf 



H (a>-^A<)' 



pour la valeur de n qu'il faudra substituer dans Té- 
quation (a) du n» 394, dans laquelle on fera aussi 
«1=0, puisque le pendule part de sa position d'é- 
quilibre. Il s'en écartera jusqu'à ce que la vitesse 
angulaire soit nulle.; par conséquent, si l*on dési- 
gne par C Tangle BGB^, on aura , d'après cette équa- 
tion (a), 

g étant la gravité. En désignant par b la corde de 
Tare BB', et par c le rayon GB, nous aurons 

cos C = 1 ^- — . 

2e* 

« 

Je substitue cette valeur dans l'équation précé- 
dente , et j'en déduis ensuite celle de 9* ; ce qui 
donne 

»• gab* , , . 
e«=--i {a*+ A«); 

n étant le rapport de H à /«, qui sera un très grand 
nombre donné. 
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Toutatlef mitras quantités eontenuM dans cette 
formule seront aussi connues. La distance c se me- 
sure immédiatement ; la corde h est donnée an 
moyen d'un ruban attaché au point B, et passant 
.dans un anneau fixement attaché au terrain : la par- 
tie de ce ruban qui se dérouie et traverse Tanneau 
pendant Télétation du pendule , est effectiyemeni 
égale à 6. Si le tir est horiiontal, la quantité /'est 
la distance de Taxe de la pièce à Taxe de rotation ; 
si le tir s*écarte un peu de rfaorixontaliié, auquel 
cas la droite qui va du point £ à la bouche du ca- 
non n'est plus horitootale, il est facile de calculer, 
avec une approximation suffisante, la quantitéqu'il 
faut ajouter à la distance des deux axes, ou qu'il 
en faut retrancher, pour «avoir la valeur de/*. Quant 
aux quantités a et A, on peut les calculer d'après la 
forme du pendule -et les densités de ses parties ; 
mais leurs valeurs s'obtiennent aussi par Texpé- 
rienoe. 

On attache une corde à la partie inférieure du 
pendule ; on fait passer oette corde sur une barre 
fixe , parallèle à l'axe de ce mobile, et élevée à la 
même hauteur, au-dessus du terrain j puis, à l'au- 
tre bout de la cordCi on suspend un poids qui sou- 
lève le pendule jusqu'à ce que son centre de gra- 
vité se trouve au niveau de l'axe et de la barre. 
Dans cette position, si l'on appelle H' le poids sus- 
pendu à la corde, et cf la distance donnée de la 
barre h Taxe , on a cette proportion : 



: a* 






qui fait connaître la valeur de a. 

Si l'on fait faire au pendule de petites oscilla- 
tions, et qu'on appelle T la durée d'une oscillation 
entière, et l la distance du centre d'oscillation à 
l'axe de suspension, on aura (n» 396) 



=.p^, .= 



at + *« ; 



d'où Ton tire 



et la valeur de k sera connue d'après celle de a. \u 
moyen de cette valeur de a* ^k* , on aura, plus 



•Unpleneot, 



V = 



__ ngTab 

r/c 



W 



pour l'expression de la vitesse du boulet. 

403. Si la bouche du canon n^est pas très éloi- 
gnée du pendule, la valeur de v, donnée par cette 
formule différera peu de la vitesse de projection 
du boulet; et en supposant connu le coefficient de 
la résistance de l'air, il sera facile de calculer ao 
moyen de la formule (5] du n^ 212, la quantité dont 
on devra augmenter cette quantité v, pour avoir la 
vitesse de projection. Hais on obtiendra immédia- 
tement la grandeur de cette dernière vitesse, en at- 
tachant fixement le canon au pendule : la quantité 
de mouvement imprimée au pendule, ainsi com- 
posé, sera alors la masse /« du boulet, multipliée 
par la vitesse du boulet à la bouche du canon^ dont 
le reevl, à raison de -la compressibilité de la ma- 
tière, ne commencera pas sensiblement avant que 
le projectile ait parcouru toute la longueur de la 
pièce ; par conséquent, la valeiu de v, donnée par 
la formule (a), sera celle de la vitesse de projec- 
tion, sans aucune correction, et sans qu'on ait be- 
soin de connaître le coefficient de la résistance. 

En tirant successivement à différentes distances 
données du pendule, avec un même canon , chargé 
de la même manière, on aura autant de valeurs de 9, 
dont les différences entre elles et avec celle que 
l'on obtient quand le canon fait partie du pendule, 
pourront servir à vérifier la loi de la résistance de 
l'air, sur laquelle est fondée la formule (6) 
du n» 212, et à déterminer le coefficient de cette 
résistance. 

On a fait, en Angleterre, un grand nombre d'ex- 
périences au moyen du pendule de Aobins, employé 
des deux manières que nous venons d'indiquer *, 
Une des conséquences les plus générales qu'on en a 
déduites, consiste en ce que, toutes choses d'aU- 
leurs égales , les corrés des vitesses de projection 
sont à peu près entre eux comme les poids des 
charges, et que ce rapport approche d'autant plus 
d'être exact, que la longueur de la charge est moins 
considérable , relativement à celle du canon. 

* VonvlU» txpériênctê é'JrHUeriê, par Ch. HaUon; ooriafc 
traduit de l'anglaia, la pramiir* partia par VUlaatroya, al la 
acconde par M, Tarquf m. 
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DU MOUVBMBNT D UN CORPS 80UOB AUTOUH DUN POINT FIXE. 



S I«. FimimUê fHlmmmtêM, 

404. Considérons d*abord en Ini-mème, et indé- 
pendamment des forces qui le produisent , le mou- 
vement de rotation d*nn corps solide de figure quel- 
conque , autour d'un point fixe appartenant à ce 
corps , ou qui y soit intariablement attaché. 

Soient (fig. 88) ne point; Ox, Oy, Oji, trois axes 
fixes et rectangulaires, choisis arbitrairement \ Osj, 
Oy^, OjBj, trois autres axes rectangulaires, fixes dans 
le corps , et mobiles avec lui autour du point 0. 
Dans la suite, nous supposerons que ces dernières 
droites sont les axes principaux du corps; mais 
maintenant leurs directions sont entièrement arbi- 
traires. Soient aussi x , y , s , les coordonnées d'un 
point quelconque H du corps, rapportées aux pre- 
miers axes y et jr^, y^, jS^, ses coordonnées rapportées 
aux axes 0M^^ Oy^, Oji^. En conserrant toutes les no- 
tations du no 377 , nous aurons 

« — «*i + ^1 + «*n 
y = o'jr^ + Vy^ + o's^, 

et les neuf coefficiens a , & , etc., seront liés entre 
eux par les équations (dj , ou par les équations (4}, 
de ce numéro. 

Il est évident que ces quantités a , i , etc. , sont 
les mêmes, à chaque instant, pour tous les points 
du corps ; mais elles varient pendant le mouvement, 
et Ton doit les considérer comme des fonctions du 



temps. Au contraire, les coordonnées »^, y^, s^, va- 
rient d^un point à un autre du mobile \ mais elles 
restent constamment les mêmes pour un même 
point, et ne varient pas avec le temps. En représen- 
tant donc le temps par f , et différentiant par rap- 
port à cette variable , on aura 



dm 




da 




db 




de 


di 


^s. 


"■z 


+ 


''I 


+ 


dt 


djf 




da' 




dbf 




do^ 


di 


^^ 


"* 


+ 


di 


+ 


di 


dm 




da» 




dh" 




dc>' 


di 


= 


di 


+ 


''T 


+ 


di 



djf dy ds 
Ces valeurs de —, — , —, exprimeront, à on 
di di di 
instant quelconque, les composantes parallèles aux 
axes OjT, Oy, Ojk, de la vitesse du point H. Si donc 
on veut connaître les points du corps dont la vitesse 
est nulle à cet instant , on les déterminera en égo- 
lant ces quantités à séro; ce qui donne 



(1) 



s^da -|* yfib + %fio = 0, 
m^^ + Vi^ + «i<<0' = 0, 
s^rr + yfif' + m fie'' = 0. 



Or, en ajoutant ces équations, après les avoir 
multipliées par e , e', o"j faisant , pour abréger, 



M + ddb' + i^dV' ^pdi, eda + c'da' + é^da'^ = — qdi. 



et observant que Téquation e> -|- o'> -|- o^'* = 1 
donne cdc -|^ e^dtf -f" ^" ^' = ^ ; il vient 

Plfi — î'i = 0- 

Si Ton ajoute ces mêmes équations (1) , après les 
avoir multipliées par i, V^ 6", on trouve 



en faisant, pour abréger, 

hià + Vdn' + b"da" = rdif 

et observant que l'équation 6> -|- ft'* -|^ V* = 1 
donne hdb + b'db'+ b"db*'=Of et que, é'après 
l'équation be + Vc' + y'o" = du no 377 , on a 
aussi 



bdo + Vd<^ + 6'(ib" = — C({6 — c'<26' — c'W = — fdi. 
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Enfin , les équations (1) étant mnltipflées par a , a', 
a", et ensuite ajoutées , il en résulte 

gs, = ry^ = 0; 



car on a ada -|- ofda! -|- a W' := , à cause de 
a* 4" ^'* + <^"* = 1 } c^ f do plus , les équations 
ha + Va! + 6"o" = et ca + c'o' + c"û" = du 
numéro cité donnent 



adb + a'db' + a"(2&" = — Ma — 6'<la' — 6"<la" = — rA, 
adc 4- a'<fe' + a'W = — cda — e'<ia' — o"daf' r= gil. 



Au lieu des équations (1) , nous aurons , de cette 
manière, 

fy* — î*j = 0, r*, —p*! = 0, jf , — ry, = 0. (8) 

Chacune de celles-ci est comprise dans les deui au- 
tres ; et elles appartiennent à une droite passant par 
Torigine des coordonnées. 

n suit donc de cette analyse que tous les points 
du corps , dont la vitesse est nulle à un instant quet 
conque , sont rangés sur une droite passant par lo' 
centre de rotation. Cette droite peut être regardée 
comme immobile pendant un instant infiniment 
petit ; donc , pe^dbni oet instant , le corps tourne 
autour de cette droite comme autour d^un axe fixe \ 
et Ton doit se représenter le mouvement de rotation 
d*un corps solide autour d*un point fixe, comme 
ayant lieu , à chaque instant , autour d^un axe qui 
reste immobile pendant un intervalle de temps infi- 
niment petit. £n général , la position de cet axe 
dans Tintérieur du corps change , d'un instant à 
Tautre, pendant le mouvement ^ et , pour cette rai- 
son , on l'appelle 1W« insiainttmi d» ratatwn, 

405. Supposons que la droite lOI' soit cet axe au 
bout du temps <; les équations (d) seront celles de 
ses prejeotions sur les trois plans des oeiordonnées 
9f, 9j, S|; d^où l'on conclut facilement 



cos I0#, = 
oos lOjfi = 






cos lOs^ = 



r 

y'f* + «• + '•• 



(3) 



Lors donc que les trois quantités p^q^r, seront 
connues , on pourra assigner la position de l'axe in- 
stantané, par rapport aux axes mobiles Os, y Oy^ 0^^; 
et, d'après le signe qu'on donnera au radical, la 
partie 01 de cette droite, à laquelle ces formules 
appartiendront, sera complètement déterminée : 
dorénatant , nous regarderons toujours ce radical 
comme une quantité positive. 



Toutes les fois que p, g, r, seront des constantes, 
Taxe de rotation restera û\e dans le corps , c'est-à- 
dire, qu'il le traversera constamment dans les 
mêmes points. Or, les points du corps dont la 
vitesse est nulle à chaque instant, étant toujours l«s 
mêmes, ils demeureront immobiles pendant toute la 
durée du mouvement ; donc , dans ce cas, l'axe de 
rotation sera aussi une droite fixe dans l'espace. 

D'après l'équation (9) du n» 9, et les notations 
du no 377 , on aura 

cos IO4; =: a coaiO^i -{• b cos lOy, -|- c cos lOs^ , 
cos lOy s=y cos lOx^ -|- V cos lOy, -f" ^' ^^^^ ^^'i j 
cos 10m = o" cos lOs^ + 6" cos lOy^ -f- «"cos 10 jt^ ; 

en vertu des équations (8) , on aura donc 



cos I0« 2^ 
cos lOy 
oos IOjb 



op + ^ + <^ 

a'p + i'g + oV 

a'^p + V'q + er 

i^P* + q'+r* ' 



(4) 



pour déterminer la direction de Taxe instantané , 
par rapport aux axes fixes 0« , Oy , Os. Il en résulte 
que quand p, q, r, seront des quantités constantes, 
les numérateurs de ces formules devront aussi être 
indépendans de <{ ce qu'on vérifiera eflectivemeat, 
dans la suite. 

'406. Puisqu'à chaque instant le mouvement a 
lieu autour de la droite lOI' comme autour d'un 
axe fixe, il en résulte que tous les points du corps 
ont, pendant un instant infiniment petit, une 
même vitesse angulaire autour de cet axe (n» 3S4). 
Pour en déterminer la valeur , considérons le point 
qui se trouve sur l'axe 0;;^, à une distance du point 
égale à l'unité; nous aurons relativement ft ce 
point, 4r^=z:0, y^ = 0,'s^ = 1; sa vitesse absolue 
sera donc 



l/^fi* 4- !j?! 4. ^ — I y ^dc» + de'* + de"» • 
^ dit "^ di»'^ dt^~^^ "dSt ' 



DY1IA9IQVE ) 8KC0IÎDK MKTIE. 
V 

4m é§ dB I tiiioe , Boni tiirtfM 
diaprés les valeurs précédentes do — ,---,-—; et | 

1/ A* + *>'*+ <fc"» 
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dt di di 
Ton Bura , pour sa distaucv à Vai« de rolatioo, 



sin 



io«, = y^i — cos» io«, = 



i/phT?* 



•l/p* + «• + •'. 



donc , en divisant la vitesse absolue par cette dis- I pour la vitesse angulaire. Or, nous avons 

— pitt = 4ifc + y*)' + 6"do", ydl = ode + aW + a'^do'* ; 

d^où Ton dédui^en ayant égard aux équations du n' 377, 

(!>• + g» ) A« = A» + de'« + de"» — (cdc + c'ic' + c"(ip")« ; 



quantité qui se réduit à de* 4"^* 4" ''^^ * ^ cause 
de eilo -f- tf*^' 4" o"^" s= 0. Donc , en appelant • 
la vitesse angulaire au bout du temps f^ et la con- 
sidérant comme une quantité positive, on aura 
simplement 

• = |/p* + g» + ** • 

On voit que cette vitesse seia c^stAnte toutes 
les fois que la position de Taxe de rotation sera in- 
variable ; mais la proposition in^>erse n*èsC pas éga- 
lement vraie ; et il est possible que l'axe instantané 
change de position , sans que la vitesse angulaire 
ohange de ▼alenr, oo , autrement-dit, il est possible 
que les quantités p, 9, ^, soient variables, et que 
la valeur de » demeure constante. 

407. On appelle p, g, f*, les compoMntes reotan- 
gnlaires de la vitesse de rotation m autour des ayes 
0S| , Oyi, 0%f\ et l'on dit aussi que chacune de ces 
trois quantités est la TÎtasse angulaire du.mobile 
autour de l'axe correspondant. 

Or,les équations (3) peuvent être remplacées par 

p =: « cos IO«j, g =: « cos lO^i , r = « cos 10^^ ; 
et Ton peut écrire les équations (4) sous cette forme : 



u coa I0« 
« cos I03f 
m cos 10;; 



<^ + *9 + Wf 

dp + Vq + o'r, 

d'p + V'q + éW i 



d'où Ton conclut que la décomposition des Ti- 
tesses de rotation suit les mêmes lois que celle 
des "vitesses de translation, en remplaçant les direc- 
tioBf de celles-ci par Us directions des axes de ro- 
tati«Mi» 

La résultante • étant une quantité positiTe, 0t 
ayant pris la partie déterminé 01 de la droite lOI' 
pour l'aie auquel elle se rapporte, les composantes 
p, y, r, dont les axes sont O^j, Oyj, 0<s^, seront po- 
sitives ou négatives , selon que ces droites feront 
des angles aigus ou obtus avec l'axe Ofl; et généra- 
lumcnt , on devra regarder comme égales , mais de 
signes contraires , les composantes de « rapportées 
aux deux parties d'une même droite , ou dont les 
axes seront le prolongement l'un de l'autre» 

408. Non seulement oti peut, au moyen des trois 
qnantitésp^ 9, r, déterminer la vitesse angulaire du 



corps et la position de son axe de rotation , par rap- 
port aux axes mobiles 0«|, O^j^ 0S|, mais on peut 
aussi exprimer les vitesses et les forces accéléra- 
trices de ses diflérens points , décomposées suivant 
CCS trois axesj ce qui nous servira, comme on le 
verra bientôt, à trouve«dela manière la plus di- 
recte, les équutionsde son mouvement de rotation. 
Eti effet, les composantes de la vitesse du point M 

dm è^ à% 
étant —, —, —, par rapport aux axes fixes 0# , 

dt dt dt 
Oy , Oii, il s'ensuit que les composantes de la même 
vitesse, par rapport aux axes O*,, Oy^, 0»^y tetàài 

ds è^ dB 

o — + o' - + II" — , 

di di di 

dx djf di 

6 -. + ô' - + 6" - , 

dt di di 

ds dff dM 

— -h 0' — -h 0" — , 
di di dl 

d'après les notations du n» 377 , et parce que la 
composition des vitesses suit les mêmes lois que 
celle des foroea. Ory en subrtitiiant dans oes ot- 

dg dy dM 
pressions les valeurs de— , —, —, du n» 404, 
•^ di dt dt 

et etfectuant des réductions qu'on a déjà faites 
dons oè numéro , on irOUTé 

dsi dy éU 

o ~ + a' -- + o" -* 5= g»i — ry„ 
di di di 

da dy dé. 

b ^ + b' — -h 6" — -= r#, — pa„ 
di di di 

dm é9 d% 

c y é ^ + c" — = pf, — ««,, 

di dt di . 

par conséquent, les trois quantités çs, — ry*, 
rs^ — p-»„ pyi — 9*ii quî son* nulles pour tous les 
points du corps situés sur l'axe instantané de ro- 
tation, expriment, pour un autre point quelcon- 
quo ■ , les composantes de sa vitesse , parallèles 
aux droites Oj,, Oy„ 0*,. 
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On tire de cet deniières équations , en ayant égard à celles dn n» S77| 

-- = û"(çs, - ryj + 6"(r», - pM,) + c''(py, - j^J; 
et en différentiant par rapport à <, il vient 

« i*A^ <^' ^y ^*' • I accélératrice du point H : si donc on désigne par 

Lesquantités— , — , — ^sontlescomposan- p,, ç^, ^,, le. compowintes de la même force , parai- 

tes parallèles aux axes fixes Ojt, Oy, Ojk, de la force | lèles aux axes Ojt^, Oy|, 0#|, on aura 



!'< = 



d« * , * y , ,,<''« 
a — ^— -f- o 4- a' , 



d* s d* V d* s 

dit ^ d<« ^ dr« ' 






d* ar . d* V d* 

c h o» -II 4. c" 



dt* 



d<* 



d*x d%y d%M 

Or, en substituant les valeurs précédentes de t- ' ~-^i . et faisant des réductions semblables à 

di* dt* ^ di* ' 

celles du n» 404 ^ on trouve 



p^ = 'A — y^ + {p!fi 


- qx^) qdi + (ps, 


- r*J rd*, 


q,di = »/ir — *^ + (ça, 


— n/i) rdt + (ç4F, . 


-py,)p^f 


r^ — y^p — * A + («^ 


- P',) Pdi + (nf/ 


— î»i) 9<^; 



et en divisant par dif on aura ies valeurs de p,j 
Çf^ Tp exprimées au moyen des variables p, 9 ) f ) et 
de leurs différentielles. 

409. Si l'on considère à un instant quelconque 
les quantités de mouvement dont tous les points 
du corps sont animés , leur moment par rapport & 
cbacun des trois axes 0X|, Oy^, 0«,, suivant la dé- 
finition du n» 273 , pourront encore s'exprimer au 
moyen des quantités p, 9, r. 

Pour le faire voir, soit dm l'élément différentiel 
de la masse du corps qui répond au point H , et 
dont les coordonnées sont x^^ y,| m^i les compo- 
santes parallèles aux axes Osp Oy,, Os,, de sa quan- 
tité de mouvement seront les produits des vitesses 



qXf — ry,j rtPt—p^n Pyt^^'n multipliées par dai ; 
en désignant par L , H , N , les momens par rapport 
aux axes 0<s^, Oy„ 0*^ des quantités de mouve- 
ment de tous les points du corps, on aura donc, 
d'après ce qu'on a vu dans le n° 274 , 

L = f[{rx, — px,)x, — (qx, — ry,)yjdiii, 

N =f[(pyt — 9^,)yi — ir^t — r »><]*»; 

les intégrales s'étendant à la masse entière du mo- 
bile. On simplifiera ces valeurs en prenant pour 
Osi , Oy„ OjS| , les trois axes principaux du corps 
qui se coupent au point ; ce qui rendra nulles les 
trois intégrales /^iV/*», /Vi*"> /yi*i*«i ^^ *" 
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dëiîgiiâat par A , B , C , lef trois momens d*inertie 
princîpaax , de sorte qn^on ait 

/( V + 'i* )rf« = B, 

on aura simplement 

L = Cr, H = Bç, IT = Ap. 

Les quantités f , 9 « p, auront donc constamment 
les mêmes signes que L y H , R ; par conséquent, 
leurs signes dépendront du sens dans lequel le 
corps tournera autour de chacun des trois axes 
principaux : selon , par exemple, que le corps tour- 
nera , parallèlement au plan '|ûy^, de 0«| Yers Oy|, 

Ap 

cos mOjr^ = "-« cos mOsfj = 

G 



ou dans le sens opposé , le moment L (n» 274) et 
par suite la vitesse r, seront des quantités positives, 
ou des quantités négatives; et , réciproquement, 
le signe de r fera connaître , à chaque instant , le 
sens de rotation autour de OJg^, 

D'après les théorèmes du n» 281 , si Ton désigne 
par G le moment principal des quantités de mou-> 
vement que nous considérons , on aura 



G = [/ k*p* + h* q» + C*r» ; 

en regardant ce radical comme une quantité posi- 
tive s si la droite Om (fig. 93) est Taxe de ce mo- 
ment, sa direction par rapport aux axes mobiles 0«^, 
Oy^, OSj, sera déterminée par les formules 

B^ O 

— , cos mOMi = — ; (6) 

G G 



et pour déterminer sa direction par rapport aox 
axes fixes 0#, Oy, Os, on aura 

G cos mOs = Kpa -f- B96 -f- Gro, \ 
G cos mOy = Âpaf + BqV + Crv', | (3) 
G eos mOs = A|mi"-|. l^b"+ Gre" J 

équations dont les seconds membres sont les mo- 
mens des quantités de mouvement du mobile par 
rapport aux axes fixes Os, Oy, Os. 

410. La position de ce mobile à chaque instant , 
par rapport aux axes fixes, dépend des trois angles 
4, t, Pf du no 378 ; car au moyen de ces angles , 
les trois sections du corps que Ton a prises pour 
les plans mobiles des coordonnées ^^ , y^ , «^ > sont 
déterminées de position à l*égard de ces plans fixes ; 
et il suffit même de connaître la position de deux 
sections non parallèles d^un corps solide, pour que 
les positions de tous les points de ce corps soient 
entièrement connues. D'ailleurs , quand les angles 
4i I) f , seront connus, les coefficiens a, i, etc., le 
•eront aussi, et Ton connaîtra, par conséquent, 
les coordonnées ;r, y, #, d'un point quelconque du 
mobile. Le problème du mouvement de rotation 
aatoar d'un point fixe se réduit donc , en dernière 
analyse, à déterminer en fonctions du temps, les 
valeurs de 4} ^ P- Or, quand les valeurs de ji, g , r, 
sont connues, celles de ces trois angles dépendent 
de trois équations du premier ordre , que Ton ob- 
tiendra en substituent les valeurs de a, i, etc. 
(no 378), en fonctions de 4 , t) f } et celles de leurs 
différentielles, dans les valeurs defdij qdig rdif 
savoir : 

|Mif = — ê<fe — ft'do' — ê^iio", 

rtU=zbda + Vde/ + V^da". 

Les valeurs de e , c*, e", ne contenant pas l'an- 
gle f , il s'ensuit que celles de pdi et qdt ne con- 
tiendront pas sa différentielle ; et comme les va- 
leurs de hf V, ê", sa déduisent de celles de o, a\ a"j 



en augmentant p d'un angle droit, la valeur de 
-« pdi se déduira de même de celle de qdi. Le 
coefficient de df sera Funité dans la valeur de rdif 
car , d'après les formules du n» 378, on a 

da da' da" 

dp dp dp 

d'où il résulte « 
do do! j»ii 

dp dp ^ 

pour la valeur de ce coefficient. Toutes réductions 
faites, la substitution des valeurs de a, 6, etc., 
dans celles de pdt, qdi^ rdt, donne 

pdt = sin p sin %d^ — cos ^ , \ 
qdi = cos p sin td\> -^ sin pdî ^ I (2) 
rdl = df — cos 1^. ) 

On peut remarquer que l'angle 4 n'entre pas 
dans ces formules ; et, en effet, l'angle 4 ou NOs 
étant compté à portir d'un axe Os entièrement ar- 
bitraire, les valeurs de ji, 9, r, ne doivent pas chan- 
ger quand on augmente ou diminue cet angle d'une 
quantité constante. 

Puisque r est la vitesse angulaire du mobile au- 
tour de l'aie Os^, il s'ensuit que rdt doit être l'angle 
décrit dans le plan des s, et y, pendant l'instant di, 
par chacun des oxes Os^ et Oy^ j cet angle serait df , 
si la droite ON , à partir de laquelle on compte 
l'angle p dans ce même plan , était immobile ; mais 
dans l'instant d<, l'angle NOs augmente de d4, 
' dont la projection est cos bd^ sur le plan des x, 
et yiî et , selon que l'angle I est aigu ou obtus, il 
est aisé de voir que la différentielle dp doit être di- 
minuée ou augmentée de cette projection , pour 
avou' le déplacement de Osg ou Oy^, par rapport à 
une droite fixe dans le plan de ces axes. Par con- 
séquent on aura , dans tous les cas , ntt s= df — 
cos 6d4, comme on vient de le trouver. 
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I a , 6 , eto., et let l atilat dans b«Bticoiip d^occations, et qui sont ex* 
|Qi peavent être | primées par les équations différentielles 



411. Il existe entre lés cosinus 
quantités p, 9 f r, des relations qni 

de=z[aq ^hp) di, <is' = (a'g — h'p) dt, A" = (o^g — ft» <tt, 
d5 = (cp — or) i#, iV i=z (Vp ^ a'r) <tt, iB" = (c"p — tiW) dt, 
«lo = (ir — cç) (ft, eW = (ft'r — ffq) dt, da^ = (fi'^r — c"}) <if. 



(8> 



On obtient les trois premièree de ces équations, 
en ajoutant les équations 

cdo -{- a^dtf + a''cfe'' == qdi^ 
hdc + Vde^ + V'dd' x=^ pH, 
ode 4. c^ic' + <JW = 0, 

après les avoir multipliées respectivement, soit 
par a, 6 , , soit par a\V, 0', soit par af\ &", c'', et 
en ayant égard aux équations du n» 377. On obtient 
les trois suivantes , en opérant d'une manière ana- 
logue sur les équations 

edb + c'db' + <J'db'f = pdi, 
adb + a!db' + a!'db" == ^ rdi, 
bdb + Vdb' + V^db^' = 0; 

et en opérant de même sur les équations 

bda + ifâa' + h»dtf =: rdi, 
cda + eda' H- c^<ia" s= — qdt, 
ada + c^da' + t^'d<^' r= 0, 

on parvient aux trois dernières équations (8). 
On a encore les équations 

pda + qdb ^^^ edr =0, 
pda' + gcA' + cdr' = 0, 
pda" 4. qdVi+ ed^'= 0, 

qui sont une conséquence immédiate des neuf équa- 
tions (8), et qui servent à vérifier Tinvariabilité des 
numérateurs des formules (4), lorsque p, ç, r, sont 
des quantités constantes. 

S IL Équatùmt du mouonnênt de roiaMan amiour 

d'nmpomifute, 

412. Tout ce qui précède étant établi , suppo- 
sons maintenant que des forces motrices données 
agissent sur tous les élémens du mobile , et cher- 
chons , en ayant égard à ces forces , les équations 
différentielles de son mouvement autour du point 
fixeO. 

Au bout du temps t quelconque , désignons par 
Xfdm, Y/fm, Z^cfei, les trois composantes parallèles 
aux axes principaux Ojp^, Oy,, 0^ ^ , de la force mo- 
trice de Télément dm. Si ce point matériel était li- 
bre , ces forces lui imprimeraient, dans Tinstant (2l, 
suivant leurs directions, les vitesses \dtf Y,(2<) Zjdl. 
Les accroissemens de vitesse qu'il reçoit réelle- 
ment , suivant ces directions , sont les quantités 
p}dt , q^i , r^ , du n^ 408 ; les composantes de la 
force perdue par TélémentÂn, pendant Tinstant di, 
sont donc 

(X, - pj dm, (Y, - g,) dm, {l, - r,) dm. 



Le corps sera donc en équilibre (n» 350), en sup- 
posant tous ses élémens sollicités par de semblables 
forces. Or, les équations d'équilibre d'un corps 
solide , autour d'un point fixe, sont au nombre de 
trois (no 206), qui seront, relativement à ces forces, 

/[ï| - ft) 'i - (X» - PU f,] *• = 0, 

/P, - ft) ; - (Zi - 'ù ",] *• = 0. 

/P, - r.) 9, - (T, - ft) .'] <fa. = 0; 

les intégrales s'étendant à la masse entière du mo- 
bile. 

La considération des axes principaux simplifie 
les termes résultant ds la subsiitution des valeun 
de P|, 9«, r^) mus les signes/. En observant qu'a- 
lors les intégrales fs^^^fx^jàm^fig^K^, sont 
nulles I et désignant par A, B, C, les trois roo- 
mens d'inettie principaux du mobile, de sorte 
que A , B , G , représentent les mêmes int^rales 
que dans le n» 409 , et qu'on ait , par conséquent , 



/(v- 


-y/ 


) dm 


r=: 


B — 


A. 


/(v 


- */ 


)èm 


= 


A — 


C, 


/(y.- 


-V 


)èm 


— 


C — 


B. 



les trois équations précédentes deviendront 

Cifr + (B — A) pqdt = RA, 1 
Bdi + (A-C)fpii« = QA, [ {«) 
AdTp -1- (C — B) gnil = PA , I 

où l'on a fait , pour abréger, 

/(*Ji - y A) iw = R, 
/(i^, - »A) *n « Q, 
/(y,Z, - *J,) (fat = P. 

413. Les composantes X^ Yj, Zj, étant celtes des 
forces données, suivant les axes mobiles Oj;,, Oy^^ 
0S|, leurs valeurs dépendront de la direction de 
ces droites dans l'espace , ou des trois angles 4 1 
1, e ; les quantités P, Q , R , seront dono des fonc- 
tions de 4 9 1 y f ) données dans chaque cas parti- 
culier; par conséquent, le problème du mouve- 
ment de rotation d'un corps solide autour d'un 
point fixe , conduit à six équations différentielles 
du premier ordre , entre les six inconnues p, 9 , r, 
4, I, f , et la variable I, savoir, les trois équa- 
tions (a), jointes aux trois équations (7) d« n» 410. 
En éliminant , dans les premières équatkms , les 
trois inconnues p,9, **, an moyen des dernières 
équations , on obtiendrait trois équations différen- 
tielles du second ordre, relatives à 4.» ^9 ^) ^^* 
sont les inoonnnes définitives du problème ; mais il 
vaut mieux conserver les six équations du premier 
ordre. • 
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Iloui nous bornerons à considérer le cas on la 
pesanteur est la seule force qui agisse sur les points 
du mobile. Prenons , dans ce cas , Taxe 0% vertical 
et dirigé dans le sens de eette force constante que 
nous représenterons par g ; ses trois composantes 
suivant les axes Oi*^ Oy„ Om^ seront 

à cause de (n* 377) 

of ' = oos MOx^ , V^ = cos MÙy„ c" cos sO<s^ j 

et BÏ Ton désigne par H la masse du mobile , et par 
• , C , 7, les trois coordonnées eonstanles de son 
centre de gravité , par rapport ft ees axes mobiles , 

0^' s — ain ê sin f , 6" = ^ 

414. On parvient facilement à intégrer les équa- 
tions (6), lorsque leurs seconds membres sont nuls ; 
ce qui a lieu quand on fait abstraction de la pesan- 
teur, ou bien , lorsque le point fixeO est la oeptn 
de gravité du mobile, et où Ton a , conséquen- 
ment , • = 0, C = 0, )^ = 0. 

les équations {fi) se réduisent alors à 

Cdr 4- (B — A) pqdt = 0, \ 
Bdg + (A-C)fyA=0, j (d) 
Adp + [C^ B) grdl = 0, ) 

Or, ai on les multiplie par r, y, p, et qu'an las 
ajoute , il vient , 

Cnbr +Viqdq + kpdp z=zOi I 

itt — BA + (B — C) Cr> 
^ "■ (A — B) A • 



de sorte qu^on ait 

il en résultera 

R = laV' ^ Co»') Ug, 

P = (Ce" - yy') Mg. 
Les équations (a) deviendront donc 

Cd^+(B— A) pgdl =:(•*" — €a")«^<, \ 
Bdg + (A — C) fpdf = (>«"— •©") Mgdi^ J {b) 
Adip + (C — B)9nfts=(Cc" — >y')M^d#, ) 

auxquelles il faudra joindre les équations (7) et 
celles-ci (no 378): 

iin I cos f , c" := cos 1. (c) 

et , en intégrant, on a 

Cf. + Bj« + Ap« = *; (a) 

h étant nne constante arbitraire. Si Ton ajoute ces 
mêmes équations, après les avoir multipliées par 
Gr, B^ , Ap , il en résuite 

C* rdr + B> gdq -{- A* pdp = 0$ 

d'où Ton tire, en intégrant, 

Or* + h* g* + A*p* == k*i (f) 

A* étant une seconde constante arbitraire , qui ne 
peut être qu^une quantité positive , ainsi que la 
première. 
Ces équations (a) et (/*} donnent 

,— ** — AA + (A ■- C) 0« 

^' "" (B — A) B 



En substituant les valeurs de|i et ^ dans la première équation (d), et la résolvant ensuite par rapport 
àdf, on a 

± 1/aB. Cdr 



dt == 



[A. «. BA + (B — G) Cr» ]7[AA — A» + (C — A) Cf ]•; 



(y) 



On regardera le dénominateur comme une quantité 
constamment positive : et Ton prendra , au numé- 
rataw, le signe 4* ou le tigna — , selon que la dif* 
féfeutieUe dr sera positive ou négative , afin que le 
tanpa soit toujours croissant , et sa différentielle 
toojoars positiva. 

En intégrant cette formule (5^), on aura la valeur 
de < en fonction de rj d^on l'on conclura , récipro- 
quement, la valeur de r en fonction de t : les valeurs 
des trois quantités p, 9, r, peuvent donc être oen- 
tées cennnes en fofictiions de cette variable, ou du 
nains elles ne dépendent plus que dVne seule in- 
tégrale, qui se réduira toujours aux fonctions ellip- 
tiques *. 

On obtiendra cette intégrale sous forme finie, 

* F^n» mt ce point , le prtadcr volume de !• Tkéoiii du 
fmu Um t ei/^Mf. 



sans le secours de ces fonctions, lorsque deux des 
trois momens d^inertie A, B, C, seront égaux, ou 
lorsque la constante k* sera égale à l'une des trois 
quantités AA, BA, Ch. 

416. Si Ton examine avec attention la forme des 
équations (d), et qu'on ait égard aux formules (8) 
du no 411, on parvient à découvrir d'autres équa- 
tions immédiatement intégrales. 

Eu effet, j'ajoute les équations (d), après les avoir 
multipliées par c, 6, a } ce qui donna 

[cdr+(a9— «p)rd#]C + [6d2 + (cp — ar)gdr] B 
+ [<Miï + (6r - cq) pd*] A = 0, 

ou bien, en vertu des trois premières formules (8), 

Cd. cr + Bd, bq + Ad. op = 0. 
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On trouvera semblablement 

Cd. cV -I- IM. h'q -f kd, a> == , 
Cd. o'V + Bi. V[q 4- Ad. af> s= 0. 

En intégrant, on aura donc 

Cro + B^J + Apa = /, . 
Crc» + B^ô' + Apa' = f, | (fc) 
Cr©' + Bjô" + Ajwi" = P\ ) 

l, f , V\ étant des constantes arbitraires. 

Ces trois intégrales ne sont pas des équations 
distinctes entre elles ; car si Ton ajoute leurs car* 
rés, on trouve, en ayant égard aux équations 
du n» 377, 

C* f« + B> 9* 4- A» !»«=/»+ r» + i"» ; 

résultat quf rentre dans Téquation (/), et d^où Ton 
conclut, entre les constantes A, /, 1^, î", la relation 

1% + /»» + r« = *• . 

Si Ton substitue dans ces équations (A), à la 
place de a, 6, etc., leurs valeurs en fonctions de4} 
I, f (no 378], on obtiendra trois équations entre 
les six variables 4i ^) f > F» 9> ''y ^^ ^^s constantes 
arbitraires /, t, V\ qui devront être des intégrales 
des équations (7) du n» 410; et c^est en effet, ce 
qu^il est aisé de vérifier. Gomme ces trois intégra- 
les n'équivalent qu'à deux équations réellement 
distinctes, il s'ensuit qu'il doit exister une troisième 
intégrale des équations (7); mais avant de la cher- 
cber il est nécessaire de voir ce que signifient les 
équations (A). 

410. D'après ce qu'on a vu dans le tfi 409, elles 
montrent que lesmomens des quantités de mouve- 
ment de tous les points du mobile, par rapport aux 
axes fixes Oj;, Oy, Os, sont constans et égaux à /, 
f , i", pendant toute la durée du mouvement. En 
les comparant aux formules (6) de ce numéro , et 
observant qu'en vertu de l'équation (/), le moment 
principal G est égal à la constante A, regardée 

Al» 

sin sin f = — >- , sin I cos 9 

h 

elles s^accorderont entre elles , en vertu de l'équa- 
tion (/}, et serviront à déterminer les angles 9 
et I, en fonctions du temps, d'après les valeurs de 

Maintenant, si l'on élimine dh entre les deux pre- 
mières équations (7) du n® 410, on aura 

sin* hd-^ = sin 9 sin f pdt -|- sin ft cos 9 qdi ; 

d'où l'on tire, en vertu des équations précédentes, 

A» — G» r» 
donc, & cause de l'équation (e], on aura 

A — Cr« 



iH = ^ 



A* 



G» r» 



W'î (A) 



comme positive, on aura 

/ r r 

cos mOs = — , cosiiiOy= — , cosmOj = — , 
A A A 

pour déterminer la direction de Taxe Om de oe mo- 
ment, qui demeurera immobile , ainsi que ie plan 
perpendiculaire à cette droite. La position de Taxe 
Om changera par rapport aux axeft mobiles Os,, Oy^ 
Om^ mais on la retrouvera, & chaque instant, au 
moyen des formules (6) du no 400, dans lesquelles 
on peut supposer connues les quantités p, g, r. On 
pourra donc assigner, à un instant quelconque, lo 
point où cette droite rencontre la surface du mo- 
bile, et la trace, sur cette surface, de la section da 
plan mobile perpendiculaire à cette droite. 

Ainsi, lorsqu'un corps solide toome autour d'wi 
point fixe, en vertu d'une ou plusieurs impulsions 
primitives, sans qu'aucnne force motrice agisse 
sur ses points, il existe un plan passant par le point 
fixe, qui demeure invariable pendant le mouve- 
ment, et dont on peut déterminer la position, à 
chaque instant, par rapport aux plans mobiles des 
axes principaux du corps. 

Nous aurons occasion, dans la suite , de généra- 
liser ce théorème \ maintenant, il va nous servir à 
trouver la troisième intégrale des équations (7). 

417. L'axe Om étant immobile , nous pouvons lo 
prendre pour l'axe fixe 0«, dont la direction est ar- 
bitraire \ nous aurons alors 

cos mOxj = cos %OsB^ = a", 
cos mOy, = cos jsOy, = V\ 
cos mOji^ =: cos jb0S| = e", 

A cause de G=i=A et des formules (6) du no 400, il 
en résultera 

Ao Bo Cr 

fl"=— , ft" = — , c" = — ; 
A A A 

les équations (0) deviendront donc 

B9 Cr 

= 1 cosl=:--; (»0 

et en substituant la formule {g) à la place de di^ il 
en résultera une valeur de i^, dont l'intégratioD 
se réduira aussi aux fonctions elliptiques, et qui 
s'obtiendra sous forme finie dans les mêmes cas 
que l'intégrale de dt. De cette manière, on connaî- 
tra donc la valeur du troisième angle 4 en fonction 
de r, et, par conséquent, en fonction de t. 

Les quantités A— Cr* et A« — G* r* étant positi- 
ves, en vertu des équations (a) et (/}, et A étant 
aussi une quantité positive, il eu résulte que la vi- 

tesse angulaire — sera toujours négative, et que le 

di 
mouvement delà droite ON aura constamment lieu 
dans le même sens. A cause que l'angle 4 ®^^ 
compté dans le sens indiqué par la flèche «(no 378), 
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ce mooTetncnt se fera en seni contraire, c*eit-à- 
dire de Taxe Os ven Taxe Oy ; sa direction con- 
stante dépendra donc dn sens de l'axe Oy, qnenoos 
déterminerons toot à Thenre. 

418. Les Talenn des six variables ji, q, r, 4) ^ f , 
résultant de notre analyse, seront des fonctions du 
temps, qui contiendront, en entre, quatre con- 
stantes arbitraires, savoir, k, h, et les deux constan- 
tes qui seront introduites par Tintégration des for- 
mules (g) et (k). Les intégrales complètes des équa- 
tions (7) et {d), dont ces valeurs dépendent, de- 
vraient renfermer six constantes arbitraires ; mais 
le choix que nous venons de faire, de Taxe Om dn 
moment principal, pour Tun des axes des coordon» 
nées s, y, », a fait disparaître deux de ces constan- 
tes; car, Om coïncidant avec Om, les angles mOs et 
mOy sont droits, et, diaprés les formules du n» 416, 
il en résulte /=0 et /'=0. Nous n'avons donc plus, 
pour achever la solution complète du problème, 
qu'à déterminer, au moyen des données initiales du 
mouvement, les quatre constantes restantes, et les 
parties des droites passant par le point 0, auxquelles 
répondent les angles variables, pendant toute la 
durée du mouvement. 

Pour cela, supposons que le mobile dont on con- 
sidère le mouvementde rotation, soit formé, comme 
dans le no 380, de deux corps, dont l'un était en re- 
pos et retenu par le point fixe 0, et dont l'autre, 
animé d*une vitesse donnée, est venu frapper le 
premier, et s'y attacher. Soient /« la masse du corps 
choquant, v la vitesse commune à tous ses points 



avant le ohoc, lE la direction initiale de son centre 
de gravité, HEK la section du mobile par le plan de 
cette droite FK et du point 0, et /la longueur de la 
perpendiculaire OL, abaissée de ce point sur cette 
droite. La percussion qui a produit le mouvement 
de rotation sera dirigée suivant FE, et égale à /<v. 
D'oprès le principe du n» 858, si l'on prend en sens 
contraire de leurs directions les quantités de mou- 
vement de tous les points du mobile, qui auront lieu 
immédiatement après le choc, Téquilibre devra 
exister entre ces quantités de mouvement finies et 
la force fiv prise dans sa direction ; or, pour cet 
équilibre, il faudra (no 282) que le moment /««/ de 
cette force soit égal an moment principal die ces 
quantités de mouvement, et que les axes de ces 
deux momens soient dans le prolongement l'un de 
l'autre. Puisque ce moment principal, qu'on a ap- 
pelé G, est constamment égal à k (no 416), on aura 
donc d'abord 

k = itvf^ 

pour la voleur de cette constante positive. 

De plus, si Ton mène par le point l'axe du mo- 
ment iJOff^ perpendiculaire à la section donnée EHK 
du mobile , cette droite sera aussi l'axe du moment 
principal, que nous avons pris pour l'axe Os; les di- 
rections Off,, Oy^, Or|, des trois axes principaux du 
mobile, seront également données à l'origine do 
mouvement ; les angles que font ces droites avec 
Os seront donc connus ; et d'après le numéro pré- 
cédent, nous aurons 



P = 



k cos mOx, 



k cos jOy, k 
= g , r 



cos sOjb^ 







pour les valeurs initiales de p, q, r. En les substi- 
tuant dans l'équation (s), on aura la valeur de la 
constante k. 

On prendra arbitrairement pour les droites Ox^, 
Oy^ OjK|, les parties qu'on voudra des axes princi- 
paux du mobile qui se coupent au point 0; mais 
après les avoir choisies, et avoir fixé les points de la 
surface du mobile où ces portions de droites vien- 
nent aboutir, elles ne devront plus changer pendant 
le mouvement. 

Le sens de la percussion exercée sur le mobile, 
suivant la direction FE, déterminera celui de la 
rotation outour de chacun des axes Os^^ Oy^ Ob^, à 
l'origine du mouvement, et, par conséquent, les si- 
gnes des valeurs initiales de p, q, r (n» 409). On 
saura doue aussi, diaprés les équations précéden- 
tes, si les angles sOx^, xOy^, jOs^, sont d^abord ai- 
gus ou obtus ; et il suflira d'avoir égard à l'un de 
ces angles, plus petit ou plus grand que 90o, pour 
déterminer la partie de la perpendiculaire au plan 
de la section HE&, qu'on devra prendre pour l'axe 
Oj ou Om, et qui sera, pendant toute la durée 



dn mouvement, l'axe du moment principal des 
quantités de mouvemens de tons les points du mo- 
bile. 

L'intersection ROR' du plan de la section HEK et 
du plan des axes Osi et Oy^, sera aussi connue, à l'o- 
rigine du mouvement. Pour connaître la partie ON 
de cette droite, à laquelle répondent constamment 
les angles 4 et f, il suffira donc de savoir si, à cette 
époque, f ou NOdr^ est un angle aigu, ou un angle 
aigu augmenté de 190o; et comme on a 



cos 



mOxi = — sin I sin 9, cos sOy^ = — sin t cos f , 

il suffira d'avoir égard au signe de l'un de ces cosi- 
nus, ou de la valeur initiale d'une des quantités p 
eiq. 

La droite fixe Ox est entièrement orbitraire dans 
le plan de la section HEK. Pour plus de simplicité, 
je supposerai qu'elle coïncide avec la position ini- 
tiale de ON. En faisant 4 =0 dans les valeun de 
o', ft', c', du n» 878, on aura, à l'origine du mouve- 
ment, 



cos yOjPj = cos I sin 9, cos yOy, = cos I cos f, cos 3fOs^ = sin I. 
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Connaissant les valeurs initiales des angles et f , 
oigns ou obtus, il suffira donc déconsidérer le signe 
de cosyOx, ou cosyOy,, pour connaître la partie de 
la perpendiculaire à Ox ou ON, qu^on devra pren- 
dre pour Taxe fixe Oy, et, par conséquent^ le sens 

de la vitesse — , qui aura lieu de ON vers Oy, et 

restera le même pendant tout le mouvement. 

Toutes choses restant d^ailleurs les mêmes , si le 
sens du choc primitif est seul changé, les valeurs 
initiales dep, 9, r, changeront toutes trois désigne ; 
en supposant que les angles primitifs t et ^ fussent 
aigus a\ant ce changement, ils deviendront ir — 'h éi 
«• ^ ^ ; et les droites Ojs et ON se changeront dans 
leurs prolongemens. En mettant v — 6 et «- -}- f tu 
lieu de B et Y dans les équations précédentes, il nVn 
résultera aucun changement pour les valeurs ini- 
tiales des angles yOx^^ yOy^, yOs^. La droite Oy res- 

teradoncla même \ maisiavileaso angulaire — étant 

di 
toujours négative et dirigée de Oor vers Oy, et 0« 
coïncidant actuellement avec ON*, le sens de celte 
vitesse aura changé avec celui de la percussion pri- 
mitive. 

Enfin , on déterminera les constantes arbitraires 
qui seront ajoutées aux intégrales des formules (y) 
et (A) , de manière qu^on ait i = et 4 = , & To- 
rigine du mouvement , c'est-à-dire , pour la valeur 
initiale et donnée de r, 

419. Maintenant, nous ferons remarquer quel- 
ques propriétés générales du mouvement que nous 
venons*de déterminer. 

t» D'après les formules du n» 408 , l« «arré de la 
vitesse de Télément dm du mobile , à un instant 
quelconque , a pour expression 

En multipliant cette qnantité par dm , on aura la 
force vive de ce point matériel ( n» 361 ) ; et en in- 
tégrant ensuite , dans toute Tétendue de la masse 
du corps , on obtiendra la somme des forces vives 
dont il est animé ou bout du temps t. Or, en suppri- 
mant les terinifs multipliés par Jxff^dm^ fz^x^dm^ 
fy^Mjim , à cause que les coordonnées x^^ y^, z^y sont 
rapportées à des axes principaux, et ayant égard aux 
valeurs des momens d'inertie A , B, G , en a , pour 
celle somme, 

hp* + Bgi -J- Cr* ; 



ces vives de tous les points du mobile est constante 
pendant le mouvement. 

2o Si Ton appelle « la vitesse angniaire autour 
de Taxe du moment principal , qui coïncide con- 
stamment avec Os, cette composante de la vitesse 
• , relative à Taxe instantané , se déduira de relie- 
ci , en la multipliant par le cosinus de Tangle que 
fait l'axe instantané avec l'axe Os ; diaprés leii« 407 « 
on aura donc 

et si Ton substitue pour a", 6", c", lenrs valeurs 
trouvées dans le n» 417, et qu^on ait égard k f *^ua- 
*tfen (#)^ il en résultera 

h 

"" h 

La vitesse angulaire du mobile, parallèlement 
au plan dans lequel la percussion primitive a eu 
lieu^ est donc constante et égale à la somme des 
forces vives de tous les points du corps, divisée par 
le moment de cette |>ercu9Mon par rapportau centre 
fixe. 

3» Soient «', y, s', les coordonnées d'un point 
quelconque de Taxe instantané, rapportées aux axes 
Off^, Oyj, Osj, et u la distance de ce point à leur 

f q r 
origine 0. En observant que — ^ — , — ^ sont les co- 

M M « 

sinus des angles que font ces droites avec Taxe in- 
staatané (n** 407), on aura 



w — . , 



qu 
y = —, 



j 



•»« 



SI donc on multiplie les équations (s) et (^) par — , 
elles deviendront 



As'. + By'« -J- C*'» = 



A. «'. 4. B> y*» + €» s'- = 



ik« V* 



et si l'on élimine — entre celles-ci , on aura 



donc , en vertu de l'équation (#) , la somme des for- 

A (*t — AA) s'« + B (A* — Bfc) y'« + C (*» — Cft) s'» = -, 



d'où Ton conclut que l'axe instantané de rotation 
demeure toujours sur la surface d'un cône du second 
degré , que l'on peut tracer dans l'intérieur du mo- 
bile , lorsque les constantes A et A sont connues. Ce 
cône se change en un plan , qnand le carré de h est 
égal 2i l'un des produits AA, BA, CA j il devient un 
cône droit à base circulaire , ayant pour axe l'un des 



trois axes principaux relatifs à ce point , toutes les 
fois que deux des coefficiens de l'équation précé- 
dente sont égaux. 

4» L'axe Om ou Os du moment principal des 
quantités de mouvement, étant immobile, la suite 
des droites suivant lesquelles il traverse le corps 
pendant le mouvement, se trouvera sur un cônu 
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qui a le point pour tommef . Or, ce cône est auMi 
é\a fécond dejtré, comme le précédent. En effet, si 
Ton appelle s", y", z'\ les trois coordonnées d'un 
point quelconque de l'aie Om , rapportées aux axes 
OjTj, Oyj, Osp et si Ton désigne par u, la distance de 
ce point à l'origine , on anra 

et, par conséquent , 



,» — o"ll 



^^ 









Cr = — . 



En subatitoant oea vateura dans les équations (a) et 
(/),il fient 






S"i + y»'i + j,". = „^, j 



et par l'élimination de u* , on en conclut 



X»— AA 



*"• + 



*» — Bfc 
B 



yfn + 



Al— CA 



»"• 



= 0, 



pourréqnation de la surface du cène dont il s'agit. 

5» Pour que ce c6no et le précédent ne soient 
paa imaginaires, il faudra que les quantités A* — 
A A, k* -»Bà, k* -»CA, ne soient pas toutes trois de 
même signe. Gela étant , si A est le plus grand ai G 
le plus petit des trois momens d'inertie principaua, 
les deux quantités A* — Aà et A* <— >CA devront 
être désignes côntrairea. Or,, selon que la troisième 
quantité k* — Bà aura le roèoie signo que k* — AA 
ou A* — GA, les- sections de ces deux c&nes seront 
des ellipses perpendiculaires à l'axe du plus grand 
ou à l'axe du plus petit moment d'inertie. Paa con^ 
séquent, pendant toute la durée du mouvement, 
l'axe instantané de rotation ne s'écartera de-l'ttn de 
ces deux axes principaux , que de quantités liroi- 
lées ; et , en même temps , cet- axe principal ne s'é- 
cartera non plus que de quantités limitées , de -l'axe 
Oat perpendiculaire au plan de la percnsaioa primi- 
tive et du point 0^ 

480. Lorsque l'axe instantané de rotation^ 01 
(flg. 88] s'écarte très peu de l'un des troia axes prin- 
cipaux, par exemple de l'axe 0#^, pendant toute la 
durée du mouvement, on peut déterminer sa posi- 
tion et celle du mobile à on instant quelconque, 
d'une manière très simple, et sans recourir aux 
fonctions elliptiques. A la vérité , cette autre solu- 
tion du problème n'est qu'approchée; mais on 
pourra pousser l'approximation aussi loin qu'on 
voudra : celle à laquelle nous nous arrêterons suf- 
fira pour compléter ce qui a été dit dans le no 389, 
sur les propriétéa mécaniquea dea axes principaux. 

Sooa avoua (n» 400) 



fin lOSj = 






l'angle IOjj étant très petit par hypothèse , p et 9 
seront deux fractions très petites de r; si l'on né- 
glige leur produit , la première équation {d) se ré- 
doit à dr = 0, et donne r = ii; n étant une con- 
stante arbitraire qui exprimera la vitessede rotation 

du corps , ou la valeur de yp* + 9* 4- r> \ en né- 
gligeant aussi les carrés de p et q. Les deux autres 



équations {d) deviendront 

Bdq+[K^C)npdt=0, ) 
Kdp+ {C — B)nqdi =0. 7 ^*^ 

Four les intégrer , je fais 

p = C sin («'/ + y), qz= C cos [n'i + y) ; 

C, C, y^ n', étant des quantités constantes. En sub- 
stituant ces valeurs de p et g'dans les équations (1], 
et supprimant ensuite le sinua ou cosinus qui se 
trouve facteur commun à tous leurs termes, il vient 

BW— (A-C)Ci» = 0, ACn'— (B — C)C» = 0; 

d'où l'on tire 



= »!/< 



(A - C) (B - C) 
AS 



«'=:»|/A{A-C), 



c = . I^B (B — C); 

« étant une constante qui restera arbitraire, ainsi 
que y. Si donc on fait , pour abréger , 



i^ 



(A - G) (B - C) 
AB 



= ^, 



il en résuUera- 



p = • 1/ B (B - C) sin {M + y), J 
g = «KA (A - G) cos (*»< + y), \^^^ 

pour les intégrales complètes des équations (1). 

Si l'on projette l'axe instantané 01 sur le plan des 
9, et y,, et qu'on appelle i l'angle que fait cette pro- 
jection avec l'axe des y„ on aura 

9 
Ung ^ = — ; 

P 
de plus , la valeur de sin 10 Xj se réduit à 



sm 



10», = — |/p« + r » 



au degré d'approximation où l'on s'est arrêté; par 



MO 
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eoniëqnenti te» Taleiira préoëilmitet de p et g feront 
connaître immédiatement, à chaque instant, la pé- 
tition de l'axe de rotation dana Tintérieur du mo- 
bile. On Ta voir les conséquences qui en résul- 
tent. 

421. Si , à l'origine du mouyement , cette droite 
acolncidéezactement avec l'axe Os^, il faudra qu'on 
ait/» = 0, et 9 = 0, quand I = ; ce qui exige que 
la constante m soit nulle. Alors on aura constamment 
p = et jf = ; et l'axe instantané 01 coïncidera , 
pendant toute la durée du mouvement , avec l'axe 
OjIj, qui demeurera immobile ( no 406 ). Lors donc 
que le corps retenu par le point fixe aura com- 
mencé à tourner autour de l'un des trois axes prin- 
cii^aux qui se coupent en ce point, il continuera in- 
définiment à tourner autour de cet axe, comme s'il 
était entièrement fixe j ce qui est la proposition da 
no 380. 

Mais, ai à l'origine du mouvement l'axe 01 s'é- 
cartait un peu de Om,^ les Taleurs initiales dep et q, 
et , conséquemment, la constante •, seront seule- 
ment très petites. Or, pour que les valeurs de p et 9 
demeurent toujours très petites , il faut que la con- 
stante ^soit réelle; car, lorsqu'elle est imaginaire, 
le sinus et le cosinus contenusdans les équations (3) 
se changent , par les formules connues , en expo- 
nentielles réelles, et les valeurs de p et g, qui en 
résultent, croissent indéfiniment avec le temps i, 
La réalité de ^ exige que le moment principal C soit 
le plus grand ou le plus petit des trois momens 
d'inertie A , B , C. Donc , quand l'axe instantané de 
rotation a été un tant soit peu écarté de l'axe prin- 
cipal qui répond au moment d'inertie moyen , cet 
écart augmente avec le temps , et ne reste pas ren- 
fermé entre de très petites limites ; et, au contraire, 
lorsqu'on l'a un peu écarté de l'axe principal auquel 
répond le pins grand oa le plus petit moment d'i- 



nertie, il l'en éloigne très pea, et ne fait que da 
très petites oscillations pendant toute la durée du 
mouvement. 

Il y a donc une différence essentielle entre lee 
trois axes principaux du mobile qui se coupent ao 
point fixe : en supposant que A soit la plus grande, 
et C la plus petite des trois quantités A, B, C, le 
mouvement de rotation est stabie autour des axes 
OXf et OjVj, et ne peut être qu'instantané autour de 
l'axe Oyj. S'il s'agit, par exemple, d'un ellipsoïde 
homogène, retenu par son centre de figure, le mou- 
vement est stable autour du plus grand ou du plus 
petit de ses trois diamètres principaux , et non sta- 
ble autour de son diamètre moyen. 

422. Dans le cas de l'instabilité du mouvement, 
les formules (2) n'exprimeront les valeurs appro- 
chées de p et 9 que pendant les premiers instans du 
mouvement, et tant qu'elles seront très petites, 
comme le supposent les équations (1), dont elles 
sont déduites. Pour avpir les valeurs dep, 9, r, à un 
instant quelconque, il faudra alors recourir à la ao- 
lution rigoureuse du problème. Dans le cas de la 
stabilité , les valeurs approchées de p et g , données 
par les équations (2) , subsisteront pendant toute 
la durée du mouvement; et l'on déterminera de la 
manière suivante celles des trois angles 4f ^ y t* 

Je supposerai , comme dans le tifi 418 , que le 
mouvements été produit parle choc d'une masse f», 
dont tons les points avaient une vitesse 9 , paral- 
lèle à une droite FE (fig. 03), passant par le centre 
de gravité de /«, et comprise dans le plan des » et y. 
Les équations (s') auront lieu comme précédem- 
ment ; et en désignant toujours par f la distance de 
cette droite au point 0, la quantité k qu'elles ren- 
ferment sera encore le moment (i9f de la percus- 
sion initiale. Au moyen de r = n et des fonnn- 
les (2), cea équations (s) deviendront 



sin I sin e = -v- 



sin • ces e 
ces t 



A |/B 


(B- 


• C) 


Itvf 


B l/A 


(A- 


•C) 



/W 



Cl» 



t^vf 



sin {hU «4* y)y 



cos (/ni + ^), / (3) 



Les angles $ et f étant donnée à l'origine da 
mouvement, si l'on fait <= dans les deux pre- 
mières de cea équations , en en déduira les valeurs 
des denx constantea m et y. Ces deux équations fe- 
ront ensuite connaître les valeurs de f et 9 à un 
instant quelconque, après que la constante n aura 
aussi été déterminée. Il faudra que m soit une quan- 
tité très petite, pour que les valeurs dep et g, don- 
nées par les équations (2), soient très petites, 
comme on Ta supposé. Cela étant , 6 sera constam- 
ment un très petit angle, et l'axe principal Ojs^, 
dont s'écarte très peu l'axe instantané de rotation, 
s'écartera lui-même très peu de Taxe Os perpen« [ 



diculabre à la direction FE de la percusaiou primi- 
tive. 

En négligeant le carré de • , la troisième équa- 
tion (3) se réduit à 

fàvf= Cii; 

ce qui fera connaître la constante ii , qui sera , à 
très peu près, la vitesse angulaire du mobile antonr 
de l'axe instantané. 

La troisième équation (7] du n» 410 9e réduira 
de même à 

iidi 1= (Ir — 44 > 
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d'où Ton lire 

4 = « + » — »<; 

e étant une constante arbitraire, que Ton détermi- 
nera d^aprèa let valeurt initiales de f et 4. Cette 
dernière équation fera ensuite connaître l'angle 4 i 
un instant quelconque ; ce qui complète la solution 
du problème. 

483. Lorsque le mobile est un solide de réto lo- 
tion, dont 0M^ est Taxe de figure , on o B = A ; la 
première équation {d) se réduite cir = 0; rest 
donc une constante arbitraire n ; et toutes les for* 
mules du no 420 , ainsi que les équations (3), ont 
lieu rigoureusement. 

L'angle 6 n'est plus assujetti è être très petit} 
mais , en Tcrtn de la troisième équation (3), sa Ta<^ 
leur est constante pendant le moutement; en sorte 
que l'axe de figure du mobile décrit un cène droit 
à base circulaire , autour de la droite Os perpen- 
diculoire à la direction F£ du choc primitif. En 
désignant par • la valeur constante et donnée de 
cet angle 9, on aura 

têvf cos • = Cfi , 

pour déterminer la constante »• D'après les deux 
premières équations (3), on aura aussi 

^ M* «* /^ «in* « = «• A' (A — C), 

pour déterminer la constante • j et en vertu des 
équations (2) la vitesse angulaire m autour de Taxe 
instantané sera (n» 400) 



=1/ 
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ce qui montre que cette vitesse sera constante, de 
manière que le mobile tournera uniformément, 
soit autour de l'axe instantané, en vertu de cette 
vitesse , soit autour de son axe de figure, en vertu 
de la vitesse ii. 
Les deux premières équations (3) donnent aussi 

Ung f = tang [Imi + y), 9 =r l^l 4. y, 

La troisième équation (7) du n» 410 devient 

udi = iMlf -» cos 1^4 ; 

en désignant par une constante arbitraire, on en 
déduit 

4 = e = lî-=ii^= c - i:2^r 

cos t A ' 

par conséquent, Tangle f , compté sur un plan per- 
pendiculaire à l'axe de figure, et l'angle 4» compté 
snr le plan du choc primitif et du point 0, varient 
l'un et l'autre uniformément. 

424. La stabilité du mouvement autour des axes 
principaux du plus grand et du plus petit moment 
4'inertie, ayant été conclue des équations (2], qui 
ne sont qu'approchées, on pourrait conserver quel- 
que doute sur l'exactitude de cette conclusion j 



mhis on démontre rigoureusement la stabilité dont 
il a'agit, au moyen des intégrales exactes («) et(^) 
des équations du mouvement. 

Bu effet , en multipliant la première par C, et la 
retranchant de la seconde , on a 

A (A — C) p« + B (B — C) î« = D; (4) 

D désignant , pour abréger, la constante h* — Ch, 
Si donc l'oxe instantané s'écarte très peu de l'axe 
principal Os ^ à l'origine du mouvement , de sorte 
que les quantités peiq soient très petites & cette 
époque, la constante D sera aussi très petite; d*où 
Je conclus que les valeurs de p et ç devront rester 
très petites pendant toute la dorée du mouvement, 
lorsque les deux différences A — G et B — G seront 
de même signe ; car il faudra , en vertu de l'équa- 
tion(4), que leurs carrés , multipliés par des quan» 
tités de même signe , et ensuite ajoutés , donnent 
constamment une somme très petite. On peut 
même, dans ce cas, fixer des limites aux valeora 
de p et 9 , et l'on voit qu^on aura tonjours 

^* '^ A (A — G)' ^* "^ B(B— G)' 

■ois si les différences A — C et B — C sont de 
signe contraire, et que la constante D soit encore 
supposée très petite, on conçoit que l'équation (4) 
pourra néanmoins être satisfaite , sans que les va- 
leura de p et g soient astreintes à demeurer con- 
stamment très petites ; et , en effet , l'analyse dit 
n» 420 montre qu'alors ces valeurs ne sauraient 
être supposées très petites pendant toute la durée 
du mouvement. 

Au reste, les axes principaux relatifs au point 
fixe sont les seuls axes qui puissent rester les 
mêmes dans l'intérieur du mobile , et demeurer en 
repos , quand ils ne sont pas entièrement fixes , 
ainsi qu'on l'a déjà vu dans le n" 389. Cela résulte 
actuellement des équations (d). En effet, pour que 
l'axe instantané de rotation conserve toujoun la 
même position, il faut que les trois quantités p, 
jf , r, soient constantes. On a dono 4p = 0, dg =5 0, 
dir = ; ce qui réduit les équations (d) à 

(B-.A)pg=0, (A— C)fpr=:0, (G— B)9r=0. 

Si les trois roomens d'inertie A, B, C, sont iné- 
gaux, il fondra sopposer nulles deux des trois 
quantités p,^, r, pour satisfaire k ces équations; 
et alors l'axe instantané coïncidera avec l'un des 
trois axes Os^ Oyj, 04|. Si deux de ces trois mo- 
mens d'inertie sont égaux , de sorte que l'on ait 
B =s A, par exemple, la première équation dispn- 
raitra , et l'on satisfera aux deux autres en prenant 
r = 0. L'axe instantané sera dono alora situé dans 
le plan des deux axes Os, et Oy, ; mais on sait que, 
dans un pareil cas , toutes les droites comprises 
dans ce plan , et passant par le point , sont des 
axes principaux ; Taxe de rotation immobile sera 
dont: encore un axe principal. Bnfin , lorsqu'on a 
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A = B = C , ces trots équations sont identiques , 
et Ton pent prendre les valeurs de j»i^ 9 , r, arbi- 
trairement; mais aussi, dans ce cas particulier, 
toutes les droites qui passent par le point O sont 
des axes principaux ; par conséquent, dans tous les 
cas , Taxe de rotation , s^il demeure immobile ^ ne 
pourra être qu^un axe principaf. 

$ ni. Solution d^un cao particuHer d^-motUfomMi d9- 
roiatione^ttn oorvs pesant, 

426, Lorsque ta point fixe n^est pas lo centre 
de gravité du mobile, et qu^on ne fait point 
abstraction de la pesanteur, on n^est parvenu, 
jusqu^à présent, & intégrer le système des équa-> 
tiens (7) et (6) des n<» 410 et 413, que quand le 
mobile est un solide de révolution, et que le 
point appartient à son axe de figure. G^est ce cas 
particulier que nous allons maintenant considérer. 

Supposons que Taxe principal Ojb^ soit Taxe de 
figure, et qu^on ait, par conséquent, B = A. Sup» 
posons aussi que le centre de gravité G du mobile 
(fig. 94) appartienne àruxedes s, positives, déserte 
qu'un oit (n» 413] « = et C = , et que y soit 
une quantité positiire et donnée , qui représente la 
distance OG. L'axe 0* étant vertical et dirigé dans 
le sens de la pesanteur, Tangle ^ ou %0m, sera aigu 
ou obtus , selon que le point G se trouvera au-des- 
sous ou au-dessus du plan borixontal mené par le 
point 0. Dans ces deux cas , les équations (h) de- 
viendront 



(l) 



Clfr=:a, 

Adq — (C — A) fyrf/ = y<^'Mgdt, t 

AdSp + (C — A) rqdt = — yb^'JBigdt , ( 

les quantités a" et h" qu'elles renferment étant, 
d'après les équations (c), 

o" = — sin sin f , t" = — sin ê cos ^ 

Bous appellerons équatour du mobile la section 
perpendiculaire à son axe de figure , et passant par 
le point O. Soient NEB '£' cette section , et BON' la 
droite snivant laquelle elle coupe le plan borison- 
tal mené par ce point fixe. Toutes les droites qui 
passent par ce point et sont comprises dans cette 
section, étant des axes principaux, l'angle f pourra 
se rapporter k l'une quelconque d'entre elles ; et K 
étant un point déterminé du mobile, on pourra 
prendre pour p l'angle NOE. L'angle 4 , dont la 
troisième équation (7) renferme la différentielle, 
sera l'angle B0«, compté à partir d'une droite fixe 
0#, menée arbitrairement dans le plan horixontal. 
On aura donc , à un instant quelconque, 

jOjb, = e, BOE = ♦, NO* = 4 ; 

et l'on a suffisamment expliqué , dans le n" 378, 
comment la position du mobile sera déterminée , 
sans aucune ambiguité , eu moyen des trois angles 

4,fete. 



426. En désignant par n une constante arbi- 
traire, on aura r=sn^ d'après la première équa- 
tion (1). Le mouvement de rotation du corps sera 
dbnc uniforme, parallèlement à son équateur. Pour 
définir la direction de ce mouvement, nous sup- 
poserons que le point B soit le nemd ascendant de 

' Féquatcur ;. en sorte que , quand le point E par- 
viendra a» point B, son rayon EO s^élèvera au- 
dessus du pliin horizontal , en vertu de ta vitesse 
angulaire it-, qui sera alors une qnantité positive. 
En efl'et , d*iiprès hi troisième équation (7) du 

' no 410, on aura 

dp z=i ndf + cos 61^4. (2) 

Lorsque le point E est en B , l'angle e est séro ou 
un multiple de2ir; et, dans l'instant suivant, il 
s^élèvera ou s*abaissera , selon que l'angle f aug- 
mentera ou diminuera (no378); donc, pour que 
le point E s'élève comme on le suppose , en ayant 
seulement égard au mouvement du corps parallè* 
lement à son équateur, il fiiudra que le premier 
terme de dp soit positif. 

Gela étant, si son second terme est aussi positif,, 
il augmentera la valeur de (/f , qui sera donc plus 
grande que si le nœud B était immobile ; par con- 
séquent, son mouvement projeté sur l'équateur 
sera rétrograde, ou en sens contraire du mouve- 
ment du corps I parallèlement i ce plan. Le con- 
traire aura lieu , et le mouvement du nœud sera 
direct, lorsque le second terme de la valeur de dp 
sera négatif. Dans le second cas , si le second terme 
l'emportoit sur lé premier, la valeur de dp serait 
négative, et le point E, parvenu en B, s'abaisserait 
au-dessous du plan horizontal , au lieu de s'élever 
au-dessus; mais cela n'empêcherait pas que B 
ne fût toujours le nœud ascendant , eu égacd" au 
mouvement du corps autour de son axe de figure. 

Ainsi , le sens du mouvement du nœud ascen- 
dant B dépendra du signe qu'aura , à chaque iur- 
stant , le produit de cos 6 et c{4 ; et ce mouvement 
sera direct ou rétrograde , selon que cos 6 et ii4 
seront de signe contraire ou de même signe. 

427. En ajoutant les équations (1], après les 
avoir multipliées par c", è'', o", les seconds mem- 
bres des deux dernières se détruisent, et Ton 
trouve , comme dans le n» 416, 

Ca.ro'' + Kd.qb" + Kd. pa" =r ; 

donc , à cause de r = », e" =: cos •, et des valeurs 
de a" et &", on aura , en intégrant , * 

Cr cos ê — A ({) sin 6 sin f 4" 9 *ûi 6 cos f}= l; (3} 

/ étant une constante arbitraire , qui exprimera , 
comme dans le numéro cité , le moment des quan- 
tités de mouvement de tous les points du corps par 
rapport à l'axe Os. Dans le mouvement que nous 
considérons , le moment de ces quantités de mou- 
vement est donc une quantité constante, mais seu- 
lement par rapport à l'axe vertical, et non plus par 
rapport à tous les axes passant par le point 0. 
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J'ajoult encore les deux dernières équations (1)} après les avoir muliipUëes par g et p ; ce qui donne 

k {pdp + qdq) = > (p »»« • ces ç — p gin • sin ♦) Mgdi* 



n ufis en vertu dos deui premières équations (7) da 
n* 410, on a 

p sin 1 cos f -— 9 sin sin f = — sin ê — ; 

4$ 

on aura dono 

A (pdp 4- çdq) = — H^ *>n 6d0 ; 

et en intégrant et désignant par A la constante or- 
btlraire , il en résultera 

A ( fri -|- ^ ) = 9JÊgy cos • -}- à. (4) 

D*après les équations (7) qu^on vient de citer, on 
a d^aillenrs 

p sin ê sin p^i^q i\n i cos ,f == sin* A — , 

di 



p* ^ q* sa sin* I 






dît 



an moyen de quoi les équations (li) et (4) pourront 
être changées en ceHes-ci : 



Cn cos • — A sin» A — = ', 

dt 

(dl* dî» \ 



(«) 



Les équations (2) et (6) donneront des valeurs 
de diy d^f <2#, dont chacune sera de la forme FAdA ; 
il ne s^agira donc plus que d^intégre r ces trois for- 
mules différentielles, pour avoir les valeurs de<, 
4 y f t an fonctions de A ; or, leurs trois intégrales 
se réduiront, dans tous les cas, aux fonctions el- 
liptiques. Huis , sans recourir à ces fonctions, on 
pourra aussi obtenir des valeurs approchées de 4 1 
f , A, en fonctions de <, dans les exemples que nous 
donnerons plus bas , après avoir déterminé les trois 
constantes arbitraires n , /, A, que contiennent les 
équations précédentes. Les trois nouvelles con- 
stantes qui seront renfermées dans leurs intégra- 
les, se détermineront d''aprés les valeurs de4i 
f , A, qui répondent è I = : celle de A sera donnée ; 
on prendra, si Ton veut, 4 = et f == 0, pour les 
valeurs initiales de 4 ^t f. 

428. Quelles que soient les quantités de mouve- 
ment que prendront les points du corps & Torigine 
du mouvement, leur moment principal relatif au 
point , et la direction de son axe , seront connus , 
diaprés les percussions qu^on aura exercées sur le 
mobile à cet instant, et auxquelles ces quantités de 
mouvement inconnues , prises en sens contraire de 
leurs directions, devront faire équilibre (n^ 363]. 

Par la règle du no 281 , je décompose ce moment 
principal en trois autres rooroens , dont les axes 



rectangulaires soient la partie Oj, de Taxe défigure 
qui comprend le centre de gravité G, une droite 
perpendiculaire à Os^ et contenue dans le plan ver- 
tical de Os et Oa^ et une droite horizontale perpen- 
diculaire à ce plan. Ces trois droites étant des axes 
principaux, le moment par rapport à Ojv^ aura Cr on 
G» pour valeur (no 409) ; il ferait donc connaître lu 
valeur de»; mais je supposerai, au contraire, cette 
vitesse donnée directement, et je prendrai Cn pour 
ce moment. 

Je désignerai par fi le moment par rapport au se- 
cond axe , et par m le moment par rapport à l'axe 
horixontal ; en sorte que la valeur initiale du mo- 
ment principal sera |/C* n* -^ /«* -^ m* , à cause 
de B = A et r = fi , sou carré est A* {p* 4* 9* ) 
4-C*«s(no 400), à un instant quelconque; si 
donc on appelle a la valeur initiale de Tangle A , on 
aura, en vertu de Téquation (4), 

[ZMyy cos « -(- A) A s= /«• -}- m> , 

à l'origine du mouvement; ce qui donne 

A*« + m» 



k = 



— 2yigy cos «. 



L'axe du moment désigné par /a fera un angle 
« 4" ^^* ^^^^ ^') Vii^e du moment m étant perpen- 
diculaire i cette verticale, ce moment nMnfluero ' 
pas sur le moment i par rapport à Qm ; diaprés Tex- 
pression générale de £ du no 281, nous aurons donc 
simplement 

/ = Cn cos « — ^ sin «. 

On devra se rappeler que dans ces valeurs de k 
et/, Tonglo • sera aigu ou obtus, selon qu'à Tori- 
gine du mouvement, le centre de gravité G du mo- 
bile se trouvera au-dessous ou an-dessus du plan 
horizontal , passant par le point 0. 

420. Pour vérifier ces différentes formules, je 
suppose que lu musse H du mobile soit concentrée 
à s<m centre de gravité , et qu'il se change eu un 
pendule simple dont y sera la longueur. 

Duns ce cas, on n'aura point à considérer l'angle f, 
et le mouvement dépendra seulement des angles 
4 et A. Si le point matériel G a reçA , à Torigine , 
une vitesse h! perpendiculaire a GO et dirigée dans 
le plan GOs, et une vitesse k perpendiculaire à ca 
plan , on aura 

On aura aussi 

C = 0, A = ll>» • 

Il en résultera 

*= (l« -J- i'» — 2^' cos ») M, / = •— M>* un « ; 
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les équations (6) détiendront 



y s'w • — = A sin « f 
di 



•»n« • — + jj- J = ** + *'• + ^gy (cos • — CCS a) ; 



el il est aisé de les faire coînoider avec lea équa- 
tions (5) et (6) du no 205. 

La première, maltipliée par*^ -ydij eiprime que 
Taire décrite autour dn poiat pendant Tinstant diy 
par la projection horisontale du rayon vecteur 
GO du mobile, est constante et égale à sa valeur 
initiale ^ yk siu «. Le premier membre de la seconde 
est le carré de la vitesse de ce point matériel , au 
bout du temps f ; et &> -{- k'* étant le carré de cette 
vitesse à Forigine dn mouvement , cette équation 
est la formule du n<» 169. 

430. Dans le cas d^un corps qui ne se réduit pas 
à uu point matériel , si Ton écarte le mobile de sa 
position d^équilibre, qu^on lui imprime une vitesse 
de rotation autour de son axe de figure , et qu^on 
Tabandonne ensuite à lut*même , les deux quanti- 
tés /« et m seront nulles, on aura 

' = Cn cos «, h = — 2yigy cos « , 

et les équations (5) deviendront 

d^ Oi 
siu> 9 — = — (cos • — cos •), 



stn* ( 



flfi* "*" di* 



(cos 6 — cos a,). 



En vertn de la seconde , la différence cos I — cos • 
est toujours positive ; en vertu de la première , la 
différentielle d^ le sera donc aussi ; par conséquent 
(no 426), le mouvement du nœud ascendant N sera 
direct , quand cos 6 sera négatif , ce qui suppose le 
centre de gravité G au-dessus du plan horixonta| 
passant par le point ; et ce mouvement sera ré- 
trograde , lorsque G sera au-dessous de ce plan , ce 
qui répond à cos 6 positif. 

Quand » sera zéro , la différentielle d^ , et par 
suite la différentielle df donnée par Téquation (2), 
seront xéro; les angles 4 ®^ f seront donc consfans, 
et pourront être supposés nuls; le mouvement se 
changera dans celuî'du pendnle ordinaire, autour 
d'un axe horiiontal par rapport auquel le moment 
dMnertie est A ; et, effectivement, en faisant i^=0 
dans la seconde éqnation (6) , elle se réduit à Té- 
quation (a) du no 394, quand on suppose dans 
celle-ci la vitesse initiale égale à xéro. 

L^élimination de — entre les deux équations (0) 

dt 

donne 



siu> 6 - — = — [sin« ê — 2C» (cos 6 — cos »)] (cos • — cos a), (7) 



en faisant pour abréger , 

"y _ 1 C*n* 4gC* 
A "" A ' 



A> 



où Ton peut remarquer que x est la longueur du 
pendule simple qui ferait ses oscillations dans le 
même temps que le mobile, si la vitesse n était 
nulle. En même temps , la première équation (6) 
deviendra 



8in> • — = 2C |/^ — 
di t X 



(cos — cos a), (8) 



en regardant C comme une quantité positive et 
donnée. 

Les valeurs approchées de 6 et t qu'on tirera de 
ces équations (7) et (8), et celle de f qui résultera 
de réqnation (2), s^exprimeront aisément sous 
forme finie, dans les deux cas dont nous allons 
nous occuper. 

431. Je suppose d'*abord que la partie Oj', de 
Taxe de figure qui contient le centre de gravité G 
do mobile ait été très peu écartée de la verticale Os 
h Torigine dn mouvement , de sorte qoe Tangle « 



soit très petit ; Tangle 6 le sera aussi , puisqu'on a 
toujours cos • > cos »; et , en négligeant les qua- 
trièmes puissances de« et dans lesdéveloppemens 
de cos « et cos 1, les équations (7) et (8) deviendront 



e* — = ~ [(i -i- C.) ê. - €«••] (•• — •»), 

di* X 

•• — = c j/ — (fl.— es), 

di X 



(«) 



La première montre que I , qui doit toujours être 
une quantité positive (no 378), n'excédera jamais », 

C« 
et ne sera pas moindre queiy— , En la 

résolvant par rapport hdi^ ona 



i/i 



^dt 



di=z 



l/[(l -f C« ) et — C» *• ] (a« — M )i 
OÙ Ton regardera toujours le dénominateur comme 
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une quantité poiitite, et Ton prendra le tigne infé- 
rieur on le ligne supérieur , selon que ê orottra ou 
décroîtra. 

Pour faciliter Tîntégration , je fais 

t =z m êin M, dt = • cos «d«; 



il en résulte 



i^ 



1* 



d. cos « 



En intégrant, on aura donc 



i{/^ — l/^i 4. C* = e j: «ro (sin =|/l + C* cos «); 



e étant la constante arbitaire. Pour < = 0, on a t = • 
et cos « = ; Pangle qui répond au sinus xéro est 
séro ou un multiple quelconque de «- ; on a dono 



e = {« , en désignant par t un nombre entier posi- 
tif, négatif on xéro ; et en remettant pour cos « sa 
Taleur, on aura 



X * ^ * / 



L^angle • décroissant d'abord depuis • r= « jus- 
1 , on prendra le signe supérieur 



yi+i 

etv=0; croissant ensuite depuis cette dernière ys* 
leur jusqu'à 6 =•, on prendra le signe inférieur et 
c=l; décroissant de nouveau, depuis t=s« jusqu'à 

t ' — ly , on prendra le signesupérieur et é=9; 

et ainsi de suite. C'est de cette manière qu'on doit 
déterminer la constante arbitraire, ajoutée à un arc 
de cercle que l'on considère comme une fonction 
de son sinus ^ mais il est plus simple de passer de 
l'arc au sinus, avant cette détermination. 
A un instant quelconque, on aura, d'après l'é- I 



quatioD précédente, 



I* =s «s — 



1 -i- C< 



sin* 



t[/^îI}T±), 



En appelant! le temps pendant lequel Tanglel 
passera de sa plus grande valeur « à sa plus petite 
valeur, qui suit immédiatement, ou reviendra de la 
plus petite à la plus grande, on en conclut 

Au moyen de cette valeur de 0> , celle de dr\^ qui 
est donnée par la seconde équation (9), sen 



cP^a + 



Ci) d* 



«q, = 



c.^^ty^tE±±l 



-cl/I*; 



ea inUgnnt et tappotant qu'on ait 4 = quand < = 0, on en dMuit 



4 s= arc I taog = 



[• 



C tang 



l/T+T 



\/l 



formule qui déterminera le mouvement rétro- 
grade du nœud ascendant N sur le plan borizontal 
passant par le point 0. Si la constante C n'est pas 
nulle , les valeurs de l'arc compris dans cette for- 
mule seront 

arc(tang = ao)= .^tr, arc (tang = 0) = «-, 
arc (tang= — oo ) = — tr , etc. , 

ao bout des premier, deuxième, troisième, etc., 
intervalles de temps T; par conséquent, l'arc par- 
couru par le point N pendant le premier intervalle 



a 



de temps T, sera 
1 

4 = -.c — 

« 1/ 1 + c. 

pendant les deux premiers intervalles T, il sera 
au bout des trois premiers, on aura 



3 






4 w — — .. __ , 



34 
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et ainsi de suite. Il en résulte que les arcs pareou- 
rus par le nœud If pendant les intervalles^ succes- 
sifs seront tous égaux entre eux, et auront pour^a- 
leur commune 



I 

s 



laquelle est d'autant moindre, que la constante C 
sera un plus grand nombre. 

Quant à la valeur de f , si Ton néglige le carré de t 
dans Téquation (2), et qu*on suppose f = quand 
f = 0, on aura 

f = fi« + 4; 

ce qui achèvera de déterminer la position du mo- 
bile à un instant quelconque. 

432. Quel que soit l'angle •, supposons actuelle- 
ment que Tangle 6 demeure à peu près constant, et 
par conséquent très peu différent de •, pendant 



toute la durée du mouvement. Faisons donc 

6=:« — tf, (fA = — du; 

et considérons u comme une variable très petite. 
En négligeant les puissances de u supérieures au 
carré, on aura 

sins 6 = sin* a — ii sin 2« 4" ^* ^^ ^t 
cos ê — cos « = 41 sin a — — «• cos « ; 
et à ce degré d'approximation, l'équation (7) donne 

dt* 



^ du* 
^ = 2ii sin a — II* ( cos « 4- 4C« )^ 

9 

d'où l'on tire 



l/i.A = 



du 



(/ 2« sin « — u* (cos « ^ 4C* ) 



En intégrant et observant que « = quand # =: 0, 
il vient 



et, par conséquent, 



I y^f rrrr r , « ( cos • + 4c« n 

I l/^ — ( cos « + 4C> ] = arc 1 cos = 1 i : — ! ; |, 

A L S4n. J 

= — — r-rr-l i — cos « p^ — ( cos • + 4c« ) 1. 



Pour que la variable ti soit toujours très petite, 
comme je l'ai supposé ^ il faudra que la quantité C 
soit très grande ; ce qui exige, en général, qu'on ait 
imprimé au mobile une très grande vitesse de rota- 
tion autour de son axe de figure. On pourra alors 
mettre 4C* à la place de cos «-(~^^' i et l'on aura, 
plus simplement, 

«I =: --- sm « sm« Xt |/^ — . 

2C« ^ j^ 

En mettant • — « au lieu de I dans l'équation (8), 
négligeant le carré de u^ et supposant que l'angle a 
ne soit pas nul, ce qui permet de supprimer le fac- 
teur sin» «, commun aux deux membres, nous au- 
rons 

— = — |/ — sin* U \/ — ; 



di 
d'où l'on tire 



= l,l/I- 

2C X 



4C* 



sin ZU 



v^-. 



En vertu de l'équation (2), on aura, en même 
temps, 

ç = ni -f 4 cos «, 

en supposant les angles f et 4 ni>ls à l'origine du 
mouvement^ et la position du mobile, à un instant 
quelconque, sera complètement déterminée. 

On conclut de = « — «, et de cette valeur 
de 4} 1° que quand le mobile que nous considé- 
rons a reçu une très grande vitesse de rotation au- 



tour de son axe de fignre, après que cette droite â 
été écartée de la direction verticale, son équateur 
conserve une inclinaison à peu près constante, sur 
le plan horizontal passant par le point 0, pendant 
toute la durée du mouvement qui en résulte; 
2o qu'en même temps l'intersection de ces deux 
plans prend un mouvement â très peu près uniforme, 
très lent par rapporta la rotation du mobile, et qui 
est direct ou rétrograde, comme on l'a déjà dit 
(no 430], selon que le centre de gravité du corps est 
an-dessus ou au-dessous duplanhoritontal. Pourvu 
que l'angle « ne soit pas zéro, Tangle 4 et le mou- 
vement du nœud sont indépendans de sa grandeur. 
L'inégalité s de Tinolinaison de l'équateur, et celle 
qui a lieu dans le mouvement du nœud, sont d'au- 
tan^moins sensibles, que la rotation est plus ra- 
pide, et la quantité C un plus grand nombre. 

Il existe, dans beaucoup de cabinets de physique, 
une machine de Bohnenberger, qui représente fidè- 
lement toutes les circonstances de ce mouvement 
de rotation, de même que la machine d'Athood 
montre aux yeux toutes les circonstances du mou- 
vement des corps graves. Le mouvement de rota- 
tion est produit au moyen d'un fil enroulé sur l'é- 
quateur du mobile, et attaché à l'un de ses points, 
que l'on déroule rapidement, comme dans le Jeu de 
la toupie. 

On remarquera que quand « est zéro, A l'est aussi; 
ce qui rend Téquation (8) identique, et l'angle 4 i»* 
déterminé ; l'angle f — |, égal à nf, représente alors 
le mouvement du corps autour de son axe de fi- 
gure, qui demeure constamment vertical. 



m 



CHAPITRE V. 



DIT MOUVEMENT d'uN CORPS SOLIDE ENTIEREMENT LIBRE. 



433. Pour se représenter avec pltts de facilité le 
mouTement d^nn corps solide dans l'espace, on y 
substitue deux autres mouvemens, Tun deroiaiMm, 
autour d'un des points du mobile, et Pautre de 
fnmalalMii^ commun à tous ses points. Cela revient 
évidemment à regarder, à un instant quelconque, 
la vitesse de chaque point comme la résultante de 
deux autres vitesses, dont Tune soit égale et paral- 
lèle à celle du point que Ton prend pour centre du 
mouvement de rotation^ et dont Tautre soit parti- 
culière à chaque point du mobile : en ayant seule- 
ment égard aux vitesses particulières, le corps 
tourne autour du centre,. comme autour d^un point 
fixe ; et, en vertu de la vitesse commune, tous ses 
pointa sont transportés dans re8pace,,d'un mou- 
vement commun qui n'altère en aucune manière 
le mouvement de rotation. 

Le mouvement de translation peut être révolutif 
autour d'un autre corps en repos ou lui-même en 
mouvement. U n'y a pas de rotation toutes les fois 
qu'une face ou une section déterminée du mobile 
reste constamment parallèle à elle-même ; il y a, 
au contraire, rotation dans le même temps que la 
révolution, lorsque le mobile tourne constamment 
la même face vers le corps central. C'est ce second 
cas qui a lieu dans le mouvement des satellites au- 
tour de leurs planètes. La lune tourne toujours la 
même face vers la terre ; et le rayon vecteur qui va 
du centre de la terre au centre de la lane, rencon- 
tre toujours en un roêflae point la surface du satel- 
lite (oo 141 ); d'où il résulte que la rotation de la 
lune sur elle-même et sa révolution autour de la 
terre, a'achèvent dans un même temps, lequel 



est 27y,82166. On démontre, dans la âUcainquê es- 
lêstê, que l'égalité de ces deux mouvemens subsis- 
tera toujours, quoique le mouvement révolutif 
s^accélère de siècle en siècle (no244); en sorte que 
le mouvement de rotation participe également à 
cette accélération, dont Laplace a assigné la cause. 

Tant qu'on aura seulement pour but de décom- 
poser le mouvement d'un corps en deux mouve- 
mens plus simples et plus faciles à concevoir , on 
pourra choisir arbitrairement le centre du mouve- 
ment de rotation ; mais lorsqu'il s'agira de détermi- 
ner effectivement ces deux mouvemens, nous pren» 
drons pour ce point le centre de gravité du mobile, 
parce qu'alors, dans le premier instant, ces deux 
mouvemens se détermineront indépendamment l'un 
de l'autre, et qu'il en sera de même, dans plusieurs 
oas, pendant toute leur durée : le choix de ce cen- 
tre de rotation rendra toujours plus simples les 
équations différentielles des deux mouvemens, ainsi 
qu'on va le voir. 

434. Appelons G le centre de gravité du mobile, 
H sa masse, et dm,un élément quelconque de M. Au 
^bouidu temps t, compté depuis l'origine du mou- 
vement, désignons par jr, y, a, les trois coordonnées 
rectangulaires de ce point matériel, et par «i , yi , 
ai , celle du point G par rapport aux mêmes axes. 
Nous aurons 

Hsi = /ardm, Hyi = ftfàmf Mji =: /«^j 

en étendant les intégrales à la masse entière. Si l'on 
différentie ces équations par rapport à I, on pourra 
effectuer cette opération sous les signes/. On aura, 
de cette manière. 






^' "*^=/^^"' 






dm-, (1) 



et, pour en conclure les composantes de la vitesse 
initiale du centre de gravité, il suffira de connaître 
les valeurs de ces dernières intégrales à l'origine 
do mouvement. 

Pour celo, supposons qu'à cette époque des par- 
ties /*, (t,\ m", etc., de H, reçoivent des vitesses qui 
soient les mêmes pour tous les points de chacune 
d'elles, etquenous représenterons parv,*',!»'*», etc.; 
en sorte qu'elle prendraient les quantités de mou- 
vement MV) mV, /«"a", etc., si elles étaient libres. 



D'après le principe du no353, l'équilibre doit exis- 
ter entre ces quantités de mouvement, prises en 
sens contraire de leurs directions, et celles que 
prendront réellement, dans le premier moment, 
tous les points du mobile, lesquelles seront, paral- 
lèlement aux axes jr, y, s, les valeurs initiales de 

d» dtf dz 

— dm, —dm, — dm, relativement à l'élément dm, 

dt dt di 

Or, les directions des vitesses v, v\ a", etc., étant 
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donnéet, on pourra décomposer, panllèlement à 
ces aies, les quantités de mouvement qui leur cor- 
respondent. Si donc on désigne par P, Q, R, les 
sommes de ces composantes, suivant les directions 
des s, y, %f positives, et si l'on observe que, 
par hypothèse, le mouvement est entièrement li- 
bre, il faudra qu'on ait pour Téquibre dont il s'agit, 

/-dbi = P, /--dbi = Q, /^db=R, 
di / dt ^ dit 



pour la valeur particulière <=0. Les équations (1) 
deviendront donc 



±L-P M^~0 h£!1 



= R, (a) 



à l'origine du mouvement; et Ton en conclut que 
la vitesse initiale du centre de gravité sera la même 
eu grandeur et en direction, que si la masse en- 
tière H du mobile y était concentrée, et que toutes 
les quantités de mouvement fi9, yJv\ /u^v", etc., 
ou leurs composantes P, Q, R, y fussent appliquées 
parallèlement à leurs directions respectives. 

435. On peut supposer que /i«, /&', ft", etc., sont 
les masses de corps animés des vitesses e, f>\ 
^\ etc., qui sont venus frapper simultanément un 
autre corps en repos, et y sont restés attachés, 
pour former une masse totale M, dont le centre de 
gravité G a pris la vitesse qui a pour ses trois com- 

dsx dyt dsi 
posantes les valeurs de — , — , — , données par les 

dt di dt 
équations (3). 

Le problème serait différent si les corps choqnans 
ne restaient pas attachés au corps choqué après les 
-percussions. Concevons qu'une masse M en repos 
soit frappée par un antre corps en mouvement, qui 
touche M en un seul point E (fig. 06] de sa surface ; 
supposons , de plus, que pendant la durée du choc 
il n'y ait pas de glissement de l'un des corps sur 
l'autre, ou du moins, s'il y en a un d'une très 
petite étendue , faisons abstraction du frottement 
considérable auquel il pourrait donner lieu (no 863); 
supposons, enfin, que EF soit la normale en E à la 
surface de H, et comprise dans l'intérieur du 
corps. On verra , dans un autre chapitre , que le 
mouvement de H sera le même que si une certaine 
partie f» de la masse, dont le centre de gravité se- 
rait situé sur SF, recevait, suivant cette direction, 
une certaine vitesse v, commune à tous ses points. 
La droite EF est donc la direction du choc ; et son 
fiuttensité, c'est-è-dire , la quantité de mouve- 
ment ^4», sera déterminée , dans ce chapitre, d'a- 
près le mouvement du corps choquant et la forme 
des deux corps, élastiques ou non élastiques. 

Cela étant, si Ton appelle Y la vitesse que pren- 
dra le centre de gravité G de H , elle sera dirigée 
«ulvani la droite GD, parallèle à ET, et elle aura 



pour valeur le rapport de /àv h H, de sorte que l'on 
aura 

■V = fOf. 

Réciproquement, si la vitesse V du centre de gra- 
vité est donnée par l'observation, en la multipliant 
par H, on aura la quantité de mouvement qui a été 
imprimée au corps choqué , suivant la partie inté- 
rieure de la normale à la surface , menée par le 
point £ où le choc a eu lieu ; propriété qui appar- 
tient exclusivement au centre de gravité G , et qui 
n'aurait pas lieu , en général, pour la vitesse que 
prend le point £ , ou tout autre point de M, situé 
ou non sur la direction du choc. 

430. Afin que l'on voie plus clairement ooamieat 
lo mouvement de rotation d'un corps se trowa 
simplifié, quand on le rapporte à son centre de gra- 
vité , supposons d'abord que l'on veuille détaraii- 
ner ce mouvement autour d'un point déterminé C 
(fig. 06) de ce corps, que nous ferons ensuite coïn- 
cider avec son centre do gravité G. 

Soient CA , en grandeur et en direction , la vi- 
tesse du point G, et RD celle d'un autre point quel- 
conque B du mobile. Par le point B , tirons une 
droite B£ égale et parallèle à CA, et achevons le 
parallélogramme BEDF. On pourra remplacer la vi- 
tesse BD par ses deux composantes BE et BF; et ai 
l'on décompose de même les vitesses de tous lea 
points du mobile , ils auront tous une vitesse com- 
mune, égale et parallèle àCA, et chacun d'eux aura, 
en outre , une vitesse particulière. Or, si l'on im- 
prime au point B et & tous les autres points du 
corps, une vitesse égale, parallèle et contraire à 
GA, on réduira le point C au repos , sans altérer le 
mouvement de rotation autour de ce point , qui 
sera dû aux vitesses particulières des autres points, 
savoir, BF pour le point B. Pour déterminer ce mou- 
vement , on pourra donc considérer C comme un 
point fixe, après avoir imprimé i tous les élémens 
du corps , des quantités de mouvement égales aux 
prodoits de leurs masses et de la vitesse CA , et 
dirigées en sens contraire de CA. Or, la résultante 
de toutes ces forces parallèles et proportionnelles 
aux masses , sera égale à leur somme , et passera 
par le centre de gravité G, comme la résultante des 
forces qui proviennent de la pesanteur; par consé- 
quent , si l'on désigne par U la vitesse CA , et tou- 
jours par H la masse du mobile , il suffira de join- 
dre aux quantités du mouvement données, qui 
peuvent être imprimées simultanément à différentea 
parties de M , une autre quantité de mouvement 
ISU, dirigée suivant la droite GA', parallèle et con- 
traire à GA. On déterminera ensuite le mouvement 
de rotation autour du point C , par les régies du 
chapitre précédent , et comme si G était un point 
fixe. 

Cette détermination exigera donc que l'on con- 
naistfb la vitesse V du point C ; mais lorsque ce 
point sera le centre de gravité G , il est évident 
qu'après avoir appliqué au mobile la quantité de 
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movf ement SU , d«nt 1« direction passera par et 
point Cr, on ni pourra faire abstraction ; oar une 
force qaeleonqne , passant par le centre d*an mou- 
vement de rotation, ne peut influer en aucune ma» 
nière sur ce mouvement , puisqu'elle ne saurait 
faire tourner le corps autour de ce point, plut6t 
dans un sens que dans le sens opposé. 

Concluons donc que quand on imprime simuU 
tandment des quantités de mouTement données, en 
grandeur et en direction, à différentes parties d'un 
corps solide, le mobile commence à tourner autour 
de son centre de gravité, comme autour d'un 
point fixe, et sans qu'on soit obligé d'ajouter au- 
cune autre quantité de mouvement à celles qui 
sont données. 

437. En combinant ce tbéorème avec ce qui pré- 
cède, on déterminera complètemeut le mouvement 
initial d'un corps solide de forme quelconque, de 
quelque manière qu*il soit produit. 

Pour fixer les idées , supposons que le mobile 
dont le centre de gravité est G (fig. 06), et dont la 
masse est H , soit frappé en un point E de sa sur- 
lace par un autre corps qui s^ên détacbe après le 
cboc. En prenant pour son mouvement de transla- 
tion celui du point Cr , et ayant seulement égard à 
ce monvement , tons les points dn mobile décri- 
ront, dans le premier instant, des droites parallèles 
à U normale SF; on pourra toujours, comme on l'a 



dit tout à l'heure , déterminer leur vitesse com- 
mune, qui sera la vitesse complète du point G; 
mais , pour plus de simplicité , je la supposerai 
donnée par l'observation , et je la représenterai 
par V. Indépendamment de ce mouvement de 
translation , le corps tournera autour du point G 
comme s'il était fixe, et qu^une partie de la masse H, 
dont le centre de gravité serait sur la droite £F, 
reçût une quantité de mouvement équivalente à 
■Y. Par conséquent, dans le premier moment, la 
direction de l'axe instantané de rotation et la vi- 
tesse angulaire du mobile autour de cet axe , se 
détermineront diaprés les équations (/) du n» 418 , 
dans lesquelles on fera 

k = UYfi 

f étant la perpendiculaire Gt, abaissée du point G 
sur la droite £F. 

Appelons, pour cela, m cette vitesse angulaire, 
et « , C, ^, les angles que fait la direction de l'axe 
instantané avecles trois axes principaux du mobile 
qui se coupent au point G ; soit aussi H£K la sec- 
tion du mobile qui renferme le point G et la droite 
£F ; par le point G, élevons sur ce pion une per- 
pendiculaire, et représentons par a, i, c, les angles 
qu'elle fera avec les axes auxquels répondent « , 
C, ^ : d'après les équations (Q et les formules (3} 
du n" 40ff, nous aurons 



A« ces • = ft cos a, B« cos C = il oos 6, G« ces > ik = ft ces o; 



A| B, C, étant les trois momens d'inertie dn mobile 
par rapport aux mêmes axes. On en déduit 

k^ cos* a k* cos* h k* cos* o 

••= : + TT +- 



A* 



B* 



C« 



Les valeurs de a, 5, o, seront données dans cbaque 
cas ; on connaîtra donc la vitesse « ; et les équa- 
tions précédentes détermineront les angles «, C, y, 
c'est-à-dire , la direction de Taxe instantané. 

Si la perpendiculaire à la section H£K coïncide 
avec Tun des trois axes principaux, de sorte qu*on 
ait , par exemple , a = 90», h = 90o, o = , il en 
résultera « = 90o, C = 90o^ ^ = 0, et l'axe instan- 
tané coïncidera aussi avec le même axe principal; 
d*où il suit qu'un corps libre, qui est frappé dans 
le plan de deux des trois axes principaux relatifs à 
son centre de gravité, commencera à tourner au- 
tour du troisième axe. En mettant pour k sa valeur, 
celle de la vitesse initiale de rotation sera , dans 
ce caS| 

• = -c- 

Réciproquement , il est aisé de conclure des équa- 
tiona préoédentes que le mobile ne peut com- 
mencer à tourner autour de la perpendiculaire au 
plus de la section HIX. , de maniée que • , C , y , 



soient égaux aux angles a , 6 , e , ou & leurs sup- 
plémens, à moins que cette perpendiculaire ne 
soit un des axes principaux qui se coupent au 
point G. 

Lorsque le mobile sera une sphère homogène ou 
composée de couches'concentriques , la perpendi- 
culaire £F passera par le point G, qui sera son cen- 
tre de figure. On aura donc /"= 0, A = 0, « = j 
en sorte que le mobile ne prendra aucun mouve- 
ment de rotation. Quand on parvient, par une 
percussion, à faire tourner sur elle-même une 
sphère entièrement libre, c'est toujours parce que 
le corps choquant glisse plus ou moins sur cet^ 
sphère , et le mouvement de rotation est alors pro- 
duit par le frottement qui a lieu pendant la durée 
du cboc. 

Quelle que soit la forme du corps choqué , si le 
corps choquant s'y attache, les formules préoé- 
dentes auront encore lieu, en y mettant la quan- 
tité de mouvement du second corps avant le cboc, 
à la place de HV , et pranant pour / la perpendicu- 
laire abaissée du centre de gravité des deux masses, 
sur la direction primitive du centre de gravité du 
second corps : A, B, C, seront alors les momens 
d'inertie principaux du corps formé des deux mas- 
ses réunies. 

438. Occupons-nous maintenant du mouvement 
de la masse H au bout d'un temps quelconque I, et 
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roîde terrestre ne produitent qu^une iroriation 
très lente et qui ne sera sensible qu^après une lon- 
gue suite de siècles , dans rinclinaison de Téqua* 
teur sur Técliptique j la diminution annuelle de 
Tobliquité de Técliptique , que Ton observe et qui 
s^élevait à 0",467 14 au commencement du siècle, 
est due aux actions planétaires qui font tarier le 
plan de Torbite de la terre (n» 244). 

Un examen approfondi de la question a fait voir 
que les mêmes forces qui produisent les Tariations 
que nous venons d'indiquer dans la direction ab- 
solue , ou rapportée à des lignes fixes , de Taxe da 
rotation de la terre, sont impuissantes pour dé|»la- 
cer cet axe, dans Tintérieur du sphéroïde, non plus 
que pour faire Yarier aa TÎtesse de rotation. Ainsi, 
la terre tourne constamment autour d'un jnème 
diamètre, qui est son axe de figure; et son mouv«* 
ment est uniforme autour de cette droite mobile, 
dont la direction change continuellement dans 
Tespace. Le jour sidéral est donc constant j il en 
résulte que le jour moyen (n« 111) Test aussi , ou, 
du moins, il n^est soumis qu'à une variation sécu- 
laire toot-à-fait insensible*, et Tune ou Tautre de 
ces durées peuvent être prises pour unité de temps. 

Pour tout ce qui concerne cette importante théo- 
rie, dont je n^ai pu ici quUndiquer succinctement 
les principaux résultats , je renverrai à mon Mé- 
moire sur le mouvement de ta terre auteur de eon 
centre de gravité, inséré dans le tome VII des Hé- 
MMTM de V Académie dee ecieneee. 

442. L'invariabilité du jour est confirmée par les 
observations les plus anciennes , qui font voir que 
sa durée n'a pas changé d'un centième de seconde, 
par exemple, depuis 2500 ans, ainsi que nous allons 
l'expliquer. 

Si la durée du jour était variable, les longitu- 
des et les latitudes du soleil, de la lune et des au- 
tres corps célestes, calculées en la supposant con- 
stante, ne s'accorderaient plus avec les longitudes 
et les latitudes observées j le mouvement de la 
lune autour de la terre, à csuse de sa rapidité , se- 
rait le plus propre à nous éclairer sur ce point ; et 
si la variation du jour était progressive , les diffé- 
rences entre le calcul et Tobservation seraient 
d'autant plus grandes qu'elles se rapporteraient à 
des époques plus éloignées de la nôtre. 

Cela étant, soient lei f les longitudes vraies de 
la lune et du soleil à une époque déterminée. Si 
Ton sait qu'à cette époque il y a eu une éclipse de 
lune ou de soleil, la différence l — V devra s'écarter 
d'un multiple de iSO», d'une quantité moindre que 
la demi-somme des diamètres du soleil et de la 
lune; si donc on appelle ^cette différenoe, abstrac- 
tion faite du multiple de I80o qu'elle peut contenir, 
il faudra que l n'excède pas un demi-degré, et soit 
même, en général, beaucoup au-dessous de cette 
limite. Or, on a calculé, dans la Comutissance dee 
Tempe de 1800, les valeurs de i qui répondent i 27 
éclipses observées par les Chaldéens, les Grecs et 
les Arabes ; les valeurs qu'on a trouvées pour cette 



différence sont tantôt en plus , tantôt en moiat, ei 
toutes très petites. La plus grande, qui répond ii 
une éclipse observée 382 ans avantl'ère ohrétiennef 
s'élève à — 27'41"; pour l'éclipsé la plus ancîenoei 
observée par les Chaldéens 720 ans avant notre ère, 
la valeur de l est 2" seulement. Cette cooaiparaisoii 
prouve l'exactitude des tables lunaires que noua 
possédons, et la nécessité des inégalités séculaires 
que Laplace y a introduites. Elle fait aussi voir que 
la durée du jour, qu'on a supposée constante dam 
le calcul des longitudes de la lune et du soleil, n'est, 
en effet, sujette à aucune variation progressive. 
Hais pour qu'il ne reste aucun doute sur ce point 
important, calculons la valeur de X, correspondante 
à l'éolipse la plus ancienne, qui résulterait d'âne 
semblable variation, si elle existait. 

443. Prenons pour unité Tintervalle de temps 
qui forme aujourd'hui le jour moyen ; supposons 
que, depuis une époque très éloignée, cette durée 
ait diminué , d'un jour au suivant, de la quantité 
constante •. Soit n le moyen mouvement de la lune, 
c'est-i-dire, le nombre de degrés qu'elle décrit 
dans chaque unité de temps, abstraction faite des 
inégalités de son mouvement vrai ; les arcs parcou- 
rus aujourd'hui et les jours précédens seront m, 
« (1 -f «), fi (1 + 2 «), n (1 + 3 «), et l'arc décrit 
pendant un très grand nombre t de jours, sera 
«I -}— • mnt (<-*l), ou, à très peu près, nl-|"" «"^ 

Le terme nt est déjà compris dans la valeur de I, 
calculée d'après les tables, en considérant le jour 
comme constant; la variation du jour augmenterait 

donc de— umt*^ la longitude vraie de la lune, à 

une époque séparée de nous par un nombre i de 
jours. Celle du soleil, à la même époque, serait ang* 

mentée de— a»'/», en appelant n' le moyen mou- 
vement diurne du soleil; à raison seulement delà 
variation du jour, on aurait donc à cette époque 

i« («-«')«* = *} (1) 

et, par rapport à l'éclipsé observée 720 ans avant 
notre ère, ce serait toute la valeur de la différence 
des longitudes de ta lune et du soleil, puisque cette 
différence calculée en supposant le jour constant, 
n'est que de 2^, ou à peu près nulle. 

Soitt le nombre de siècles contenus dans le nom- 
bre f de jours; on aura 



i = (8(MS25>'. 



Soient aussi 



C=:(60626)«, m =s (36ff26)ii, m' = (3M26)ii' : 

« 
Téquation (1) se changera en celle-ci : 

L c(« _ «,')<• = *, 

dans laquelle C sera maintenant la diminution sécu- 
laire du jour, et m et m' représenteront les monve- 
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mens séeulaifet et la Inaa el do toieîl. Wïïptim 
leurs valeurs déiermiaéeB «a moyea des obsem- 
tiens modemesy on a 

« — «' = 446268», 

en négligeant les fractions de degrés. Or, si Ton 
suppose que le jour adiminuéd*un dix-millionième 
depuis la plus ancienne éclipse chaldéenne, on aura 

• 

Cf s= O^aMOOOly f = 26,32; 

et il en résultera 

*= 84'; 

valeur qui rendrait impossible Téelipse observée. 

On ne peut donc pas admettre que la durée dn 
jour ait diminué de eette fraction, un peu moindre 
qn*nn centième de seconde, dans un intervalle de 
tempa qui surpasse vingt^nq sièeles. 8^il existait 
des variations périodiques dans la durée du jour, il 
en résulterait des illusions dans la mesure du temps, 
qui prodmraieat des inégalités opparentes dans les 
mouvemens des astres. Ces inégalités seraient faci- 
les à dtstingocv, parce qn^elles Suivraient toutes la 
mèo» loi, pour la lune, le soleil et les planètes, et 
que leurs grandeurs seraient proportionnelles, pour 
cbaciiB de ses corps, à la rapidité de son mouve- 
ment» Les astronomes n'ont reconnu aaoune inéga- 
lité de cette nature dans les mowemens des corps 
célestes. Ainsi l'observation, d^occord avec la théo- 
rie, prouve que la durée du jour moiyen n^est sujette 
à aucune variation, périodique on progressive, qui 
ait une grandeur senstt>le. 

444. Revenons actaellemenlà Tobjet spécial de ce 
chapitre. 

Lorsqa'nn corps solide se meut dans Pair ou dans 
un autre fluide, les résistances exercées sur tous les 
points de sa surface doivent être transportées parai* 
lèlement à elles-mêmes , avec le poids du corps, à 
son centre de gravité ; et le meuvement de ce cen- 
tre est celui d'un point matésiel pesant, dans un 
miKea réstetantj la masse de ce point étont celle du 
corps, et sa force motrice, provenant de la résistance, 
une force dont les composantes dépendront de la 
forme du mobile, des vitesses des différens élémens 
de sa surface, et des condensotions ou dilatations 
du fluide en contact avec ces élémens. En même 
temps le mobile tournera autour de son centre de 
gravité, comme si la vitesse de ce point était nulle, 
et que les vitesses des points de la surface fussent, 
néanmoins , celles qui ont réellement lieu à cha- 
que instant. Il en résulte que la résistance du mi- 
lieu infinera, i la fois, sur le mouvement de 
translation et sur le mouvement de rotation du 
mobile , et que , pour un corps de forme quelcon- 
que, ces deux mouvemens dépendront l'un de 
Tautre et ne pourront pas être déterminés séparé- 
ment. 

Si le mobile est une sphère homogène ou com» 
posée de couches concentriques, k laquelle on n'ait 



imprimé aucane vitesse de rotation ft l'origine du 
mouvement, il ne s'en produira aucune pendant 
tovte la derée de ce mouvement, qui sera un sim- 
ple mouvement de translation, dans lequel tous les 
points du mobile auront à chaque instant des vites- 
ses parallèles et égales entre elles. En effet, si l'on 
mène alors par le centre de la sphère , one tan- 
gente à la courbe qu'il décrit, il est évident que 
tout sera semblable autour de cette droite, soit 
pour les vitesses des points de la surface, soit pour 
le* condensations ou dilotations du fluide environ- 
nant. Par conséquent, la résultante des résistances 
etereées sur tous les points de la surface , passera 
constamment par le centre de la figure, qui est 
KOBsi le centre de gravité, et elle ne pourra pro- 
duire aucun mouvement de rotation. Les conden- 
sations ou dilatations du fluide en contact avec les 
élémens de la surface, dépendront de la vitesse 
commune à tous les points du mobile, et seront, 
d'aiUeura , différentes pour les différentes sections 
perpendiculaires à la tangente qu'on a menée par 
le centre. Donc aussi la résultante des résistances 
extérieures, qui coïncidera avec cette tongente , ne 
pourra dépendre que de cette vitesse, de l'élendno 
de la surface , et de la force élastique naturelle do 
fluide ; et le mouvement du centre de gravité sera 
celui d^un point matériel isolé, dont la masse est 
celle du corps, et auquel on applique la résuhaoter 
dont il s'agit, continuellement dirigée en sens con- 
traire de sa vitesse, et, en outre, le poids du mo- 
bile. C'est ce que nous avons supposé dans le no 219, 
à l'égard des projectiles de l'artillerie, supposés 
parfaitement sphériques et homogènes. 

Rsns ce cos, le centre d^un boulet ne peut pas 
sortir du plan vertical passant par la direction de sa 
vitesse initiale, et par rapport ouquel tout est sem- 
blable d'un côté et de l'autre. Kais si le projectile 
s'écarte un peu de la forme sphérique, ou s'il n'a 
pas la même densité dans toute son étendue, lo ré- 
sultante des résistances extérieures qui sont nor- 
males à sa surface, ne passera plus constamment 
par le centre de gravité; elle produira donc un 
mouvement de rotation ; et si elle n'est pas tou- 
jours comprise dans le plan vertical où le centre 
de gravité commence à se mouvoir, elle le fera sor- 
tir de ce plan ; en sorte que la trajectoire du pro- 
jectile, rapportée à son centre de gravité, ne sera 
plus une courbe plane. Tout cela est facile à con- 
cevoir, à regard d'un projectile non sphérique on 
non homogène ; mais j^ajouterai que, abstraction 
faite du défout d'homogénéité ou de sphéricité, si 
le boulet a reçu, à la bouche du canon, une vitesse 
de rotation, le frottement de sa surface contre 
l'air, pendant son mouvement, pourra encore faire 
sortir d'un plan vertical son centre de gravité et 
de figure. 

446. Pour le faire voir, soient G (fig. 97) le cen- 
tre de gravité et de figure d'un corps sphérique et 
homogène, et AGE le diamètre tangent à sa trajec- 
toire. Supposons, pour plus de simplicité^ que Taxe 
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de rotation qui passe par le point G, soit perpendi- 
culaire à ce diamètre. Soient ADBE la section du 
mobile, perpendiculaire à cet axe, et DGE un dia- 
mètre de cette section, qui coupe AGB à angle 
droit. Supposons aussi que le mouvement du point 
G a lieu de A vers B, ou dans le sens indiqué par 
la flèche #, et le moutement de rotation dans le 
sens indiqué par les flèches placées en A, D, B, E. 
Le frottement de chaque élément de la surface 
contre Tair, qui naîtra du mouvement de rotation, 
sera une force tangente à la surface, et dirigée en 
sens contraire de ce mouvement. Sur chaque sec- 
tion parallèle i ADBE, il variera d^un point à un 
autre, à raison delà différence de densité du fluide. 
En avant du projectile, le fluide sera condensé ; 
en arrière, il sera dilaté ; par conséquent, le frotte- 
ment sera le plus grand du côté du point B, et le 
plus petit du côté du point A. On conclut de là que 
si Ton transporte au point G, parallèlement à elles- 
mêmes, toutes les forces provenant du frottement 
. exercé à la surface , il en résultera une force diri- 
, gée suivant la partie GD du diamètre DGE. J^appel- 
lerai F cette force, P le poids de corps, et R la résis- 
. tance proprement dite du milieu , transportée au 
point G, et dirigée suivant la partie GA du diamè- 
tre AGB. La force motrice du point G sera la résul- 
tante des trois forces F , P , R , et sa force accélé- 
ratrice, cette résultante divisée 4>ar la masse du 
projectile. 

Cela posé, si Taxe de cotation est vertical, et 
compris , par conséquent, dans le plan des deux 
forces P et R, la direction GD de la force F sera 
perpendiculaire à ce plan ; elle fera donc sortir le 
mobile de ce plan vertical, en le poussant du côté 
du point D;-et, dans ce cas, la trajectoire du point G 
sera une courbe à double courbure. Si, au con- 
traire. Taxe de rotation est horisontal, la direction 
GD de la force F sera comprise dans le plan verti- 
cal .des forces P et R, qui sera celui de la section 
ADBE; par conséquent, le point G ne sortira pas de 
ce plan, et sa trajectoire sera plane. 

446. Dans ce dernier cas, on voit que la compo- 
sante verticale de la force F ougmentera ou dimi- 



nuera le poids P, selon que la flèche A sera dirigée 
vers le haut ou vers le bas. La force F sera verticale, 
et cette diminution ou augmentation de poids, la 
plus grande, quand la direction AB sera horizon- 
tale. Ainsi, dans le tir horixontal, et en supposant 
que le boulet tourne autour d^un axe horixontal , 
perpendiculaire à la direction du tir, le frottement 
du projectile contre Tair augmentera son poids et 
diminuera la portée, lorsque la partie antérieure 
de ce corps tournera de bas en haut; 'et quand 
cette partie tournera de haut en bas, le frottement 
diminuera le poids et augmentera la portée. Il 
pourrait même arriver, dans ce second cas, que in 
trajectoire devint convexe vers le terrain : il suffi- 
rait, pour cela, que la rotation fût assex rapide 
pour rendre la force F plus grande que le poids P ; 
mais alors le frottement diminuerait la vitesse de 
rotation, la force F décroîtrait, et finirait par de- 
venir moindre que P; ce-qui ramènerait la trajec- 
toire à sa forme concave vers le terrain, comme à 
Tordinaire. 

Ces considérations jointes à celles du noméro 
précédent, montrent quMndépendamment du défaut 
de sphéricité ou d^homogénéité du boulet, le frot- 
tement de sa surface contre l'air, provenant do 
mouvement de rotation qu'il peut avoir contracté 
en roulant dans Tame du canon , est une circon- 
stance qui peut influer, soit sur la justesse du tir, 
parce que ce frottement fait sortir le centre da 
boulet du plan vertical de projection, soit sur Tin- 
égalité des portées, à cause que cette force aug- 
mente ou diminue le poids du mobile. Toutefois, 
on doit observer qu'aucun de ces effets n'aura lieu, 
si le boulet tourne autour du diamètre AB, dans le 
sens duquel il se meut; car alors le frottement est 
égal et contraire pour deux élémens opposés de 
chaque section de la surface, perpendiculaire à 
Taxe de rotation; d'où il résulte que les forces pro- 
venant dû frottement exercé sur tous les élémens, 
étant transportées au centre de gravité, s'y détrui- 
ront deux à deux; en sorte que le mouvement de 
ce point ne sera pas dérangé par le frottement to-> 
tal, dû à la rotation. 



CHAPITRE VI. 



DU MOUVBMBNT D Ulf CORPS SOLIDB PS&A.NT SUA UN PLAIf- DONNE. 



§ I«r. Coê oàVan n^apatij/ttrâimfrûiiêmêmti 

447. Pour simplifier, Je f apposerai qu^ le mobile 
ne toache le plan donné qu^en un seul point , que 
j'appellerai K , et qui Tariera , en général , snr sa 
surface et sur le pian. Les forces perdues dans cha- 
que instant infiniment petit devant se faire équili- 
bre, il faudra qu'elles se réduisent à une seule force, 
passant par le point K, normale au plan donné, et 
dirigée de manière qu^elle tende à appuyer le mobile 
sor ce plan. Cette résultante sera la pression que ce 
plan éprouvera , et qui sera détruite par sa résis- 
tance , que je représenterai par R. En joignant au 
poids du corps la force R, de grandeur inconnue, 
on pourra faire abstraction du plan donné, et con- 
sidérer le mobile comme entièrement libre. 

Sen centre de gravité, que j'appellerai G, se mou* 
vra donc comme un point matériel isolé , dont la 
masse serait celle du mobile, et auquel on appli- 
querait , parallèlement à lenra directions , le poids 
de ce corps et la force R. Au bout du temps <, je re- 
présenterai par j^i yi ,«1 , les coordonnées du point 
G , rapportées à des axes fixes et rectangulaires , et 
par A, féf r, les angles que la direction de la force R 
fait avec des parallèles à ces axes, menées par le 
point K. En supposant Taxe des £% positives , ver- 
tical et dirigé de bas en haut , et en appelant g U 
pesantepr et H U masse du corps , nous aurons 

=: R COS K , 



* s» 



R COS /«, 

R COS r — H^ , 



(«) 



peur les trois équations différentielles du mouve- 
ment du point G. Si le plan donné est fixe , les an» 
gles ^ , /« , r , seront constans et donnés; s*il est en 
mouvement , nous supposerons que ce mouvement 
soit connu , et ne puisse pas être modifié par celui 
du corps : \, /«, r , seront alora des fonctions don* 
nées de I. Le mobile étant un corps pesant , il fau- 
dra , pour qoHl ne se détache pas de ce plan , fixe 
ou mobile-, qu'il soit toujours situé au-dessus ; en 
sorte que la composante verticale R cos r de la ré- 
sistance du plan sera constamment positive, et r un 
angle aigu : les deux autres angles donnés x et /« 
pourront être aigus on obtus. 

En même temps, le corps tournera autour du 
point G comme autour d'un point fixe , en vertu des 
forces R et H^, appliquées aux point K et G (n» 438) ; 
mais le poids M^ nHnflnera pas sur ce mouvement 
de rotation , dont les équations différentielles ne 
dépendront que de la force R. Pour les former, on 
prendra pour les seconds membres des équations 
(a) du no 412 , les momens multipliés par dijdelà 
force R , par rapport aux trois axes principaux du 
mobile , qui se coupent au point G. En appelant a, 
C , )^, les coordonnées du point K rapportées à ces 
axes , et x', /•', r', les angles que fait la direction de 
U force R avec les parallèles à ces mêmes axes , 
menées par le point K, ces momens seront 

«R COS /*' — CR cos x' , 

yK cos x' — «R COS »' , 

CR cos r' -» yK cos /k', 
et les équations (a) deviendront 



Gâr + {fi 

Bdg + (à 
A*+(C 



k)pqdi 
C) rpdi 
B) qrdi 



R (« cos iif 
R {y cos x' 
R (C cos r' 



C cos x') (ft, 

« cos r') dt, 
y OOê {A^ di', 



w 



A , B , G , désignant les momens d'inertie qui répon- i x', /k', r', et que les composantes p , 9 , r , de la vi- 
dent respectivement aux mêmes axes que les angles | tesse angulaire de rotation (n» 407 }. 
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Il y faudra joindre les équationa (7) du n» 410 ; 



savoir : 

pdi 
qdt 
rdt 



sin 6 sin pd^ — cos fd6, 
sin 6 cos piH + sin pd^, 
dp — cos td^. 



(3) 



Nous supposerons que les neuf cosinus a^ b^ etc., 
dont les valeurs en fonctions de f , 4 ) ^ « ®o^ ^^^ 
données dans le no 378, sont ceux des angles que 
font les axes fixes des coordonnées Si , yi , si , 
du point G, aveo des parallèles aux axes principaux 
relatifs à ce point , menées par l'origine de ces 
coordonnées j et, diaprés la signification des angles 
X, /*, r , x', /«', y', et Téquatton (2) du n» 0, nous 
aurons alors 

cos x' = a cos X -|- a' cos /• •{- a" cos r , \ 
eos /«' == 6 cos X +VcoBtAJ^ 6" cos » , \ (4) 
cos y* = c cos X '{' o' cos /« -^ ^' ^^ * *) 

pour les valeurs de cos x', cos it! cos r', qu'on devra 
•nbstituer dans les équations (2). 

La position du mobile à un instant quelconque , 
par rapport aux plans fixes des si , yi , si , sera 
complètement déterminée au moyen de ces coor- 
données et des trois angles f , 4 1 ^9 précédemment 
définis (b« 378) ; la position de l'axe instantané de 
rotation , dans Tintérieur du mobile , et sa vitesse 
autour de cet axe , dépendront , en outre , des trois 
quantités j9, g, r : la solution du problème consistera 
donc à déduire des neuf équations (1) , (3), (3), les 
▼alenrs de ces neuf inconnues en fonctions <lefi 
mais comme ces équations renferment la force R et 
les trob coordonnées « , C, y , qui sont aussi incon- 
niies, il faudra encore quatre autres équationS| que 
l'on obtiendra de la manière suivante. 

448. Soit L une fonction donnée de « , C , 7^, et 
représentons par 1 = 0, l'équation de la surface da 
mobile , rapportée h tes axes principaux qui se coa* 



pent au point G. Si nous faisons 



=[(0^©H0]--' 



nous auroas (n» 21} 

dL 
cosx' = y — , cos/«': 
dm 



dl 

V — , COSr' 

dC 



dl 
dy 



OÙ l'on prendra le signe de Y de manière que les 
* angles x', /m\ /, se rapportent à la partie intérieure 
de la normale à la surface du mobile , qui sera la 
partie supérieure de la normale an plan donné. 
L'une de ces équations ^era une suite des deux au- 
tres. En mettant les formules (4) à la place de 
cos x', cos fi', COS y',et leè joignant ensuite à Téqua- 
tion Lc=0, on aura déjà trois des quatre équations 
demandées. 

Si l'on* représente par s, y, %, les coordonnées 
courantes du plan donné, rapportées aux mêmes axes 
fixes que si ^yi , Mi , et en observant que x, ft, r, 
sont les angles que fait la normale à ce plan avec 
ces axes , on aura pour son équation, 

s cos A •{- y cos t* ^ M cos V = ^; 

i étant une quantité donnée , qui sera constante , 
quand le plan donné sera fixe , et, généralement, 
une fonction donnée de <. D^ailleurs, en supposant, 
que s, y, m, répondent au point S. qui appartient à 
ce plan, on aura, d'après les formules du n» 377, 

s = Si -|- 04 + ^^ + ^9 ) 

y = y. + «'• + W + c'y, S (•) 
s = s, 4* éu+k'x + e^y. \ 

Les valeurs de m^ y, m, devront donc satisfaire à 
l'équation précédente; en les substituant dans cette 
équation , et ayant égard aux formules (4) , on 
aura 



Ml CQ» k -^^ yi CO& f» + Ml OOB r -i- m COS x' -f* ^ ^0* #«' + > ^* ^ ^^ t f (?) 



ponr la quatrième équation qu'il s'agissait d'obte- 

• 



nir. 



Lorsquele mobile sera terminé par une pointe, et 
qu'il toucbera constamment |e plan donné par son 
extrémité, les coordonnées •, C, ^, du point K se- 
ront constantes, et données d'après la position de 
cette pointe snr la surface et ses distances aux 
plans des axes principaux du mobile, qui se cou- 
pent au point G. Hais les équations (6) n'auront 
plus lieu en un point de cette nature ; réquation(7), 
qui exprime que ce point appartient au plan donné, 
subsistera toujours, et il suffira de la joindre aux 
équations du numéro préeédent, pour déterminer 
les neuf inconnues du problème et la grandeur de 
la force R que ces équations renferment. 

449. Quand le plan donné sera fixe et borixontal, 
on le prendra pour 1c plan des coordonnées ' et y j 



il en résultera 

CO8X=:0, COS/« = 0, 008r = l, { = 0; 

ce qui réduira les formules (4) à 
cos x' = a", cos /«' = è", cos p' == e". 

En vertu des deux premières équations (l), le mou- 
vement horixontal du point G sera rectiligne et 
uniforme j sa vitesse, parallèlement au plan donné, 
dépendra de la percussion borixontale que le mo- 
bile aura éprouvée à l'origine du mouvement. La 
troisième équation (1) donnera 



R 



=■(^+0^ 
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ce qui fera ooonattre U valeur de R, quand oelle de at anra été détemûnée. Bo même temps , les 
équationf (9) deTiendroni 

CA- + (B - A) «i« = M (^ + a) (•»" - «»") *. 
Bd,+(A-qrp* = M (^+ t) (>•" --«")*, ) (8) 
A* +(C-B)9frf«==«(^+5) (Cc»->J")<tti j 



et Téquation (7) te changera en oelle-GÎ : 

a> + a"« + yc + e»V = 0, (») 

de laquelle on tirera la valeur de Mt , pour la sub- 
stituer dans les équations précédentes. 

Ainsi, dans ce cas, le problème dépendra des 
équations (3) et (8), qui serriront à déterminer p, 
g, r, f , 4} ^* ^^ fonctions de t, comme dans le mou- 
vement d^un corps solide autour d'un point fixe. Si 
le point S. varie à la surface du mobile, il faudra 
éliminer de ces équations les quantités «, C, y, au 
moyen de L = et des formules (6), qui seront 
maintenant 

dl dl dl 

o»'c=V— , i" = V — , o"=V— (10) 
dm dC dy 

Siy au contraire, K. est constamment le même point 
de la surfilée du mobilcp on mettra dans les équa- 
tions (8), à la place de «, C, y, les coordonnées 
constantes et données de ce point. Ce second cas 
•era celui du mouvement de la toupie sur un plan 
horitontai, abstraction faite du frottement de la 
pointe K. contre ce plan. 

Dans l'état d'équilibre d'un oorps pesant sur un 
plan fise etborisonUl, la droite GK sera verticale; 



si cet état est stable, et qu'après en avoir écarté le 
mobile un tant soit peu, on Tabandonne à lui- 
même, il fera des oscillations très petites que l'on 
déterminera, aussi approximativement qu'on vou- 
dra, au moyen des équations précédentes. Je me 
contente d'indiquer cet exemple, comme un 
exereice de calcul. On pourra supposer, pour fixer 
les idées et simplifier la question, que le mobile 
soit un ellipsoïde homogène, ou bien une sphère 
dont le centre de gravité ne coïncide pas avec le 
centre de figure. 

460. On peut obtenir deux intégrales premières 
des équations (8). 

D*abord en les ajoutant après les avoir multi- 
pliées par e^, V, af^, leurs seconds membres dispa- 
raissent , et , en intégrant, on trouve , comme dans 
le n» 416, 

Aa"fi + Wq + Co"r = i ; 

I étant une constante arbitraira qui exprimera la 
somme des momens des quantités de mouvement 
de tous les points du corps, par rapport à un axe 
vertical passant par le point G. 

Pour obtenir une seconde intégrale de ces mêmes 
équations (8), Je les ^oute, apiès les avoir nnlti- 
pliées par r, q, p; ce qui donne 



Mr + Bqdq + kpdp = m (~+ s) W'r « c"«) 
+ C{fp — e/'r) + y (a^'q — b^p)] di, 
ou bien, à cause des trois dernières équations (8) du n» 411, 

Grdr -f ^dq + A|»d^ = H (^^ + ^ ) (*^" + C<^' + V<o")- 

In différentiant l'équation (9) , par rapport à 1^ on a 



Or, le aeoond membre de oette équation est nul , 
qoandKest tonjoan le même point de la surface 
do- mobile, puisque alors ses coordonnées «,- C, y^ 



sont constantes. Il est encore xéro, lorsque K se dé- 
place à cette surface ; car , en vertu des équa- 
tions (10), on a 



(ca dl dL V 

— i|, + — dC+— i).) = 
dM. At ê^ f 



dL 
dC 



dL 
7y 



VdLi 
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quantité nulle, & cause que l'on a L s= pendant 
toute la durée du mouvement, et, conséquemment, 
<IL = 0. On aura donc, dans ces deui cas, 

d'où il résulte 

'd^ Ex 



Cnft. + Bçdg + A|H^p + H (i~+y)<«.. === 0, 
et| en intégrant, 



Cr« +Bî« +Ap' +M (~^+ «^»i ) = *! 

h étant la constante arbitraire. 

Ces deux intégrales suffiront pour résoudre le 
problème , lorsqu'il s'agira d'un solide homogène 

d^ 
di 



terminé par utM surfîice de révolution ; ce qui a 
lieu, par exemple, dans le cas de la toupie. L'axe d« 
figure est la droite GK; en supposant que C soU le 
moment d'inertie qui répond à cet axe, on aura 

B = A, « = 0, C = 0; 

y sera la longueur de GK; et, d'après l'équation (9) 
et c" = cos I, on aura 

Si = — - y cos 6, 

pour l'ordonnée verticale du point G. La première 
équation (8) donnera r= it, en désignant par n une 
constante arbitraire qui représentera la vitesse de 
rotation du mobile autour de son axe de figure. 
Hais d'après les valeurs de of ' et &" (n» 378), et les 
deux premières équations (3), on a 



-|- 9* = ain* 6 



iH 






les deux intégrales qu'on a trouvées deviendront donc 

En cos 8 — A sin* 6 — = / , 

dt 






en comprenant— €•• dans la constante h. 

Ces deux dernières équations feront connaître , 
au moyen des fonctions elliptiques, les valeurs de 4 
et i en fonctions de 6, la troisième équation (3) don- 
nera ensuite la valeur de f ; et le problème sera ré- 
solu, comme celui du n» 426, dont nous nous som<» 
mes occupés en détail, 

461. Le mobile étant toujours un solide de révo- 
lution homogène et terminé par une pointe, et ce 
corps touchant constamment le plan donné, par 
l'extrémité B. de cette pointe , supposons mainte- 



nant que ce plan soit en mouvement , de sorte que 
les angles x, /«, r, et la quantité ( soient des fonc- 
tions données de t. L'axe de figure répondant au 
moment d'inertie G, les deux autres momens B et A 
seront égaux, les coordonnées « et C seront a^o, 
et y exprimera la longueur de GK.. En désignant 
paru une constante arbitraire, la premitère équa- 
tion (2) donnera encorer=«j en sorte que la vitesse 
angulaire du mobile autour de son axe de figure , 
sera constante, comme dans le cas du plan fixe. Si 
l'on a égard aux formules (4), les deux autres équa- 
tions (2) deviendront 



A<i^ 4. (A — C) nfdt : 
Aii^ . (A — G) nqd$ z 

L'équation (7) deviendra de même 



^y (a cos A 4" a' <^08 f» 4" ^" ^^* ^} 
— Hy {h cos X 4- ^' cos #1 + ^'' ^^ *) ^' 



) 



(»») 



«1 cos A 4- yi COS /« 4- '1 COS r -f- > (c COS X 4- c' COS ^ -^ c" COS ») = ^5 



(12) 



et les équations (1) et (2) ne changeront pas. 

Le système des équations (l), (3), (U), (12), devra 
donc servie à déterminer les neuf inconnues p, 9, ^, 
4) ^ ^> > y^ '> > ^} ™>^^' l'intégration rigoureuse 
de ces équations est impossible; et, pour en déduire 
des valeurs approchées des inconnues, qui ne soient 
pas très compliquées , on est obligé de restreindre 
la généralité de la question, par différentes suppo- 
sitions que l'on énoncera à mesure qu'elles seront 
nécessaires. 

462. Je supposerai, en premier lieu, que la rota- 
tion du mobile autour de son axe de figure est très 



rapide, et que les différens mouvemens du plan 
donné sont très lents par rapport à cette rotation; 
en sorte que, si, par exemple, la perpendiculaire 
au plan donné, menée par le point K, oscille de part 
et d'autre ou tourne autour de la verticale qui passe 
par ce même point , la durée de chaque oscillation 
ou de chaque révolution soit très grande, relative- 
ment à une révolution du mobile autour de l'axe 
KG, et de même, si le plan donné exécute des oscil- 
lations parallèlement à lui-même. 

Je supposerai, secondement, que les angles I et^ 
varient aussi très lentement par rapport à l'angle f. 
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hypothèse qui devra èlre confirmée à poêUriori, 
par les valeurs que Ton obtiendra pour ces trois an- 
gles. 

En négligeant, dans une première approximation, 
la différentielle d^ que contient la troisième équa- 
tion (3), et en supposant qu^on ait ^=0 quand t=0, 
on aura f=nt, à un instant quelconque. Au moyen 
des formules du b9 378, on aura alors 

a cos A 4- o' cos (» 4" '^" ^^^ r = P sin fit 4" Q cos n/, 
h cos x-^-V cos là -f- 6" cos v=:P cos ni — Q sin nt, 

où Ton a fait, pour abréger, 

P= cos \ cos I sin 44" c^' t* ^^* ^ ^^^ 4 — ^^* * *'° '9 

Qfscos A cos 4 — cos /* sin 4 i 

et les équations (11) deviendront 

A^ -H (A — G) npdir^ïiy (P sin nt + q cos nt)di^ 

Adp—{k^C)nqdiz=1iy{qsinnt — Vcosnt)di, 



Or, dans la seconde bypotbèse, les quantités Pet Q 
varieront très lentement; il en sera de même, 
comme on le verra tout à Theure , à Pégard de R; 
en intégrant ces équations , on pourra donc consi- 
dérer, dans une première approximation , P, Q, R , 
comme des quantités constantes , et n^avoir égard 
qu^à la variation de sin nt et cos ni dans leurs se- 
conds membres. Si m est une très petite fraction 
de « , et que le coefficient de sin ni contienne, par 
exemple , un terme qui ait cos mi pour facteur, 

sin ni devrait être remplacé par ^ sin (n 4-*") I -{- 
^ sin (n — m] /; en regardant comme constant le 

coefficient de sin ni, cela revient doncà négliger «là 
regard de ni , du moins dans la première approxi- 
mation. 

De cette manière , les intégrales complètes des 
équations précédentes seront 



. (A — C) ni . „ (A — C) n# Rv , 

|i = D sin ^ ^ + E cos ^ —l ^ (Q cos m + P sin ni), 

A Cn 



9 ^ D cos 



A 

[H — C) ni 



^ . (A - C) m .»> , . 
— E sm -i j-^ — -I- — (Q 8in ni — P cos ni) j 

^ Gn 



D etE étant les deux constantes arbitraires. Pour 
les déterminer, je suppose qu'à Torigine du mou- 
vement, Taxe instantané de rotation a coïncidé 
avec Taxe de figure \ on aura alors p = et 9=0, 
quand 1=0; et si Ton désigne par P', Q', R', les 
valeurs de P, Q, R, qui ont eu lieu, à la même épo- 



que, il en résultera 

>R'Q' 



E = 



Cn 



D = 






Nous aurons donc, à un instant quelconque , 



=^[R'(p'.inii 



— C)nl 



-t-Q'cos 



(A— C)nl 



— R (P sin ni 4- Q cos ni) 



=ib( 



] 



) 



^ (A— C)nl ^, . (A— C)n 
p»cos-i ^ Q'sini r' 







R (P cos m » Q sin ni) 



1 



En faisant f = ni dans les deux premières équations (3), on en déduit, 

sin td^ = {p sin ni 4" 9 cos nl)clly 
(?A = {g sin di — p cos ni)di-j 

et en y mettant pour p et 9 leurs valeurs précédentes , il vient 



sin id^ 



= ^ ['■ {' 



COS ^— 4" Q ^^^ 



^-"l 



* = '^[«('-T-*-x) + "'} 



Or, si C n^est pas une très petite fraction de A , 
il faudra , pour que I et 4 varient très lentement , 
comme on Ta supposé , que les termes dépendans 

GnI Cni 

de sin •— etoos — • disparaÎNent dans ces formu- 

A A 



les ; condition que Ton remplira toujours, en sup- 
posant qu^à Torigine du mouvement , Taxe de fi- 
gure KG coïncidait avec la perpendiculaire au plan 
donné. 

En effet, à Torigine du mouvement, soient • 
Tangle que la perpendiculaire au plan donné fait 
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Bvee la Tcrtioale , et f' Tangle que m projection 
horiiontale fait avec la droite d*où Ton compte 
Tangle 4< A. cette époque, on aura (n^ 8} 

cot r = C08 1, co8/« = sin i cosf', coa ^ = fin f ain t', 

et ea suppoaant que 4' ^ ^ aoient leaTaltnrs ini- 
tialea de 4 et I, il en résultera 

P' = cos 8' sin f cos («' — 4') ~" sin V cos i , 
Q' = sin • sin (•' — 4^). 

Or, si Taxe de figure a été perpendiculaire au. plan 
donné, quand le mouTcnient a commencé, on aura 
4' = •' et û' == « ; d'où il résultera F=0 et Q'rrO; 
ce qui réduit les formules précédentes à 

«in 61*4=—.^, rf6=-^^ (1») 

463. Maintenant, il faut encore supposer que k 
perpendiculaire au plan donné et Taxe de figure du 
mobile, s'écartent très peude la direction yerticale, 
pendant toute la durée du mouvement. Le supplé- 
ment de Tangle | sera constamment très petit; 
car 6 est Tangle obtus , compris entre la irerticale 
menée de bas en haut par le point G, et la droite 
menée de G vers le point K qui est au-dessous de G. 
Nous négligerons le carré de ain I , et nous pren- 
drons cos t = — !• Les quantités coa \ et cos /a 
seront très petites ; en négligeant leurs carrés , on 
aura cos r = 1. Ou a d^ailleurs {n<* 378} 

= sin 6 sin 4i c' = sin t cos 4} ^'= cos t = — 1, 

En négligeant donc les prodoits sin I cot a et 
cos 6 cos /«, l'équation (12) donnera 

Si = y 4" ^ — '» *os A — yi «os i*. 

Si donc , indépendamment de la petite«e de cos \ 
et cos fft, les oscillations verticales du plan donné 
sont aussi supposées très petites , les variations 
de Si le seront également ; 1* valeur de R , donnée 
par la troisième équation (l), saToir, 

d* Ml 

a = M, + M -^, 

différera très peu de JlLg ; et si l'on néglige les pro- 

d>jBi 
duits de — ^ et de chacune des quantités cos a , 



ces #1, Mn I, il suffira de mettre M^ à la plaoe de H , 
dans lea équations (13). En y mettant ausai lea ▼■- 
leurs de P et Q, elles deviendront 




sin l<^ =3 /*^ (sin I — cos x sin 4 — cos /« cos 4)^» 
Cn 

Vgy 

<M = -Tf^(cos X cos4 — cos fi sin 4) di. 

Les deux premièree équations (1) deviendront , en 
même temps, 



d^ Ml 



= 9 cos X, 



■ a= a cos M. 
df ; ^ '^ 



(t^) 



En diiférentiant par rapport à Iles Taleurs de e 
et c'y et mettant de au lieu de li» sin 6, on a 

ic = sin 4 <^^ -{" ^^* 4 >^ ^^f 
dc^ = cos 4 <^ — tin 4 sîa id^ ; 

et si l'on substitue dans ces formules , à la place 
de tin id^ et dt , leuBs valeurs précédentes , il en 
résulte 



)(i») 



do — tfmdt = — m cos /*di , 
de^ '^• emdi =z m cos mU , 

où Ton a fait, pour abréger. 

Cm 



Ainsi la question est réduite finalement à l'inté- 
gration de ces équations linéaires, a coefficiens 
coustans et du> premier ordre , par rapport aux in- 
connues c et o'. C'est aussi en employant ces 
mêmes inconnues, c'est-à*dire , sin ê sin 4 ^ 
sin 6 cot 4) dti^9 le problème du mouvement de la 
lune autour de ton centre de gravité, que Lagrange 
a ramené à la fottne linéaire les équations diiTéren* 
tielles de ce problème ; ce qui l'a conduit à l'expli- 
cation complète du phénomène de la kbratiom , 
qu'il n*avait pas donnée dans ses premières rechcr« 
ches sur ce sujet. 

464. En intégrant les équations (16) par la mé- 
thode ordinaire, désignant par \ et W les deux 
constantes arbitraires , et remettant pour c et c' 
ce que ces lettres représentent, on a 



sin • sin 4 = ^ ^"^"^ *"' + ^' ^<** "*' 

— > m sin mt J (cos /* sin mt — cos a ces mi) dt 

— m cot mt /(cos f» cos mt -|- cos a sin mi) di, 
sin t cos 4 = ^ cos mi — A' sin ml 

— m ces ml /(cos /• sin mi — cos x cot ml) di 
-|- m sin mi /(cos i* cos mi -f" cos k tin ml) di. 



(16) 



Je tupposerai que les intégrales indiquées dans ces 
formules commencent avec I, et je représenterai , 
comme plus haut , par V et 4' les valeurs initiales 
de ê et 4 i en faisant I =0, on aura 

k = sin V cos 4', *' = sin 6' siu 4', 



pour les valeurs de k et A', qui seront nollet , levs- 
que l'axe de figure du mobile sera vertical à l'ori- 
gine du mouvement, auquel cas on aura ê' = 0. 
Lorsque les valeurs de cos x et cos f» en fonctions 
I de I, seront effectivement données , on effectuera 
les intégrations indiquées, et les équations (16) fc- 
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ront connBitrt les Taleurs de • et 4) et , par censé- 
qaeot, la position de Taxe de figure du mobile, à 
un instant quelconque. B^apris la troisième équa- 
tion (3), on aura, en même temps, 

♦ = m - 4 + 4», 

en y faisant cos • = — 1 , et supposant f = , 
quand < = 0. Les deux premières équations (3), 
dans lesquelles on fera simplement f = ni, don- 
neront les Taleurs de p et g, lesquelles , en les Joi- 
gnant à r s=: « , détermineront , à un instant quel- 
conque , Taxe de rotation et la TÎtesse angulaire du 
mobile autour de cet axe. Enfin , par deux intégra* 
tions successives , on tirera des équations (14) les 
▼aleurs de m% et yi en fonctions de I; d^où Ton dé- 
duira immédiatement celles de si et R. 

Les valeurs approchées de toutes les inconnues 
du problème seront donc déterminées , au moyen 
des valeurs données de cos x et cos /à. Au moyen 
de ces Taleurs approchées, on pourra calculer celles 
des quantités qu'on a négligées dans cette pre- 
mière approximation; en ayant égard, dans une 
•econde approximation , à ces quantités ainsi cal- 
culées, on parviendra à d^autres Taleurs des incon* 
nues, plus approchées que les premières; et, si 
l'on continue de cette manière , on obtiendra , par 
le procédé général des approximations successives, 
des expressions des inconnues , aussi approchées 
qu'on Toudra. Nous nous arrêterons à la première 



approximation ; la seconde et les suivantes n'au- 
raient d'autre difficulté que leur longueur, 

466. La Titesse de rotation n, imprimée au mo- 
bile autour de son axe de figure , étant supposée 
très grande , la quantité m sera généralement très 
petite, n résulte donc des formules (16) que les 
Tariations de cos x et cos /*, provenant des petites 
oscillations de la normale au plan donné sur lequel 
le mobile s'^appuie , seront très affaiblies dans la 
Tsleur de I. Par conséquent, si le mobile est ter- 
miné h sa partie supérieure par une surfaee plane 
perpendiculaire à son axe de figure , et qu'à l'ori- 
gine du mouTcment oette surface soit horixofitale 
et Taxe vertical , ce qui fera disparaître les termes 
multipliés par k et Vy cette surface censerreva 
sensiblement son horixontalité pendant toute la 
durée du mouvement, malgré les petites oscilla* 
tions du plan donné , et cela d'autant plus exacte- 
ment que la Titesse de rotation imprimée au mobile 
sera plus considérable. C'est sur ce principe qu'est 
fondé le moyen qui a été proposé pour obtenir à la 
mer, indépendamment des mouvemens de rouUê 
et de tangage du vaisseau , un horiion artificiel 
qui puisse servir aux observations astronomiques. 

A raison delà petitesse de m, on peut considérer 
sin mi et cos mt comme des quantités constantes 
dans les intégrales que contiennent les formu- 
les (16). Ainsi, par exemple , en intégrant par par- 
tie , on aura 



/ cos X cos midi s= cos mI / cos \ di + m nn mi ff cos A d0 + etc. \ 



et si les variations de cos x sont très rapides par 
rapport à celles de sin mt et cosmf , quoique très 
lentes par rapport à la rotation du mobile , cette 
série sera très convergente et pourra se réduire à 
son premier terme; ce qui revient à considérer 
cos mi comme une quantité constante dans l'inté- 
gtalef cos A cos midi. 

De cette manière , et en sopposant )k = et 
ftf = 0, les formules (16) se réduiront à ' 

sin lsin4 ^= ^g|/cos/ato, sin • cos4= e*/eos Atif. 

Si l'on suppose aussi que le centre de gravité du mo- 
bile n'ait reçu , à l'origine du mouvement , aucune 

dMi 
Titessehorixontale,desorte qu'on ait — = et 

di 

^ =0, quand 1=0, les équations (14) donne- 
di 

ront 
^^gJcMxdi, -|i-=:^/cosA«A; 

les intégrales commençant aTec i , comme dans les 
équations précédentes. En les éliminant et remet- 
tant pour m sa valeur, on aura donc 

sm I sin 4= — r^ -r- i sm • cos4= ";; 17 • 

Cn di ^ ^ Cn di 



La diff'érence de signe dans ces deux formules pro- 
vient de ce que l'angle 4 augmentant de 90o, l'axe 
des abscisses positiTCS va tomber sur l'axe des or- 
données négatives, et celui-ci sur l'axe des abscis- 
ses positives ( n» 378 ) } en sorte qu'en mettant 
4 4.90« dans la première formule, il y faut, en 
même temps, changer yt en — «i ; ce qui donne 
la seconde formule. 

En divisant ces équations l'une par l'autre, il 
vient 

*"» + = "■ s;;- 

Or, si l'on mène par le point G un plan perpendicu 
laire à l'axe de figure GK., 4 est l'angle que fait 
Tintersection de cet équateur du mobile et du plan 
horixontal des Si et yi , avec l'axe des si ; d'ail- 
leurs , les Tariables Si et yi sont les coordonnées 
de la projection du point G sur ce plan horixontal ; 
il en résulte donc que cette intersection est con- 
stamment parallèle à la tangente à la courbe dé- 
crite par la projection horiiontale du centre de 
gravité du mobile. Si l'on appelle u la Titesse hori- 
iontale de ce point, de sorte qu'on ait 



y» = 



<to»' + dg, 
dt» 
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on aort aussi 



sin I s= 



MyM 



pour le sinus de rinclinaison du mobile sur le plan 
borixontal , laquelle inclinaison est le supplémeat 
de Tangle 6. 

Ces différentes formules, et les conséquences qui 
s^en déduisent , subsisteront tant que la vitesse n 
de rotation du mobile autour de son axe de figure 
sera très grande ; mais la résistance de Tair et le 
frottement de la pointe KL contre le plan sur lequel 
le mobile s^appute , diminueront continuellement 
cette vitesse j et quand elle aura cesaé d*étre très 
grande , Taxe GK. s^écartera de plus en plus de la 
direction Terticale , et le mobile finira par tomber 
sur ce plan , comme dans le cas de la toupie ohli- 
natre. 

On doit aussi observer que les oscillations vertf* 
cales du plan donné , d*oû il résulte des variations 
alternatives delà quantité^, n^ont aucune influence 
sur les variations des angles 4 et 6. Sais si le plan 
donné s^élèveou s*abaisse verticalement d^un mou- 
vement uniformément accéléré , la quantité ( com- 
prise dans son équation (no 448), renfermera un 

terme ± ^ g't* , dans lequel g^ représentera une 

quantité constante et positive. La valeur de E dont 
on a fait usage dans le n» 463 , au lieu d^étre Vlg, 
sera alors HL (jg ^ ^) \ on devra donc remplacer g 
P*' 9 db s'^*<^* ^^ valeur de m; en sorte qu^un 
mouvement de cette nature influera sur les varia- 
tions de A et 4* Si le plan donné s'abaisse, auquel 
cas on devra prendre le signe inférieur devant g'j 
il faudra qu'on ait g* < g, sans quoi la valeur de R 
deviendrait négative; ce qui signifierait que le 
mobile cesserait de s'appuyer sur le plan donné , 
qui tomberait plus vile que ce corps pesant, et s^en 
détacberait par uonséquent. 

$ II. Caê où Von a égard au frottement. 

466. Dans Tétai actuel de la science, les lois du 
frottement des corps en mouvement ne peuvent 
être déterminées que par Tespérience ; avant d'in- 
troduire cette force ^ d'un genre particulier, dans 
les équations du mouvement d^un corps qui s'ap- 
puie sur un plan donné, nous allons donc faire cou- 
naître les résultats généraux de l'observation sur 
cette matière *. 

1^ Le frottement d^un corps solide sur un autre 
est indépendant de la vitesse du mobile; 

2*^ Il ne dépend pas non plus de Tétendue de 1% 
surface frottante ; 

3» 11 est proportionnel à la pression totale exer- 
cée sur cette surface. 

Lm czpiriencctles plui récentes nir ce luiet important Mot 
ecUMd« M. Morin, officier d'wtillrrio «Itaché i l*Écola de Mets, 
dont le traTtil est iinéré dan« le tome Y dci llémoirec présentée 
à l'Académie des idenccs. 



Cet deux dernières lois sont celles qui ont aussi 
lieu dans l'état de repos (no 290), à l'instant où Té- 
quiUbre va se rompre, et quand le cootaet des 
corps a doré asses long«temps pour que le frotte- 
ment ait atteint son maximum. 

Relativement à un fluide qui coule sur un corps 
solide , le frottement suit des lois différentes. On 
admet, d'après l'expérience , qu'il est alors propor- 
tionnel i la vitesse du fluide et à l'étendue de In 
surface, et qu'il ne dépend pas de la pression. 
Quand il s'agit 4'un fluide aériforme , il y a lieu de 
croire que le frottement augmente ou diminue avec 
la densité , comme nous l'avons supposé dans le 
no 444; de sorte qu'à température égale, il se 
trouve dépendre indirectement de la grandeur de 
la pression. 

467. Supposons actuellement qu'un corps solide, 
dont la base est une surface plane d'une étendue 
quelconque , soit posé sur un plan fixe et horiion- 
tal , et que la verticale menée par son centre de 
gravité G (fig. 98) rencontre le plan fixe dans l'é- 
tendue de cette base, ce qui est la condition né- 
cessaire et suffisante de l'équilibre. Soient H sa 
masse, et P son poids. En un point A de sa surface, 
situé dans le plan borixontal mené par le point G, 
attachons une corde qui vienne passer sur une 
poulie fixe B, de sorte que BA soit le prolongement 
de GA. A Teatrémité inférieure G de cette corde , 
suspendons un autre corps dont la masse soit M', et 
le poids P', et qui ait son centre de gravité G' sur la 
verticale menée par le point G. 

L'équilibre subsistera tant que le poids P*, aug- 
menté du poids delà partie verticale de la corde, 
sera moindre que le frottement de S sur le plan 
fixe , et de la corde sur la poulie B; et si P' aug- 
mente graduellement , l'équilibre se rompra à l'in- 
stant où P' surpassera celte somme de frottemens, 
diminuée du poids de la corde verticale. Si l'on 
néglige ce dernier poids relativement à P', et que 
l'on désigne par F et F' les frottemens de M contre 
le plan fixe et de la corde contre la poulie fixe, qui 
ont lieu immédiatement avant la rupture de l'équi- 
libre, on aura 

F = F + P. 

La pression exercée sur la base de H est le poids P 
de ce corps ; le frottement F est donc proportionnel 
à P. D'après ce qu'on a vu dans le no 302, le frotte» 
ment F' est aussi proportionnel k la force F ; par 
conséquent, on a 

F = /-p, F' = /^F, 

en désignant par f ei ^ des fractions indépendan- 
tes des grandeurs de P et F. Au moyen de ces va- 
leurs, réquation précédente devient 



P' = /"P + /-/P ; 



d'où l'on tire 



/■ = 



1 + / ' p 



dtnauiqub, seconds partie. 
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Le poids P* étant connn à TiDstant où l'équilibre 
commence à se rompre, cette équation déterminera 
la Taleur de /*, relative au corps H et au plan hori- 
sontal sur lequel il est posé, quand on connaîtra la 
"valeur de f qui répond à la corde et à la gorge de 
la poulie. Le moyen indiqué dans le n^ 209 fait 
connaître cette valeur de/*, indépendamment d'au- 
cune autre quantité de même nature, d'après Tan- 
gle sous lequel le mobile commence à glisser sur 
un plan que Pon incline graduellement. 

468. Dès que le poids P', augmenté du poids 
de la corde verticale , remportera un tant soit peu 
sur la quantité F «^ F', Téquilibre sera rompu , 
et, à plus forte raison , pour un poids P' encore 
plus grand. Le corps H glissera sur le plan hori- 
sontal , et H' descendra verticalement. Pendant ce 
mouvement, j'appellerai H le frottement de K con- 
tre ce plan , qui sera une fraction donnée de la 
pression P. Quant a la poulie B , on pourra suppo- 
ser qu'elle est entièrement fiie et demeure immo- 
bile, ou bien, qu'elle tourne autour d'un aie hori- 
sontal , perpendiculaire au plan de la corde ABC. 
Bans le premier cbs , il y aura , pendant le mouve- 
ment, un certain frottement H' contre la poulie, qui 
sera différent de F', et devra être ajouté à H \ dans 
le second cas, si la corde ne glisse aucunement sur 
la poulie , il n'y aura aucun frottement de Tune 
contre l'autre j mais il faudra tenir compte du 
mouvement communiqué à la poulie par Tinter- 
médiaire de la corde , comme si elle y était atta- 
chée. Je supposerai que ce soit le second de ces 
deux cas qui ait lieu. 

Pour former l'équation du mouvement, dési- 
gnons, au bout du temps quelconque f , par s et 
s' les parties horizontale et verticale de la corde 
ABC, et par /« et /a' leurs masses. Les vitesses de H 

et H', à cet instant , seront — -* et — j et Ton 

di dt 

dM* di'* 

pourra représenter par a — et a' — — les résis- 

df di» 

tances de l'air exercées à leurs surfaces ; a et af 
étant des constantes qui dépendront de leur forme 
et de leur étendue. Si l'on appelle g la gravité , les 
forces motrices appliquées au système seront donc 

dMf» 

It poids (H'4"M') 9) diminué de la résistance a'—*-, 

dl» 
et la force horixontale H , augmentée de la résis- 

tance a — «. Leurs momens, par rapport & l'axe 
dt* 

de la poulie B, devront se retrancher l'un de l'au- 
tre ; et en appelant e le rayon de cette poulie cir- 
culaire, on aura 



["'+-'"-'^-— ^} 



pour leur différence. Les forces motrices qui auront 

effectivement lieu seront (H'«4-m') ^&"s l** >*>^ 

dt* 

d*m 

vertical , «^ (K 4* /•) — dans- le sens horisontal , 

di* 

et celles de tous les pointa de la. poulie. Les mo- 
mens de toutes ces forces par rapport à l'axe de la 
poulie devront s'ajouter \.ti la vitesse angulaire de 

1 ds' 
la poulie étant — — , si Ton représente par m sa 

c di 

masse , et par mi^* son moment d'inertie relatif à 

son axe, on en. conclura, comme dans le n» 392, 

mk* V^a' 

— -"* pour le moment de ces dernières forces 
e dt* ' 

par ^apport à cet axe; par conséquent , la somme 

des momens des forces effectives , par rapport au 

même axe , sera 



[("■+''+=^)^-<"+"^'} 



(») 



Or, pour que les forces motrices appliquées au sys* 
tème fassent équilibre , an moyen de l'axe de la 
poulie , aux forces effectives , prises en sens con- 
traire de leur direction, il faudra que les deux 
quantités (a) et (6) soient égales entre elles ; d'où 
il résultera 

/ . mk* \d* a' ,_ . ^d* M 

Ja'> di* 

= («' + ^.),_H_.'_ -._. 



La corde ABC étant regardée comme inextensi- 
ble , la somme de ses parties sera constante \ en 
appelant / sa longueur totale, on aura donc 



dj^ 
a + a' = *, - = 
di 



dM d^ M^ 
di 



d* M 

di*' 



Soient m le poids de la corde entière, et p le poids 
de la masse fli de la poulie , on aura aussi 



mM 

91* = —1 9t*^ = 

l s 



, ym = Pi 

l 



w 



on a également 

^M == P, ^M' = P» i 

et parce que le frottement H est proportionnel au 
poids P, on a, en outre , 

H s ikP, 

en désignant par k un coefficient indépendant de P. 
Au moyen de ces différentes valeurs , l'équation 
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du mouTement deviendra 

"^ c«/ dit 



(P + P' + 



d>s 



[ 



')^] 



= 9| W-P»-. + _ + (« + 

469. Elle n'est point iotëgrable sous forme finie, 
à moins qu'on ne néglige les termes qui provien- 
nent de Ui résistance de Tair ; ce qui la réduit à 

"sr j- + y* — o> 

en faisant, pour abréger, 
P'— WP + « 



p + pr + .+ 



0» 



P+P'+^+ 



0* 



= C. 



Son intégrale complète sera alors 



S£=C# 









C et C' étant les deux constantes arbitraires , et e la 
base des logarithmes népériens. 

En substituant cette valeur de s dans les termes 
de l'équation du mouvement qui proviennent de la 
résistance de l'air, et intégrant de nouveau cette 
équation, on aura une valeur de m plus approchée ; 
mais nous nous arrêterons à la précédente \ et pour 
déterminer les constantes C et G', j'appellerai y la 

dM 
valeur initiale de s ; on aura s r=yet— = 0, 

di 

quand 1 = 0; d'où il résulte 



C + C + — = >,, C — C = 0; 



ce qui donne 



1 mi 

8 £C 



et, par conséquent , 



• = 7(.-7)(. 



,i/5 _,i^ 



^)^f 



i un instant quelconque. 

Si l'on appelle t le temps que le poids P emploiera 
à atteindre la poulie B, c'estpÀ-dire , à parcourir la 
distance y, on aura à la fois 1= 6 et s = ; d'où 
l'on conclut 

(ml'^€y)\ê +ê /=2fli. 

t 

Lorsque • sera donné par l'observation , cette 
équation servira à déterminer la valeur de «. et, 
par suite, celle du coefficient k relatif au frotte- 
ment du poids P en mouvement sur le plan hori- 
Bontal. Dans cette expérience , on pourra prendre 
pour P' un poids quelconque, pourvu qu^il surpasse 
le frottement qui a lien dans l'état d'équilibre. Si 
le poids « est très petit par rapport aux poids P 
et F, C sera une très petite fraction , et l'on pourra 
développer les exponentielles en séries très conver- 
gentes, suivant les puissances de CDe cette ma- 
nière , on aura 

et si Ton néglige tout4-fait la quantité C, on aura 
simplement 

ce qui doit être, en effet , puisque alors le mouve- 
ment du poids P est uniformément accéléré. 
Quelque soit le mouvement du système que nous 



considérons , la tension de la partie horisontale de 
la corde ABC est constamment égale à la plus pe- 
tite des deux forces qui agissent à ses extrémités 
(no 362), c'est-à-dire, au frottement H augmenté 
de la résistance deTair, exercée sur la surface dsM. 
Elle est donc constante et égale à H , ou k9^ pen- 
dant toute la durée du mouvement, lorsqu'on fail 
abstraction de la résistance de Tair; et sa taleur, 
mesurée par l'extension d'un ressort placé dans la 
longueur de cette corde, peut aussi servir i déter- 
miner le coefficient k, 

460. Les valeurs que l'expérience a données pour 
ce coefficient, soit par l'observation du temps I, 
soit par la mesure de la tension de la corde , va- 
rient avec le degré de poli des surfaces frottantes 
et la matière des corps ; elles ne dépendent pas , 
comme celles du coefficient/* (no 269), du temps 
pendant lequel les corps ont été en contact avant 
de glisser Tun sur Fautre. Quand celles-ci ont at- 
teint leur mastmam , elles surpassent toujours les 
valeurs correspondantes de fc j en sorte que , dans 
l'état de mouvement, le frottement H est moindre 
que le frottement F qui a lieu à l'instant on Téqui- 
libre va commencer à se rompre ; et la tension de 
la corde en mouvement est aussi plus petite que 
celle qui avait lieu ou dernier moment de l'équili- 
bre. 

Le poids P étant en repos , l'équilibre subsiste 
tant que le poids P' est plus petit que F j mais on a 
remarqué que si P', quoique moindre que F, sur • 
passe notablement H, il suffit d'agiter un peu le 
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plan horiiODtal , p«r de petitei percuitions , pour 
que le poids P se mette en mouyement. 

Quand le coefficient k est connu , il est facile de 
déterminer le mouTement du poids P sur un plan 
incliné. Je désignerai par s* rinclinaison de ce plan 
sur un plan horixontal, qui derra surpasser l'angle 
sous lequel Téquilibre commencera à se rompre, 
on être tel qu^on ait tang t > f{n^ 269). Les com- 
posantes de P, parallèles et perpendiculaires à ce 
plan , seront P sin t et P cos t. La première , dimi- 
nuée du frottement H , sera la force motrice do 
mobile , dont K est la masse ; en appelant m Tes- 
pace parcouru au bout du temps t, on aura donc 






=3 P sin s .. H. 



D^aiDeii^ , la pression sur ce plan étant l'autre 
composante Poos s*, on aura aussi 

H = ftP cos s ; 

à cause de P = H^, Téquation précédente détien- 
dra donc 






= (1 — ik cot s) ^ tin t'; 



ce qui montre que le nouTement sera uniformé- 
ment accéléré , et le même que si le frottement 
n^existait pas, et que le sinus de Tinclinaison fût 
diminué dans le rapport de 1 — ik cet t à l'unité. 
Cette quantité 1 ^- A eot s est positite , puisque 
l'on a, par hypuihése, h < /*et fooi i<U 

461. Le fr«*ttement H étant proportionnel k la 
pression, et indépendant de l'étendue de la surface 
frottante, il i^ensuit que les poids P et P' du no 457, 
restant les mêmes , le mouTement de P sur le plan 
horixontal ne changera pas, quelle que soit l'éteo- 
due de sa base, pourvu qu'elle ait toujours le même 
degré de poli. Ainsi , eu prenant pour ee corps un 
panllélipipêde rectangle, d'une matière homo- 
gène , et dont toutes les facei soient également po- 
lies, son mouvement horisontal sera toujours le 
même, si on le pose successivement sur chacune de 
ses faoes ; et il en sera encore de même , sur un 
plan incliné, sans le secours du poids P'. 

Au reste , cette proposition , que le frottement 
est indépendant de l'étendue et du contour de la 
base de P, et simplement proportionnel au poids P, 
revient à dire qu^à chaque point de cette base , le 
frottement est proportionnel à la pression relative 
& ce point. En effet, soient b cette base, «ir l'un 
de ses élémens différentiels , et pt^ la pression 
verticale que supporte cet élément, de sorte quep 
représente la pression rapportée à l'unité de sur- 
face. U faudra que la résultante des pressions exer- 
cées sur tous les élémens de 6, reproduise le poids P 
appliqué au centre de gravité G; il faudra dono 
qu^on ait ^ 

/jM«r = P; («) 



et si l'on mène par la projection du point G sur le 
plan fixe, deux axes horitontanx et rectangulaires, 
dont l'un sera , par exemple , la projection de la 
droite GB, et qu'on appelle s la distance de df 
à cette projection , et y sa distance à l'autre axe , 
on devra aussi avoir 

ces intégrales et celle que contient l'équation (e) 
s'étendant à la base b tout entière. Cela étant, sup- 
posons le frottement de l'élément d^ sur le plan 
Coie^ proportionnel à la pression juif qu'il éprouve, 
et représentons*le par fcfNir, en désignant par h un 
ooeffioient indépendant de p et relatif à la nature 
de la surface d^] nous aurons 

pour le frottement total ; et comme les frottemens 
de tous les élémens sont parallèles à la direction 
GB du mouvement, si Ton appelle m, la distance 
de leur résultante H au plan vertical passant par la 
droite GB, on aura également 

Es, = fhafdr. 

Or, si la base du mobile a le même degré de poli 
dans toute son étendue , le coefficient h sera con- 
stant, et il en résultera 

H = lifpd€ =: JkP, H#^ =s hfrfd9 s= ; 

par conséquent, le frottement total ne dépendra 
que du poids P, quels que soient l'étendue et le 
contour de sa base; et la direction de cette force 
tombant , & cause de jp^ == 0, dans le plan vertical 
passant par la droite GB, elle ne pourra imprimer 
aucune rotation au mobile , dont le mouvement 
sera parallèle à ce plan , comme on l'a supposé. 

Lorsque les centres de gravité du poids P et de la 
base b sont situés sur une même perpendiculaire h 
cette base, comme dans le cas d'un prisme on d'un 
cylindre vertical, on satisfait aux équations (a) 
et (6), en supposant la pression /» constante et égale 
au rapport de P à 6. Réciproquement, pour une va- 
leur constante de p, les équations {b) donnent 

/#rfr s= 0, fydw = ; 

ce qui exige que le centre de gravité de b coïncide 
avec la projection horiiontale du point G; par con- 
séquent, lorsque cette condition n^estpas remplie, 
la pression f varie nécessairement d'un point à un 
autre de la base du mobile. La détermination de sa 
valeur en un point quelconque est alors un pro- 
blème très difficile, qu*on ne peut résoudre qu'en 
ayant égard à la flexibilité de la matière du mobile 
et à celle du plan horisontal sur lequel il s'appuie, 
et qui donnerait lien, sans cette considération , à 
une indétermination apparente^ comme dans le pro- 
blème du no 270. 

Si Ton suppose que les deux centres de gravité 
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soient sur une même Terticole, on aura donc à la 
fois, quel que soit le coefficient A, 

P P 

h h 

Par conséquent, la base restant la même, le frotte- 
ment total H sera proportionnel au poids P, comme 
si le degré de poli était le même dans toute reten- 
due de cette base ; mais, en général, on n'aura plus 
xp=Q , la direction de la force H ne coïncidera plus 
avec la projection horixontale de la droite GB , et 
quand le poids F entraînera le poids P sur le plan 
horiiontal, le frottement fera tourner le mobile au- 
tour de la verticale qui passe par son centre de gra» 
vite G. 

462. Le poids P étant toujours posé sur un plan 
fiie horiiontal, et la projection horisontale du point 
G coïncidant avec le centre de gravité de la basse h, 
supposons que Ton imprime à ce corps , par un 
moyen quelconque, des quantités de mouvement 
parallèles au plan fixe , qui ne le fissent pas trébu- 
cher , c'est-à-dire , qui ne détachent pas sa base h 
de ce plan. Le mobile prendra deux mouvemens bo- 
rixontaux, l'un de translation, qui sera celui de son 
centre de gravité G , et Tautre de rotation , autour 
de la verticale passant par ce point. Or, il s'agit 
d'examiner l'influence du frottement sur ces deux 
mouvemens dilTéreos. 

Représentons par — dv le frottement éprouvé par 

h 
l'élément ds de 5, et dont la direction sera contraire 
à celle de la vitesse de cet élément. Appelons r sa 
distance à l'axe de rotation \ au bout du temps i, 
désignons par ^r et y les coordonnées rectangulaires 
du centre de gravité de 6, rapportées à des axes 
fixes menés arbitrairement dans le plan horiiontal, 
et par 6 l'angle que fait ravec le prolongement de s. 
Les coordonnées de cb- seront, au même instant, 
M'\'r cos hety-^-rUti • ; et si Ton désigne par v 
la vitesse, et par « et C les angles que fait sa direc- 
tion avec des parallèles aux axes des s et y, on 
aura 

9 cos • = — — r sin t — 
dt 



ecosC=— -f*roost 
di 



dt 
dh 

di 



(1) 



pour les deux composantes de cette vitesse. Celles 
du frottement seront, en même temps, 

cos md^, cos tdff, 

h 6 

Or, le mouvement du centre de gravité G étant 
le même que si la niasse du mobile y était concen- 
trée, et que les forces motrices de tous ses points y 
fussent appliquées parallèlement à leurs directions, 



nous aurons, pour les équations de ce mouve- 
ment, 

d*s ^ ^ 

-— -= /cos mda, 

dt* 5 

di* ^^ • ' 



en désignant par g la gravité , de sorte que— soit la 

9 
masse , et supposant le coefficient h constant dans 

toute l'étendue de 6. 

En même temps, le mobile tournera autour de la 
verticale passant par le point G, comme si cette 
droite était fixe, et que les forces qui agissent sur oe 
corps ne fussent pas changées. Le moment du frot- 
tement de dr sera égal à la différence des momens 
de ses deux composantes, et aura pour valeur 

K? cos Cdf ^ , hV cos •do' 

— . r cos • -f- \. r sm #, 



en supposant que la rotation a lieu dans le sens où 
l'angle t augmente, c'est-à-dire, de l'axe des s po- 
sitives vers celui des y positives. Cela étant , si l'on 
désigne par m la vitesse angulaire du mobile au 

Pftt 
bout du temps I, et par— son moment d'inertie par 

9 
rapport à l'axe de rotation, on aura (n» 892) 

dtê kg 
k* — = y (cos C cos 6 -r- cos « sin 6) rd^, (3) 

pour l'équation du mouvement autour de cet axe, 

de 

dans laquelle on fera m = —, et l'on étendra l'inté- 

di 

grale à la base entière 6 du mobile. 

Dans ces équations (2) et (3), les variables jr, y,6, 
ne sont pas séparées ; les mouvemens de translation 
et de rotation dépendent ainsi l'un de l'autre, et ne 
peuvent être déterminés, en général, que par ap» 
proximation.il y a deux cas qui peuvent se résou- 
dre aisément, et que nous allons considérer. 

463. Si le centre de gravité G demeure en repos, 

dx dy 

on aura — = et — = ; les équations (1) don- 

di di 

neront 

il 
cosA=: — sini, oos.Cr=cosl, v^r — : 

dt 

et pour que les équations (2) soient satisfaites , il 
faudra que les intégrales /sin % dr tif cos 6 dw 
soient nulles; ce qui ne dépendra que du contour 
de ê , et aura lieu, par exemple, toutes les fois qu'il 
sera symétrique autour du centre de gravité de 
cette base. L'équation (3) deviendra 

dm hû 

ik« - = frdri 

di b 
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d'où l'on tira 

di ^*' ' 

en appelant e la conitanteyrd^. Le mouvement de 
rotation sera donc uniformément retardé ; et si Ton 
appelle A la vitesse initiale angulaire, on aura, à 
un instant <[uelconque. 



= n — 



kcgi 

Tir» 



ce qui montre que ce mouvement se terminera au 

bk*a 

bout d*an temps exprimé par , pour lequel on 

hcg 
aura « = 0, et le corps sera en repos. 

Lorsque la vitesse do rotation sera, au contraire, 
très petite par rapport à celle du mouvement de 

dt 
translation, «t qn^on négligera le carré de r— , les 

di 
équations (l) donneront 



qu^on ait 



dst du* 
dS»^ di* 



On déduira de là et des mêmes équations (1) 

l 1 1 wir dy . ^j« 

— = — + — I — sm • cos 6 ) -7- , 

9 u ui^di di / <tt 



cos A 



l dx l .dx ^ dy \dyrd^ 
= (— cos«H sina)-^-—, 

udi fÊ^^di di ydidi 



,dx rdS 



l dy l ^dx dy . ^ ^^ 

cos e =: 1 I — cos t -I sin • J- 

u dU u^^di di /di di 



V* 



(dif dy y^ dh 

— sin • cos t ) r — , 
di dt / di 



L^origine des coordonnées polaires r et A étant le 
centre de gravité de la base 5, on a d'ailleurs 

fr sin hdv = 0, fr cos %d9 = 0. 

Gela étant, si Ton substitue ces valeurs de cos « et 
cos C dans les équations (3), et si Ton observe que 
fdff^=:s. 5, elles deviendront 

*Lî — _ *^ *** *1— *^ * 

«tt» "" 7 37' dt* t: W 



« di 



u di 



Pour plus de simplicité, je supposerai la base h sy- 
métrique autour de son centre de gravité , de ma- 
nière qu'on ait 



en désignant par » la vitesse du point G, de sorte 

fr* cos 6 sin • ifo» = 0, fr% sin> hdr = /r» cos> 6<fc = 6^« j 



y étant une ligne donnée. Par la substitution des 
valeurs de cos « et cos C , Téquation (3) se réduira 
alors à 



. d« 6 hgy% d% 

Ip ti 57' 

dé 



(«) 



en observant que m = — . 

di 
Les intégrales complètes des équations (4) sont 

dx dy 

"-=(« — hyi) cos I , — = (a — hgi) sin • ; 

di di 

o et « étant les deux constantes arbitraires. On en 
déduit 

u =s a ^ hgti 

et Ton voit que le mouvement du point G sera uni- 
formément retardé, et que a et « seront la vitesse 
initiale et Tangle que sa direction fait avec l'axe 
des X. L'équation (6) devient 



d»t 

5ïr 



kgy 



d^ 



son intégrale complète estdono 

di V « / 



en désignant par Û la constante arbitraire, qui ex- 
primera la vitesse angulaire initiale. Les valeurs de 

d« 
«et — ou M, seront d'autant p]us approchées , que 

di 
le produit de tl et de la plus grande valeur de rsera 
une plus petite fraction de la vitesse ti; elles mon- 
trent que les mouvemens de translation et do ro- 
tation finiront ensemble au bout d'un temps égal 

a 

a—. 

»j 

464. Lorsqu'un corps solide se meut sur un 
plan fixe, en le touchant constamment par un seul 
point de sa surface , il peut arriver plusieurs cas 
qu'il importe de distinguer. 

lo Le corps peut rouler, sans glisser , sur le plan 
fixe, de manière que les deux courbes tracées sur ce 
plan et sur lu surface du mobile, qui sont les lieux 
géométriques de leurs points de contact successifs^ 
aient constamment des longueurs égales. 

2o Le mobile peut tourner sur lui-même, en 
touchant constamment le plan fixe , en un même 
point de ce plan. 

3o Le corps peut glisser sans tourner, de sorte 
que le point de contact soit constamment le même 
point de sa surface. 

40 Enfin, il peut glisser et tourner à la fois sur 
le plan fixe. 

Dans le deuxième et dans le troisième cas, le 
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frottement du mobile contre le plan fixe est le même 
que si le contact avait une étendue quelconque ; sa 
grandeur est proportionnelle à la pression qui a 
lieu au point de contact, et sa direction contraire à 
celle de la Titesse de ce point. En le désignant 
par H, et la pression par P, on a H = AP; le coeffi- 
cient k étant le même que dans le no 4fi8. Cette loi 
est une conséquence de ce que le frottement est 
indépendant de retendue du contact ; elle aurait 
besoin , toutefois , d^étre rérifiée par des expérien- 
ces directes. La force H est ce qu*oa appelle un 
froiUmeni de la première eepècê. 

Dans le premier cas , le frottement du mobile 
contre le plan fixe se nomme un froitmnmii de mê- 
oondê Mpèotf. L'observation fait voir que cette force 
est généralement très petite, et peut être négligée. 

Dans le dernier cas, les deux espèces de frotte- 
ment ont lieu en même temps; on néglige celui 
de la seconde espèce par rapport au frottement de 
la première espèce, qui est dirigé, à cbaque instant^ 
en sens contraire de la vitesse du point de contact , 
et toujours proportionnel à la pression en ce 
point. 

Ces résultats ne conviennent pas au cas où le 
point de contact est rextrémité d'une pointe, ou 
quand il appartient à une arête vive \ ils auront en- 
core lieu lorsque le mobile sera un cylindre qui tou- 
chera le plan fixe suivaut une ligne droite j et, 
toutes les fois que sa surface n^aura n'y pointes ni 
arêtes vives, ils suffiront pour former les équations 
différentielles des mouvemens de translation et de 
rotation. L'exemple suivant montrera comment on 
en devra faire usage pour cet objet. 

465. Je suppose que le mobile soit une spbère 
homogène, posée sur un plan fixe horiiontal. On 
imprime à ce corps un mouvement de rptation au- 
tour d'un diamètre horisontal, et à son centre une 
vitesse horixontale et perpendiculaire à ce diamè- 
tre. Il est évident que le mobile tournera autour de 
ce diamètre, qui sera transporté parallèlement à 
lui-même et au plan fixe, et que le centre de fi- 
gure et de gravité décrira une droite horixontale, 
dans le plan vertical perpendiculaire à l'axe de ro- 
tation. Il s'agit de déterminer, à un instant quel- 
conque, les vitesses de ces deux mouvemens. 

La figure 99 représente une section du mobile , 
perpendiculaire à son axe de rotation et passant par 
son centre G. La droite AKB est la section du plan 
fixe ; la parallèle CGD est la droite que décrit le 
point G, et le contact, au bout du temps quelcon- 
que I, a lieu au point K. A cet instant soient s la 

ds 
distance C6, comptée à partir du point fixe C; — la 

di 

vitesse du point G, « la vitesse angulaire du mobile 
autour de son axe de rotation, qui sera regardée 
comme positive ou comme négative, selon que la 
rotation aura lieu dans le sens indiqué par la flèche # 
on en sens contraire. En appelant, au même in- 
stait, 9 la vitesse absolue du point K., et désignant 



par le rayon KG de la sphère, on aura 

dM 

9 = -.. 4- e«. 
di 

Selon que cette quantité sera positive ou négative, 
le point K s'avancera vers B ou vers A; et le frotte* 
ment qui a lieu en ce point K en sens contraire 
de 9, sera dirigé suivant KA ou suivant KJ. Quand 
on a « == 0, le corps roule sans glisser, et le frotte- 
ment n'est plus que de la seconde espèce. 
Gela posé, désignons toujours par P le poids do 

Pik> 
corps, par y la gravité, par — le moment d'inertie 

9 
par rapport à Taxe de rotation, et par KP le frotte- 
ment au point K. En supposant, pour fixer les 
idées, la vitesse v positive, et, conséquemment , le 
frottement dirigé suivant KA, les équations diffé- 
rentielles des mouvemens de translation et de ro- 
tation seront 



if ■ s 
di» 



du 
- *y, A.-- = - h€gi (o) 
di 



car le centre G devra se mouvoir comme si la masse 
P 
— du mobile y était réunie, et que le frottement j 

9 
fût appliqué parallèlement ksa direction; et, en 

même temps, le mobile devra tourner autour de 

son axe de rotation, comme si C9à axe «tait fixe , et 

que le point d'application du frottement et le sens 

de cette force ne fussent pos changés. Le mobile 

étant une sphère, on a aussi 



k* = 



2e* 



les équations précédentes auraient encore lieu, 
mais avec une valeur différente de k* , si ce corps 
était un solide de révolution, ou un cylindre droit 
à base circulaire, tournant, dans ces deux cas, an- 
tour de l'axe de figure. 

En supposant le coefficient h constant, et inté- 
grant les équations (a), on a 



dm 

-- = a^ kgi, • = 

di 



hegi 



W 



a et • étant les deux constantes arbitraires qui re- 

ds 
présenteront les va'eurs initiales des vitesses — 

di 

et •. On aura, en même temps, 

t> = a-|-c«— fl + — ) *^'- , 



Par hypothèse, la constante a^-e* est positive ; la 
vitesse v l'est donc aussi pendant un temps 6, au 
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botft duquel elle «st mille, et qui a pour Taleur 
(o + ea) *• _ 2 (g + cm) 

dans le cas de la sphère. Pendant TintervaUe de 

temps I, les valeurs précédentes de —et » subsiste- 

di 

root, et les deux mouTemens du mobile seront uni- 

a 
fermement retardés. Au bout d^un temps ^gal à — , 

d» 
la valeur de — sera nulle ; si dono ce temps est 

di 
moinilre que ^, ce qui aura lieu si l'^m a 

dg n 

la Tîtesse — deviendra négetive au ilelà de f = — , 
dt hg 

et le centre de la sphère rétrogradera. (Test ce qui 
arrive par exemple, lorsqu^on frappe une bille de 
billard tie manière & la faire tourner rapide- 
ment autour d'un «Itamèire faorisontel et à faire 
«vancer enmême temps son centre avec une moin- 
^e TÎtesse, en sorte que les quantités « et « soient 
toutes deux positives et satisfassent à Tânégalité 
précédente. Le frottement contre le tapis détruit 
bientôt le mouvement de translation; mais le mou- 
vement de rotation subsistant encore , le frotte- 
ment continue d^agir en sens contraire de ce der- 
nier mouvement; et c^est cette force, transportée 
au centre de gravité, qui le ramène vers son point 
de départ. 

Si, à Forigine du mouvement, la sphère ne tourne 
pas, de sorte qu'on ait «=0, ou, plus généralement, 



si Ton a 



2c« 



dM 



la vitesse — ne deviendra pas nulle avant la vi- 

di 
tesse e, et le centre G ne rétrogradera pas. Mais 
dans tous les cas, au bout du temps t, le point d'ap- 
pui & du mobile n'ayant plus de vitesse, le frotte- 
ment ikPdela première espèce disparattrajla sphère 
continuera de rouler sans glisser; et il se produira 
un frottement qui ne sera plus que de la seocnde 

dM 

espècOb Les vitesses — et « deviendront constanteii 

dt 
ou ne décroîtront plus que très lentement ; leurs 
valeurs seront celles des formules (i)j qui répondent 
& < = ^, savoir : 



ds 

dt 



Ba — - 2c« 



2e« 



6a 



7« 



Ainsi, TefTet général du frottement ordinaire en 
de la première espèce, est de réduire au repos les 
corps qui glissent sans tourner, et de réduire seu- 
lement à Tuniformité et à Tégalité, en sens oppo«> 
ses, les deux mouvemens des corps qui glissent et 
Toulent en même temps. Dans un vide parfait, le 
roulement du mobile qui résulte de ces deux mon^ 
vemens, subsisterait indéfiniment, et le frottement 
delà seconde espèce maintiendrait la vitesse e nulle, 

dx 
et les deux vitesses — et • égales et contraires. 

di 

Sais la résistanoe de Tair trouble cette égalité ; le 
frottement de la première espèce reparaît , et le 
concours de ces deux forces finit par réduire le 
I mobile à Tétat de repos. 
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DU CHOC DBS CORPS DB FORMB QUBLCONQITB. 



4M. la position et l'état d'un corps solide en 
mouTement sont complètement déterminés à un 
instant donné, lorsque Ton connaît, à cet instant, 
les coordonnées de son centre de grarité, les com- 
posantes de la Titesse de ce point, les directions 
des trois axes principaux qui se coupent en ce même 
point, et les composantes de la Titesse angulaire de 
rotation autour de ces trois axes. Si ce corps est 
rencontré par un autre mobile, pour lequel toutes 
ces choses soient également connues, les compo- 
santes de leurs vitesses de translation et de rotation 
seront changées par le choc, mais non pas les posi- 
tions de leurs centres de gravité, ni les directions 
de leurs axes principaux ; car, quoique le choc ne 
soit pas instantané , cependant la durée de oephé- 
nonèmeest toujours asses petite pour qu^on puisse 
faire abstraction du déplacement des différens 
points des deux mobiles, pendant quUl s^accomplit, 
et, par conséquent, pour qu^on puisse considérer 
comme sensiblement immobiles leurs centres de 
gravité et les points des deux mobiles qui appar- 
tiennent à leurs axes principaux. Le problème du 
choc des corps aura donc pour objet de déterminer 
en grandeur et en direction, leurs vitesses de trans- 
lation et de rotation après le choc, au moyen de 
ces mêmes quantités avant le choc, et d'après la 
forme et la situation relatives des mobiles. • 

Nous allons donner la solution générale de ce 
problème, dans les deux cas extrêmes où les mobi- 
les sont mous et dénués d'élasticité, et où ces 
corps sont au contraire parfaitement élastiques. 

467. Supposons d'abord que les mobiles soient au 
nombre de deux, qu'ils se touchent por un seul 
point, et qu'ils soient entièrement libres. Soient M 
et W leurs masses, G et G' (fig. 100) leurs centres 
de gravité, K lenr point de contact, H&H' la nor- 
male à leurs surfaces en ce point. Soient aussi Gs, 
Gjf , Gjs, les axes principaux de M, et G'x' , G'y', G'jb', 
ceux de H'. 

Immédiatement avant le choc, désignons par «, 
V, iD, les composantes de la vitesse de G suivant les 
axes Gx, Gy, Gij appelons en même temps m la vi- 
tesse angulaire de H autour de Taxe instontané de 
rotation, passant par le point G, et^, g, r, les trois 
composontes de cette vitesse, autour des mêmes 

p g r 
axes GSy Gy, Gm] en sorte que — , — , — , soient les 

u m m 
cosinus des angles que Taxe instantané fait avec 



ces trois droites (n» 407), et qu'on ait 
«> = pi 4- 9» 4- f« . 

Cela étant, si jr, y, s, sont les trois coordonnées 
d'un point quelconque de M, rapportées aux axes 
Gff, Gy, G«, les composantes de se vitesse, paral- 
lèles à ces axes et provenant de la rotation du mo- 
bile (n* 418), seront qz — ry, rs — |»»f J'y— ^'5 ?•*' 
conséquent, on aura celles de sa vitesse absolue , 
en y ajoutant les composantes u, e^nx, de la vitesse 
du point G; ce qui donne 

u+qB-^fff, v+rx-^psy w+pjf^qs. 

Je désigne par u^, v„ w,^pp 9,, r„ ce que devien- 
nent «, e, w, p, 9, r, immédiatement après le choc. 
En observant que le point dont les coordonnées 
sont s, y, JB, ne ohange pas sensiblement de posi- 
tion pendant le choc, les trois composantes précé- 
dentes deviendront 

et comme les axes Gjp, Gy, Gs, auxquels elles sont 
parallèles, sont aussi supposés immobiles pendant 
le choc, on aura les vitesses perdues par ce point 
suivant ces axes, en retranchant ces dernières 
quantités des précédentes. Si donc on désigne jpar 
«iiNrélément-de la masse H qui répond aux coor- 
données », y, Mf nous aurons 

[<« — «i + (g — g> — {^ — rf)y]dm, 
[9 — 1,^ + (r — r> — (p — f>>]A«, 
[w — w,+ {p — p,)y — (g — 2,)*]*», 

pour les composantes parallèles à Gjp, Gy, Gs, de 
la quantité de mouvement perdue par <ln, pendant 
la durée du choc. 

En vertu du principe général de la Dynamique 
(no 353), les quantités de mouvement ainsi perdues 
par H et M' devront se faire équilibre; et, diaprés 
ce qu'on a vu dans le n** 206, on formera les équa- 
tions d'équilibre de ces deux corps solides, ap- 
puyés Pun contre Tautre, en considérant chacun 
d'eux isolément, après avoir joint aux forces rela- 
tives à H, une force inconnue If, dirigée suivant 
KH, et aux forces appliquées à H', la même force 
M agissant ou point & suivant K.H'. 

Ces forces N, dirigées suivant KH et KH', seront 
les quantités de mouvement imprimées par le choc 
aux masses M et M'; et, avant d'écrire les équations 
d'équilibre, on peut remarquer que les effets du 
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cfaœ, qu'elles serviront à déterminer , seront les 
mêmes, pour la masse H, par exemple, que si Ton 
appliquait à une partie arbitraire /4 de cetle masse, 
ayant son centre de graTitë sur la droite KH, une Ti- 
tesse A parallèle à KH, et telle que Ton eût /mA=II; 
car il est évident que la résultante des quantités 
de mouvement de ft serait N , en grandeur et en 
direction : la percussion exercée sur H , suivant 
&R , équivaut donc toujours , comme nous Vavons 
dit^dans le n9 436, à des vitesses égales, impri- 



mées , parallèlement à cette nonmle KH , à tous 
les points d'une partie de M , qui a son centre de 
gravité sur cette droite. 

468. Gela posé, désignons par a, h , e, les trois 
coordonnées de K, rapportées aux axes Gx, Gy, Gs, 
et par «, C, y, les angles que la droite RH fait avec 
des parallèles à ces axes , menées par le point R ; 
les six équations d'équilibre des quantités de 
mouvement perdues par tous les points de M , se- 
ront 



n^eos • + /[a — SI, + (g — 


gj» 


— i^ — r,) y] dm : 


= 0, 


N cos C + y [e — *! + (*•"" 


• * 


— (P — Pi) «] *» 


= 0, 


N cos > + f[w ^ w,+ (p— 


f i) y 


— («. — 9i) *] <*»» 


-_0, 


If (a cos C — 6 cos »} 








+ /[» — «'i + (»■ — ^i) ' — 


(f- 


p,) m] xdm. 




— /[•• — «< + (g — îi) « — 


(r - 


3f] y*» — , 




Il (c cos 1* — a cos y) 








+ /[« «i + (g — 9i) ' - 


.(r- 


rj y] zdm 




— /[» — «'< + (f — Pi) y — 


(g- 


g,) s] xdm = , 




N (6 cos 7^ — c cos C) 








+ /[«^— »/ + ip— Pi)y - 


-(g- 


- 9i) *] y*" 




— /[» — ^i -I- C»" — »-i) » - 


.(p- 


' p,) s] sdm = 0; 





les intégrales s'étendant à la masse entière H. 1 de H, et que Gx, Gy, Gs, sont ses axes principaux, 



1 



A- cause que le point G est le centre de gravité | on a 

fxdm = , fydm = , Jxdm = , 
fjfBdm = 0, fmgdm = 0, fsydm = 0. 

Désignons, de plus, par A, B, C, les momens d'inertie de H par rupport à ces mêmes axes de sorte 
qpW ait. 

A =/(y»+ »•) dw, B =:/(s« + «» ) *»» C =/(*t+ y. ) <«Bi. 



En observant que/iftii=H, les six équations d'équi- 
libre se réduiront à 



N cos « -|- M (« — « J = , 
N cos C -t- V (v — 9^) = , 
N cos y + M (m; — iQ,) = ,. 
W (a cos C — 6 cos ») + C (r — r,) 
N (o cos A — a cos >) + ^ (9 — 9i) 
Il (&.COS >, — cos C) + A (p — p^ 



= 0, 
= 0, 



Par rapport à H' et à ses axes principaux G' y , 
G'y' , Gfa! , je désignerai les quantités qui entrent 
dans ces équations par les mêmes lettres, avec un 
trait supérieur; en sorte que, par exemple, «^ C, y, 
seront les angles que fait la droite RH' avec des 
parallèles à ces axes, menées par le point R, et 
que a' , 6' , e' , seront les coordonnées de ce point, 
rapportées à ces mêmes axes. En observant que la 
grandeur de N doit être La même pour les deux 
corps ■ et M', les équations d'équilibre des quan- 



tités de mouvement perdues par H' seront 



N cos a^ + V (u' — «/) = 0, 
N cosC-f-M'C»»— »/) = 0, 
R cos y' + M'/(ip'— 10/) = , 
K' (a' cos C -^ V cos •') + C (r» 
N (o' cos a' — > a' cos y') -f- B' (^ 
N (V cos y — o' cos C) + A'(p' 



-r'^ = n. («) 



r/) 

g/) 

p!) 



0. 

« 

0, 
0. 



i inconnues « j, «i, id,, 



/» «»/» •»/» 



Outre les don 

Pii9ii^n p! » g/ 1 **/ } ^^^ contiennent ces douce 
équations (1) et (2) , elles renferment encore l'in- 
connue N ; elles seront donc en nombre, insuffisant 
pour déterminer ces treixe inconnues ; et il y fau- 
dra joindre une treixième équation , que l'on ob- 
tiendra par la considération suivante , dans le cas 
des corps dénués d'élasticité. 

469. La solution du problème serait, en effet , 
indéterminée, si l'on considérait les deox mobiles 
comme absolument durs , et qu'on fit abstraction 
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d« k com p t owî — qu'Us éçmwrmA pendrai la du- 
rée du oboc. Haie en ayant égard à cette oompret- 
•îon, quelque petite qu^on la wppoie , en conçoit 
qu'elle est due à ce que les points des deux mo- 
biles , par lesqneb ils Tiennent se toucher» n'ont 
pas la même vitesse suivant la normale commune 
i leurs surfaces. A saison de la différence des vi- 
tesses normales de ces deux points, les deux corps 
s'appuient et se compriment graduellement l'u» 
contre l'autre ; en même temps , cette différence 
diminue par degrés infiniment petits, jusqu'à ce 
qu'elle ait entièrement disparu; et quand les deux 
mobiles sont dénués d'élasticité, le phénomène du 
choc est achevé à l'instant où cette différence est 
devenue nulle , et ces deax corps conservent la 
forme qu'ils ont prise à cet instant de leur plus 
grande compression. Cest cette égalité des vitesses 
normales des deux points de contact , à la fin du 
choc , qui fournit la treitiéme équation deman- 
dée, et qui fait disparaître l'indétermination du 
problème. 

Sn tant que le point K. appartient au corps H, 
ses coordonnées, rapportées aux axes G^r, Gy, Gji, 



sont a, è, c ; ett les substituant à la plaeo de a, f , a> 
dans les formules du w» 487, on a, imasédiatemeot 
aprèalecboc,si,'4-9.o— r^ 9)+ r^a--p,c, w,+p^ 
-~qfti pour les oomposantes de sa vitesse parallè- 
les à ces trois axea; et comme •, C, ^, sont les an- 
gles que la droite KH fait avec les directiooe de ces 
eomposantea, on en oonelut 

(•«« + f.» — '"A) cos«+ (e, +r^— |V»)cosC 

pour la vitesse finale de ce point suivant cette 
droite. Si l'on considèr» le même point R oonune 
faisant partie du corps H', sa vitesse après le oboc, 
suivant la direction KH', sera 

(•/ + gy-r/6') oos •'+ (e/ + r/fl'-,i/e') costf» 

Or, pour que, dans les deux oas, la vitesse nor- 
male du point R soit la mèmoi et dirigée dans le 
même sens, il faudra que ces deux dernières quan- 
tités soient égales et de signe contraire , on que 
leur somme soit nulle; par conséquent, on aura 



{^i + 9 fi 

+ (»i + ^« 

+ (w'i + Vf» 



. rf) cos « -I- (il/ -I- g.V 
pfi) cos c -J- (e/ + rja^ 
(Ifl) cos ^ + (w/ + py 



r!V) cos •' 
p/c*) cos c 
g/a') cos y* 



{^) 



= 0. 



Les équations (1), (2), (3), du premier degré, par 
rapport aux inconnues N , tt| , v^ , etc. , donneront i 
dans chaque cas particuler, des valeurs entière- 
ment déterminées pour ces qaantités qui feront 
connaître Tétat des deux mobiles après le choc, et 
les quantités de mouvement, égales et contraires^ 
que la percussion leur aura imprimées suivant la 
normale commune à leurs surfaces 

470. Maintenant, si les deux corps sont élasti- 
ques, il faudra distinguer trois époques successives 
dans le phénomène du choc ;la première répondra à 
l'instant où les deux mobiles commencent à se tou- 
cher par un point R de leurs surfaces; la deuxième 
sera celle de leur plus grande compression, où les 
vitesses normales du point R seront égales et dans 
le même sens pour ces deux corps; la troisième sera 
la fin du choo, où les deux mobiles se sépareront 
l'un de rantroy après avoir repris exactement leurs 
formes primitives, s'ils sent supposés parfaitement 
élastiques. 

Depuis la première joaqu'à la seconde époque, le 
phénomène est le même que si les deux mobiles 
étaient dénués d'élasticité. Ainsi, l'on déterminera, 
au moyen des éqoatieas précédentes, les douseeom* 
pesantes «/, V|, ete. , des vitesses de translation et 
de rotation des mobiles à l'instant de leur plus 
grande oompression, et la quantité de mouvement 
If que chacun des deux corps aura reçue , suivant 
RH pour M, et suivant RH' pour M'. Depuis la 
deuxième époque jusqu'à la troisième , ces deux 
corps, en revenant à leurs formes primitives, rece- | 



vront, suivant ces directions, une nouvelle quan- 
tité de mouvement, qui sera encore égale à 11 , 
dans le cas d'une parfaite élasticité. Par consé- 
quent , cette seconde partie du phénomène devra 
être considérée comme une seconde percussion, 
identique avec la première^ mais exercée sur des 
corps animés des vitesses de translation et de rota- 
tion qui ont lieu à la fin de la première partie. 

D'après ce principe, conforme à ce qui a déjà été 
expliqué dans le tfi 360, si l'on appelle à la troi- 
sième époque, U, Y, W, les oomposantes de la vi- 
tesse du point G, suivant les axes G«, Gy , Gs , et 
p, Q, R, les composantes de la vitesse angulaire de 
H autour des mêmes axes^ on aura, pour détermi- 
ner ces six inconnues, les six équations 

H co8«+M(ii< — U) = 0, 

W cos C -1- M (», — V) c= , 

H co8> + M(w,— W) = 0, 

N (a cos C — i cos *) -f C (r^ — R) = , 

If (c cos • — acosy) 4- R (g, — Q] = , 

If (ioos> — ccosC) + A(p, ^ P] = 0, 

qui se déduisent des équations (i) , en y mettant 
l'»V,W,P,Q,R,àlaplacedesi,,e,,w^,p„g,, r„ 
et ces dernières quantités au lieu de «, v, ti;^ p, g, r, 
et en conservant la quantité If. 

Pour faire disparattre les inconnues intermédiai- 
«^ «I > ^i î »/ » Pn gn 'i » j'«joute chacune de ces 
six équations à l'équation (t) qui lui correspond > 
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(4) 



ce qui donne 

211 co8« + ]I(ii — U)= 0, 

2N cosC+MC©— V) = 0, 

an C09 > + M (lo—W) =0 , 

an (acos C — 6 cos •) + C (r — R)= 0, 

211 (c co» « — a C08 >) + B (g — Q) = , 

211 {l cos >. — « cos C) + A (p — P) = 0. 

Cet équations (4) sont celles de Téquilibre des 
qoantités de moaTement perdues ptr H pendant 
la durée totale du choc, Jointes à la quantité de 
mouTement 2N imprimée à cette masse, suiTsnt b 
direction KH, pendant cette même percussion. On 
y mettra pour 11 la Taleur de cette inconnue, qu'on 
tirera de Féquation (3), après y avoir substitué les 
Taleurs des inconnues Uf, 9^, etc., «/, e/, etc., don- 
nées par les équations (1) et (2). Houe nous dispen» 
aérons d'écrire ici Texpression générale de cette 
quantité If, qui serait très compliquée, et dont on 
calculera, sans difficulté, la Taleur numérique, 
dans chaque cas particulier. Si les deux mobiles 
n'étaient pas supposés parfaitement élastiques , N 
serait moindre dans la seconde partie du choc que 
dans la première ; il faudrait prendre alors pour sa 
▼aleur, dans la seconde partie, une fraction fée sa 
▼aleur, déduite des équations (1), (2), (8), et met- 
tre (t -f-/) H à la place de 2R dans les équations (4). 
Cette ftraction f dépendrait du degré d'élasticité 
des deux mobiles, et ne pourrait se déterminer que 
par des expériences faites sur des corps de la même 
matière, dans le cas le plus simple, par rapport à 
leur forme et à leur mouToment primitif. Nous 
nons bornerons à considérer le cas de l'élasticité 
parfaite, en obserront, toutefois, que la remarque 
qui termine le n» 467 a également lieu , quel que 
soit le degré de l'élasticité. 



(«) 



Quant au corps H', si l'on désigne, à la fin du choc, 
per U', y, W, les composantes de la vitesse de G' 
suivant les axes G's', G'y'; G's', et par P', Q', R', 
les composantes de la vitesse angulaire de W au- 
tour de ces axes , on aura pour déterminer ces 
six inconnues des équations semblables aux équa- 
tions (4), savoir ; 

2W co8i»' + ll'(W — U') = 0, 

2N cosC + M' (!/ — ¥') = 0, 

2N cos y' + M' (tt/— W) = , 

2N (ofcosC — ô'cos«')+C'(r^— R') = 0, 

2R (c' cos •'— a' cos >') + B' (f ' — Q') = 0, 

tff {V cos y»— s» cos C) + A' (p» — P')= 0. 

Telle est donc la solution complète et générale 
du problème du choc, dans le cas de deux corps 
entièrement libres, dénués de toute élasticité, ou 
parfaitement élastiques. On retendra, sans diffi- 
culté, au choc simultané de trois ou d'un plus grand 
nombre de mobiles; nous en donnerons plus bas un 
exemple. 

471. On peut conclure des équations précédentes 
que le choc des corps H et W n'altère nullement 
les vitesses de leurs centres de gravité G et G', pa- 
rallèlement au plan tangent commun en R à leurs 
deux surfaces. 

En effet, par le point G menons une droite pa- 
rallèle à ce plan, qui fasse des angles ^, ft, v, avec 
les axes Gx, Gy, G s; cette droite étant perpendi- 
culaire à la parallèle à KH, menée par le même 
point G, on aura 

cos • cos X -^ cos C cos ft -|- cos y cos r = ; 

Bt d'après, cela, si l'on ajoute les trois premières 
équations (1) ou (4), après les avoir multipliées par 
cos X, cos f», oos i, il en résultera 



« cos X 4- 9 cos A» + w cos » 5= II, cos X -f- e^ cos t* + w, cos r 

= U cos X + V cos M + W cos f j 



ce qui montre que la vitesse de G, suivant une di-> 
recstion quelconque, parallèle au plan tangent en K., 
sera la même avant et après le choc des corps mous 
ou élastiques. Il suffira donc , pour connaître , en 
grandeur et en direction, la vitesse finale de G, de 
déterminer, dans chaque cas, la vitesse de ce point 
après le choc, parallèlement à la normale U, et 
de la composer avec la vitesse de G parallèle au 



plan tangent en K, qui avait lieu auparavant, et 
qui n*aura pas changé pendant la percussion, la 
même chose aura lieu relativement an centre de 
gravité G' de W. 

En ajoutant les trois dernières équations (1) 
ou (4) , après les avoir multipliées par cos y, cos C, 
cos «I il vient 



O cos 7^ -(- B9 ces C 4- Ap cos « = Cr^ cos > + Bç, cos C -f- Ap, 

=3; CR cos >. -I- BQ cos C -^ AP 



cos 
cas 



Or, ces trois quantités égales sont les momens par 
rapport à l'axe KJB (n« 409), des quantités de mou- 
vement dont sont animés tous les points de M, 
avant le choc, à l'instant de la plus grande com- 
pression, à la fin du choc ; d'où il résulte que la 
percussion ne change rien à la grandeur de ce mo- 
ment, pour le mobile M, et, de même, pour le roo» 
bile tf , BOUS ou élastiques. 



472. Appliquons maintenant i différons exemples 
les équations générales que nous avons obte- 
nues* 

Supposons d'abord que la normale K.H au point 
de contact des deux mobiles, passe par le centre 
de gravité G de H, de manière qu'elle soit la 
droite RGH (fig. 101). D'après la signification des 
lettres », C, >, a, by c, il est aisé de voir qu'on aur<v 
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dans ce cas, 



a cos C = 6 cos 



c cos « = a cos y , 
h cos ^ = cos C; 

alors les trois dernières équations (l) et (4) donne' 
ront 

ce qui signifie que la direction de Taxe instantané 
de M et la vitesse de rotation seront les mêmes im- 
médiatement avant et après le choc. Donc, toutes 
les fois que la normale au point de contact passe 
par le centre de gravité de l'un des deux mobiles 
mous ou élastiques, le chou ne change rien au ' nent 



mouvement de rotation de celui-ci, et n*înflae qa* 
sur son mouvement de translation . 

Si la même normale passe aussi par le centre 
de gravité G' de M', de sorte qu^on ait également 

o' cos C = V cos •', 
c' cos •' =? cl oos y, 
V cos y' = c' cos C, 

les vitesses de rotation disparaîtront de l'équa- 
tion (3), qui se réduira à 

«, cos A -f- 9, cos C -f- iif, cos y-f- n/ cos •' 
+ r/ cos C -f- 11;/ cos y' = ; 

mais les trois premières équations (1) et (2) don- 



N = H [(«^ — tt) cos » + (ç, ^ 1^) cos C + (lo, ^ w) cos >.], \ 

N = M' [(«/ — «') oos *' + (e/ -« ff) cos C^ + (lo/ — t»') cos yj ; / ^^^ 



et en divisant ces équations parffl et H' et les ajou- 
tant ensuite à la précédente, il en résulte 
Il N 
—H + M cos • + e cos c + 10 cos V +11' cos Jl 

+ e'cos C'+ w'eos y= 0. 

Or, si GL et G'L' senties directions de G et G' avant 
le choc et 6 et l' leurs vitesses initiales, on aura 

t cos HGL = a cos » + e cos C -f- u; cos y , 
«' cos H'G'L' = «' cos «' + e' cos C + u;' cos >', 

d'après ce que les lettres ti, r, u;, •, C, 7,, a», «', u;', 
«'9 C', >S représentent. On aura donc 

MM' (8 cos HGL + •' cos H'G'L') 
M + M' ' 

pour U valeur de II, qui devra être essentiellement 
positive : lorsqu'elle sera négative, on en conclura 
qu'il n'y a pas de choc entre les deux mobiles H 
et M'. 

De même, si G/ et G'r sont les directions de G 
et G' à l'instant de la plus grande compression des 
deux mobiles , et e, et %\ leurs vitesses au même 
i Bstant, on aura aussi 



6^ cosHGJ = 
V cos H'G7 = 



(7) 



•, cos HG/ = v^ cos « -f i>^ cos C -f- u»/ cos y , 
•/ cosH'GT = »/ cos •' -I- e/ cos C + w] cos y\ 

_ (M — M') I cos HGL — 2M'>' cos H^G*l' 
"" M + M' 



et de ces diverses équations^ on conclut 

M> cos HGL >-- WV cos rG'L^ 
M + M' ' 

M'r cos H'G'r ~-.M8 cos HGL 
M + M' ' 

pour les composantes des vitesses de G et G' sui- 
vant GH et G'H', à l'instant que nous considérons. 
Elles sont, comme on voit, égales et contraires; 
d'où il suit qu'à l'instant de la plus grande com- 
pression, les centres de gravité des deux mobiles 
ont la même vitesse, en grandeur et en direction, 
suivant la normale au point de contact &. Dans le 
cas des corps mous, cette vitesse normale sera celle 
qui aura lieu après le choc. Lorsque les deux mo- 
biles seront parfaitement élastiques,.on aura. 

•, cos HG/ = U cos • -t- Y cos C 4- W cos ^ , 
e/ cos H'G'/» = U' cos •' + V cos C + ^' cos y\ 

en supposant que les vitesses 6, et 6/ et les direc- 
tions G< et GT se rapportent à la fin du choc. Donc, 
en vertu des trois premières équations (4) et (6), 
et de la valeur qu'on vient de trouver pour N, nous 
aurons 



^^ cos HG/ = 



• ' cos H'G'f = ^' ~" ^^ *' ^' ^^^* " ^^^ ^^^ ^^^ 

' ' M.+ M' ' 



w 



pour les composantes des vitesses finales de G et G' 
suivant les directions GH et G'H'. 

473. Dans le cas particulier où les deux points G' 
et G' se meuvent, avant le choc, sur la normale 
HKH', leurs vitesses perpendiculaires à cette droite 
seront nulles, et elles le seront encore après le 
choc \ en sorte que l'on aura 

cos HGL = ± 1 , cos HG/ = ± 1 , 
cos H'G'L» = ± 1 , cos HGr = ± 1 , 



selon le sens de leurs directions, en considérant, 
dans tous les cas, les vitesses t, 0', 0^, ê/, comme 
des quantités positives. 

Si G et G' vont dans le même sens avant le choc, 
par exemple, de H' vers H, l'angle HGL sera séro, 
et l'angle H'G'L^ égale à deux droits; en vertu des 
équations (7), on aura donc 



cos 



HG/=1, cosH'G'/'=— 1, • = • '=îi+2Ll 

' ' ' M+M' 
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Si, au contraire, G et G' vont au devant Fun de 
Tautre avant le choc, de manière que le point G se 
meuve de H vers H', et le point G' de H' vers H, on 



1 



aura cos HGL = cos H'G'L' s= — 1, et les équa- 
tions (7) donneront 



cos HG/ = If 1 , cos H'G'/ = ± 1 , «j = e/ = ± 



M« — M'6 



TaT 



les signes supérieurs ou inférieurs ayant lieu selon 
que la différence Hft— H'A' sera positive ou néga- 
tive. On appliquera de même les formules (8) à ces 
deux hypothèses. 

Ces résultats coïncident avec ceux qu'on a obtenus 
dans les n9* 861 et 862, relativement au choc des 
corps sphériques et homogènes ; mais on voit de 

e^ cos HGI = — e^ cos H'G'L', 

d^où Ton conclut que dans le choc de deux corps 
parfaitement élastiques et égaux en masses, les 
centres de gravité des deux mobiles échangent leurs 
vitesses parallèles à la normale au point de contact, 
lorsque cette normale, commune aux deux surfaces 
en ce point, passe à la fois par ces deux centres. 

Qaand le point G' sera en repos avant le choc, en 
sorte qn*on ait 6' = et que, de plus, la masse H, 
à raison de sa densité, sera très petite et négligea- 
ble par rapport à H', on aura, en vertu des équa- 
tions (7) 

6, co» HG/ = , »/ cos H'G'r = , 

en sorte que les centres de gravité G et G' de deux 
corps mous n^auront, dans ce cas, aucune vitesse 
normale après le choc. Hais, en vertu des équa- 
tions (8), si ces corps sont, au contraire, parfaite- 
ment élastiques, on aura 

V cos W&P = , e, cos HG/ = ^ 6 cos HGL ; 

ce qui montre que le centre de gravité G' ne pren- 
dra aucune vitesse, et que G prendra, après le choc, 
nne vitesse normale égale et contraire à celle qu'il 
avait auparavant. 

Il est aisé d'en conclure que le centre de gra- 
vité G sera réfléchi en faisant avec la normale au 
point de contact des deux mobiles, Tangle de ré- 
flexion égal à Tangle d'incidence. 

En effet, prenons sur le prolongement de GL 
(fig. 102}, une partie ^G pour représenter, avant le 
choc, la vitesse de G, qui se mouvra de g vers G ; 
soit toujours GH la normale au point de contact 
des deux mobiles, laquelle passe par hypothèse, par 
le point G} décomposons la vitesse ^G en deux au- 
tres, Tune aG, dirigée suivant celte normale, et 
Tautre 6G parallèle au plan tangent : la seconde ne 
sera pas changée par le choc, et la première sera 
changée en une vitesse cG égale et contraire à oG. 
Donc, si Ton achève le rectangle G&eio, et qu'on 
prolonge la diagonale G(2 d'une quantité G/ = Qdj 
la vitesse du point G , après le choc, sera G/, en 
grandeur et en direction ; par conséquent, l'angle 
de réflexion HGi, sera égal à l'angle d'incidence 
HG^, et, déplus, la vitesse du mobile aura la même 



M + M' ' 

plus quHls sont indépendans de la forme de ces 
corps et de leur mouvement de rotation, et ({u'iis 
supposent seulement que les centres de gravité des 
deux mobiles se meuvent, avant le choc, sur la nor- 
male au point de contact. 

474. Si Ton suppose M' =M, les équations (8) de- 
viennent 

V cos WG'f = — • cos HGL , 

grandeur avant et après le choc. Ce cas est celui 
d'un corps élastique qui vient rencontrer un ob- 
stacle fixe, doué également d'une parfaite élas- 
ticité. 

476. Lorsque les mobiles sont des sphères ho- 
mogènes, la condition que la normale HRH' (fig. 101} 
passe par leurs centres de gravité G et G', est tou- 
jours remplie. Par conséquent , si ces corps sont 
parfaitement élastiques , ils échangeront , en se 
choquant , leurs vitesses dans le sens de la droite 
qui va d'un centre à l'autre, et conserveront, sans 
altération , leurs vitesses perpendiculaires à cette 
droite ; et , quand ils viendront frapper un obsta- 
cle fixe et aussi parfaitement élastique, ils se ré- 
chiront en faisant l'angle de réflexion égal à 
l'angle d'incidence. 

C'est sur ces principes qu'est fonde le jeu de bil' 
lard; mais il faut observer que non seulement ils 
supposent l'élasticité parfaite des landes et des6i^ 
lesf mais que la non -altération, par le choc, de la 
vitesse des mobiles, soit parallèlement à leur plan 
tangent commun, soit parallèlement aux bandes 
qu'ils rencontrent , n'a lieu que quand on fait ab- 
straction du frottement provenant de leur rotation 
et du glissement d'une surface sur l'autre. On va 
voir, par exemple, que l'angle de réflexion dépend 
de la rotation de la bille , et qu'il n'est plus égal à 
l'angle d'incidence, quand on tient compte du frot- 
tement de la bille contre la bande. La même chose a 
lieu dans le ricochet d'un boulet : le frottement de 
ce projectile contre le terrainetsa vitesse de rotation 
influent aussi sur l'angle de réflexion, qui peut être, 
pour cette raison, différent de l'angle d'incidence. 

Cette question nous fournira l'occasion d'expli- 
quer comment on doit avoir égard au frottement 
dans le choc des corps, et de compléter ce que 
nous avons dit, sur ce genre de résistance , dans le 
second paragraphe du chapitre précédent. Kous al- 
lons d'abord exposer les principes qui nous guide- 
ront dans cette matière délicate j on y est conduit 
par l'analogie ; mais ils auraient besoin, ainsi que 
les conséquences qui s'en déduisent, d'être confir-^ 
niés par des expériences directes. 

470. En foriuont les équations d'équilibre des 
quantités de mouvement perdues dans le choc, par 
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les deux masses H et H', nous n'tvons point tenu 
compte des qnsntités de mouTement produites par 
les poids de ces corps pendant la durée de la per- 
cussion, parce que cette durée étant très petite, 
ces quantités, qui lui sont proportionnelles, sont 
aussi très petites, et peuvent être négligées par 
rapport à celles que les mobiles reçoivent de leur 
choc mutuel. Hais il n'en est pas de même, comme 
nous TaTons déjà remarqué (n» 363), à Tégard du 
frottement qui a lieu pendant le choc, lorsque lea 
surfaces des deux mobiles en contact glissent Tune 
sur Tautre. Quoiqu'on n'ait pas fait d'observations 
sur l'intensité de ce frottement, on peut supposer, 
par induction, qu'il suit les lois générales du frot- 
tement des corps soumis à des pressions propre- 
ment dites, puisque la percussion n'est autre chose 
qu'une pression d'une très grande intensité, exer- 
cée pendant un temps très court. On peut donc ad- 
mettre que pendant la durée du choc le frottement, 
à chaque instant, est proportionnel à la grandeur 
de la pression normale^ qui appuie, à cet instant, 
les deux mobiles l'on contre l'autre \ qu'il est di- 
rigé , pour chaque mobile, en sens contraire de la 
vitesse relative du glissement de ce mobile sur 
l'autre, et indépendant de la grandeur de cette vi- 
tesse; et qu'il disparaît, ou devient négligeable, 
quand le glissement se change en un simple roule- 
ment. 

Or, la' quantité totale de mouvement imprimée 4 
M suivant la normale KJI (fig. 100), a été représen- 
tée par N, quand ces deux mobiles sont dénués d'é- 
lasticité, ou par 211, quand ils sont parfaitement 
élastiques. Si donc, pendant toute la durée du 
choc, la surface de H glisse, dans une même direc* 
tion, sur celle de M', et qu'on appelle Q la quantité 
de mouvement imprimée à H par le frottement, en 
sens contraire de cette direction, on aura Q=AN, 
dans le cas des corps dénués d'élasticité, et Q = 2JUI, 
dans le cas des corps parfaitement élastiques ; k 
étant un coefficient qui ne dépend que de la nature 
des surfaces de M et V, au point de contact K., et 
pour lequel on pourra prendre celui qui a été dé- 
terminé par l'expérience, relativement k des pres- 
sions ordinaires (no 469). 

Si le glissement a lieu dans un sens pendant une 
partie du choc, et dans le sens opposé pendant l'au- 
tre partie, on aura Q =: A (11' — R"), en désignant 
par W et W les quantités de mouvement produites 
par la percussion pendant ces deux parties du choc, 
de sorte que N ou 2N soit leur somme II' -|~ ^^i ^^ 
en supposant N' > N". Si , k la fin de la première 
partie, le glissement se change en un simple roule- 
ment, on prendra Q = hW, en négligeant le frot- 
tement de la seconde espèce, qui aura lieu pendant 
la seconde partie. 

En appelant Q' ce que Q devient relativement à 
H', il est évident que <j' sera, dans tous les cas, une 
quantité de mouvement égale et directement oppo- 
sée à Q ; car la pression normale que 11' exerce sur 
M pendant toute la durée du choc , est de même 



grandeur que celle de M sur H', et la vitesse rela- 
tive du glissement de H' sur M est toujours égaie et 
eontraire 4 celle du glissement de H sur M'. 

Il résulte de 14 que pour former les équations 
d'équilibre des quantités de mouvement perdues 
pendant le choc par le corps H, en ayant égard au 
frottement , il suffira de joindre 4 la quantité de 
mouvement N ou 2N, imprimée à ce mobile suivant 
la normale X.H, une autre quantité de mouve» 
ment Q, perpendiculaire 4 K.H, et exprimée comme 
on vient de le dire ; et que pour obtenir , en même 
temps, les équations relatives 4 M', il faudra join- 
dre 4 la quantité de mouvement R ou 2N, dirigée 
suivant KH', une quantité do mouvement Q' égaie 
et contraire à Q. Cest ce que nous allons faire, dans 
le cas du choc d'un projectile aphértqoe et honso- 
gène contre un obstacle fixe. 

477. Pour fixer les idées , je supposerai quefob- 
stade fixe que la sphère M vient frapper est un pian 
horisontal, et que cette sphère tourne, avant le 
choc, autour d'un axe horisontal , perpendiculaire 
4 la direction GH de son centre de gravité. La fi- 
gure 103 représente une section du plan fixe et de 
H par ce plan vertical. Tout étant semblable de 
part et d'autre de cette section, le point G ne s'é- 
cartera point de ce dernier plan pendant le choc, 
H continuera de tourner autour du diamètre per- 
pendiculaire 4 ce même plan, et le même point de 
contact K. glissera, pendant cette percussion le long 
de AB, intersection de ce plan vertical et du plan 
fixe. 

Immédiatement avant le choc , j'appelle e la vi- 
tesse horiiontale de G, dirigée suivant GO, 4 sa vi- 
tesse verticale , dirigée suivant GK, et^ l'angle 
d'incidenee HGK, de sorte qu'on ait 

s 
Ung > = — . 
h 

Le mobile 11 étant supposé parfaitement élastique^ 
ainsi que TobstaGle fixe qu'il vient frapper, il 
perdra d'abord, en se comprimant, aa quantité de 
mouvement verticale Mb, puis il reprendra, en reve- 
vant 4 sa figure primitive, une quantité de mouve- 
ment égale et contraire^ en sorte qu'après le choc, 
le centre de gravité G aura une vitesse verticale 6, 
dirigée suivant le prolongement GE de GIL. Si donc 
on appelle, 4 celte époque, a' sa vitesse horiion- 
tale, dirigée suivant GD, ou en sens contraire , 
selon qu'elle sera positive ou négative j que Gfl' 
soit la direction de ce point, et qu'on désigne par 
y* l'angle de réflexion ËGH', on aura 

s' 
Ung >,' = — 
6 

La droite GH' sera située à gauche de la verticale 
EK, comme la droite GH, ou à droiie de EK, selon 
que la quantité a' sera positive ou négative. Pour 
que l'angle de réflexion soit égal 4 Tangle d'inci- 
dence, il fsndra que cette vitesse a' soit positive et 



DTNAMIQtS , SSGOHDB PARTIE. 



297 



égale à «; la dâSârence y^'^yéàcn deux aaglet 
sera toujourt de même signe que a! — o; et le 
point G rétrogradera quand la TÎtesse o' aéra néga* 

tÎTO. 

Soit aussi « la Tîtesse angulaire de rotation de 11 
avant le choc , laquelle Titesse sera considérée 
comme positi?e ou comme négative , selon qu'elle 
«nra lien dans le sens indiqué par la flèche ê, ou 
dans le sens opposé. Désignons par «' ce que de- 
vient cette vitesse angulaire après le choc. Le pro* 
blèflie consistera à déterminer les valeurs de «' et W 
d'après celles de a et a. Selon qne la vitesse abso- 
lue du point X. sera positive ou négative, e'est^- 
dire, dirigée suivant SA ou suivant U, pendant 
une partie de la durée du choc, on pendant sa du- 
rée entière, la solution présentera difiérens cas 
distincts, qne nous allons eiaminer snooessivement 
dans le numéro suivant. 

478. Je supposerai, en premier lieu, qne la vi« 
tesse du point S. soit positive, ou dirigée suivant 
SA, pendant toute la durée dn choc. En appelante 
le rayon GK de M, cette vitesse sera a-|- «• au com* 
mencement, et a' 4- c«' à la fin; de sorte que ces 
deux quantités devront être positives. La quantité 
totale de mouvement imprimée à M suivant GR, 
soit pendant que le mobile se comprime, soit pen- 
dant qu'il revient à sa figure primitive, étant égale 
i 2Mb , la quantité de mouvement provenant du 
frottement, et dirigée suivant &B, sera 2Mlè, d'à- 
près le n» 470 ; par conséquent, la vitesse herison- 
Ule n' du centre de gravité G après le choc, sera la 
même que si la masse H y était réunie, et que les 
quantités de mouvement Ma et ZkMb y fussent 



appliquées, en sens contraire Tune de Tautre; ce 
qui donne 

o' = o — 2hb. 

Kn observant que a/5 Moi est le moment d'inertie 
de M par rapport à son axe de rotation, et que 
2kMAo est le moment, par rapport au même axe, du 
frottement dirigé suivant KB , on verra , sans diffi- 
culté, que la diminution • -^ •' de la vitesse 
angnUire de roUtion sera déterminée par l'équa- 
tion 

Y Ec* (• — a') r= 2kMhc ; 

d*où l'on tire 

.» — *** 

c 
De ces valeurs de a' et «', il résultera 

af + 9a^ zsza + em-^ 'ikè^ 

et cette quantité «' + emf devant être positive dans 
le cas que nous examinons, il faudra que la quan- 
tité a -f e«, aussi positive, soit plus grande que 
Ihb, Quand cette condition aura lieu, on aun 

a 
tang >' == «il = tang y — 2k, 

pour déterminer l'angle de réflexion y' d'après 
l'angle d'incidence ^ et le coefficient k. 

Si la vitesse absolue du point K est constamment 
négative, ou dirigée suivant SJ, le frottement sera 
dirigé suivant SA , et U suffira de changer les si- 
gnes des termes multipliés par A, dans les formules 
du cas précédent, qui deviendront 



5hb 



u' =z a + SA&, •' =: • 4. , tang y' = tang > + 2A. 



Pour que ce cas ait lien , il faudra que la vitesse 
initiale du point S soit en sens contraire de celle 
de Gj ce qui suppose que la rotation primitive ait 
lieu dans le sens opposé à celui qui est indiqué par 
la flèche «. A cause de 

af + ca* =1 a + ea + Ikby 

il faudrai en outre, que cette quantité négative 
a-^ca l'emporte sur le terme positif Ihb, Dans ce 
second cas, l'angle de réflexion surpassera l'angle 
d'incidence, tandis que, dans le premier cas, y* était 
moindre qne y. 

La vitesse du point S étant positive au commen- 
cement du choc, si elle devient séro à un certain 
instant de sa durée, et qu'eUe reste ensuite nulle 
jusqu'à la fin, on prendra, diaprés le n» 470, 
KM {b 4- 6'} pour l'effet total du frottement, en 
désignant par V la vitasse verticale de G à l'instant 
dont il s'agit, et regardant b' comme une quantité 
négative on positive, selon que cet instant arrivera 
pendant que le mobile se comprime on pendant 
qu'il revient k sa figure pimitive. On en conclura, 



comme dans lepremier casy 



2c 



et, par suite, 



Si la vitesse du point S est séro dès le commeoce- 
inent du choc, on aura 5' = — 6/ et le frottement 
étant nul, ou de la seconde espèce, pendant toute 
la durée de la percussion, il n'influera pas sur les 
valeurs de o', •', taog y\ Si, au contraire, la vitasse 
de S. ne devient nulle qu'à la fin du choc, on aura 
V ^ b, et ces formules coïncideront avec celles du 
premier cas. Généralement, la valeur de V sera in- 
connue, et Ton saura seulement qu'elle ne peut 
pas dépasser ^ 6; mais comme on suppose nulle 
la vitesse finale du point S, il faudra qu'on ait 



a' + c»' = o + «• A (* + 4') == 0; 

2 

3b 
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d^ott Ton tire 



et par conséquent , 



h {b + 6') = 



2 (a + e») 



a' = — 



6o — 2c* 2 (a + c») 



La iritesse du* point K étant positive dans nne 
première partie da cboc, si elle devient négative 
dans la partie suivante , et que 6' soit la vitesse 
verticale, positive ou négative, de &, à Tinstant de 
te changement de signe, les quantités de mouve- 
ment imprimées à H, suivant la direotion de KOr, 
seront H (6 «f- V) et M [b — 6') pendant ces deux 
parties de la percussion. Diaprés le n» 476, on pren» 
dra donc hX. {b -{- ^] — hH (b — 6') pour la quantité 
totale de mouvement produite par le frottement 
suivant la direction KB ou KA. , selon quelle sera 
positive ou négative \ et comme cette quantité se 
réduit à 2^116', on en conclut que les formules rela- 
tives à ce quatrième cas se déduiront de celles du 
premier, en y mettant V au lieu de 6.' On y chan- 
gera le signe de k, comme dans le second cas, si 
la Titesse de K a d^abord été négative, pour deve- 
nir ensuite positive. Mais la quantité 6' ^n^étant pas 
donnée, ces formules ne feront pas connaître la 
diminution ou Taugmentation de l^angle de ré- 
flexion , et Ton-saura seulement que Tune ou Tautre 
est moindre que dans le premier ou le seeond oas. 

La question serait encore plus compliquée, si le 
projectile tournait autour d'un axe qui ne fût pas 
perpendiculaire, comme nous Tavons supposé, au 
plan vertical dans lequel le |>oint G se meut avant 
le choc. Le frottement ferait alors sortir ce point 
de son plan pendant la percussion ; et non seule- 
ment Tangle de réflexion différerait de Tangle d'in- 
cidence , mab encore ces deux angles ne seraient 
plus compris dans un plan vertical. 



n 

470. Maintenant, pour montrer, indépendamraeAt 
du frottement , l'influence du choc sur le mouve<- 
ment de rotation, prenons un exemple simple, dans 
lequel la normale au point de contact des deux 
mobiles, qn*on peut regarder comme la direction 
du choc, ne passe pas par le centre de gravité de 
Tun de ces deux corps. 

' Supposons que dans le choc Taxe instantané 
de rotation de M coïncide avec Tun des axes priit^ 
cipaux qui se coupent à son centre de gravité, par 
exemple, avec Taxe Gs (fig 100); on aura alors ^cr^ 
et*g=0. 'Supposons aussi que le point K. et la nor- 
male commune aux deux surfaces en ce point, 
soient compris dans le plan des axes Gs et Gy; ce 
qui rendra nulles les deux quantités c et cos y, Eo 
faisant 



.p=0, 9 = 0, c = 0, COS'). =0, 

dans les deux dernières équations (1) ou (4), on en 
conclut Pi = et .^^ = 0, ou P = et Q = ; en 
sorte que, dans les deux cas des corps mous et des 
corps élastiques, Taxe de rotation coïncidera en- 
core, après le choc, avec Taxe Gi, et le choc chan- 
gera seulement la vitesse de rotation sans changer 
Taxe instantané, conformément à ce que nous 
avons déjà vu dans le n» 437. 

-Prenons pour le corps H' une sphère homogène. 
La direction du choc passera par son centre de gra- 
vité } on aura donc, comme dans le n» 472, 



a' cos C 



cos 



»', c' cos •' = a' cos y, b' cos y' =:>c' cos C'^ 



en ayant égard aux suppositions précédentes, Té- 
({uation (3) se réduira à 

(a cos C — 6 cos »)r, -{- ti| cos » 4" ^i ^^* ^ 
+ «/ cos •' •4» v\ cos C -(- w/ cos y' = Oj 

et, en la combinant avec les équations (6), on endé- 

n N 

— -{ + (o cos C — 6 cos ») r. -4- ti cos» -^- r cosC 

MM' 



= 0. 



Menons par le point R des parallèles aux direc- 
tions des vitesses et 0' de G et G' avant le choc ; 
soient iT et I' les angles que ces parallèles font 
avec KH ; nous aurons 

il cos « -^ t; cos C = cos ^, 

II' cos «' «f- o' cos C -^ id' cos y' = — t' cos ff 

pour les composantes de et 6' suivant cette partie 
de la normale au point K.; et en éliminant Tj an 
moyen de la quatrièsoe équation (I), l'équation pffé- 



-|- «f' cos «' -{- e' cos C «f- w' cos ^' = 0. i cédente deviendra 

^ , W (o cos C — ^ cos •)• N , , 

— -i i^ .i + (° cos ¥ — b cos «)r 

^ ft cos ^ — 6' cos i' = i 



M 



d'où Ton tire 



HM'C [{b cos a — o cos C)r + k' cos 1^— cos l] 

(H -|- M')C -f-UBl' (6cos« — acosC;> 



Au moyen de cette valeur de If , les trois premiè- 
res équations (l) ou (4), selon que les mobiles se- 
ront mous ou élastiques, feront connaître les troie 
composantes u,,9f,w,^ on U, V, W, de la vitesse 
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de G «iirêt lé choc , et les troif premières équa- 
tions (2) on (ft) dëtermioeroiii de même celles de 
la vitesse finale de Gr'. Quant à la yaleur de r^ on 
de R , elle se déduira de la quatrième éqeation (I) 
ou (4). 

La quantité N doit toajonrs être positive, comme 
nous Tavons déjà remarqué ; et quand sa valeur sera 
négative, il n^y aura pas de choc entre les deux 
mobiles. Le dénominateur de cette valeur est posi- 
tif ainsi que le facteur HM'G de son numérateur. 
Les quantités I et f, contenues dans l'attire facteur, 
sonttiiissi positives ; les quantités a, 4, cos », cos C, 
cosl', cosl*, pourront être positives ou. négatives; 
et leurs signes seront donnés dans chaque cas par» 
ticulîer. A cause de pp=0 et 9^=0, r sera , abstrac- 
tion faite du signe, la vitesse de rototion avant 
le choc. Peur savoir le signe qu*on devra loi don- 
ner dans la valeur de N, je considère un point situé 
sur Taxe Ge, à Tunité de distance du point G ; la 
vitesse de ce point, parallèlement à Taxe Gy, sera 
e^-|- r avant le choc (n«> 467] ; d^où Ton conclut que 
sa partie r devra être positive ou négative , selon 
que le mouvement de rotation primitif aura eu lieu, 
de Taxe Gjr vers Taxe Qy, ou de Taxe Gy vers Taxe 
Gjt^ c*est-&-dire, dans le sens de la flèche « ou dans 
le sens opposé. Après le choc, la rotation aura 
aussi lieu dans le premier sens ou dans le second, 
selon que la valeur de r^ ou de R sera positive 
ou négative. 

480. Jusqu'ici nous avons supposé les deux 
corps H et M' entièrement libres ; mais s'ils sont re- 
tenus par un point ou un axe fixe, la détermination 
de leurs mouvemens après le choc dépendra tou- 
jours des mêmes principes, et ne différera que par 
le nombre des -équations qu'on aura k considérer. 

Par exemple, sL le mobile M. est retenu par un 
point fixe G, les trois premières équations du n? 468 
ne seront plus nécessaires pour l'équilibre de M et 
des quantités de mouvement perdues, pendant le 
choc, par tous les points de ce corps. Ce point fixe G 
ne sera pas toujours, comme précédemment, le cen- 
tre de gravité de M, et les intégrales/sdm , fydm , 
/sdns^ ne seront plus nulles \ mais les six quantités 
«, Vf w, u^,v^^ w^ seront séro ; et en prenant pour 
Gir, Gy, Qs, les trois axes principaux de M qui .se 
coupent en ce point G , le» trois dernières équa- 
tions d'équilibre se réduiront encore â 



N 
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cos 


Ç — 
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cos 


•) +c 


(•■- 


••.) = 


0. 
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cos 


m — 
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cos 
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0, 


n 
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cos 
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cos 
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(p- 
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0, 



comme dans le numéro cité. En y joignant les six 
équations (2) relatives au corps M' , que je conti- 
nuerai de supposer entièrement libre, et l'équa- 
tion (3) dans laquelle on fera vp=0, v/=:0, tt/^=0, 
on aura les dix équations nécessaires pour détermi- 
ner la valeur de N, et les mouvemens des deux corps 
après le choc, lorsqu'on les supposera dénués d'é- 
lasticité. Quand ils seront parfaitement élastiques. 



on remplacera les trois équations précédentes par 
les trois dernières équations (4), et l'on fera usage 
des équations (6) au lieu des équations (8). 

Si le corps M est retenu par un axe fixe Gs , qui 
ne sera phis un axe principal, la quatrième équation 
du n° 468 sera seule nécessaire pourréquilibrede If 
et des quantités de mouvement perdues par M. 
Gomme l'axe de rotation coïncide alors avec G s; , 
avant et après le choc , on aura psszO^q = , 
P) = 0, 9, ss } et les trois composantes de la vU 
tesse de G étant aussi nulles, cette équation se ré- 
duira encore k 

m (a cos C — 5 cos ») -|- C (r — r,) = ; 

C étant toujours le moment d'inertie par rapport à 
Taxe Gs. On la remplacera par 

2N (a côs C — ^ cos •) -|- C (r — R) = 0, 

lorsque les deux mobiles seront parfaitement élas- 
tiques; et en y joignant Téquation (3) et celles qui 
répondent au corps M', on aura toutes les équations 
nécessaires pour déterminer If et les mouvemens 
des deux mobiles après le choc. 

481. Au lieu de deux corps seulement, si trois 
ou un plus grand nombre de'mobiles se choquent 
simultanément, on formera les équations d'équili- 
bre des. quantités de mouvement perdues, dans le 
choc, par chacun de ces corps , en le considérant 
isolément, après avoir joint aux quantités de mou- 
vement perdues par tous ces points, d'autres forces 
inconnues N, If', Tl", etc. , appliqués aux points de 
contact de ce corps avec tous les autres, et diri- 
gées, de dehors en dedans, suivant la normale à sa 
surface. Pour tous les mobiles, ces forces incon- 
nues seront en même nombre que les points de 
contact de ces corps ; car elles représenteront des 
quantités de mouvement égales et contraires pour 
les deux mobiles qui se touchent en chaque point. 
Hais, à l'instant de la plus grande compression , 
c'est-à-dire, à la fin du choc des corps dénués d'é- 
lasticité, l'équation (8] aura lieu pour chaque point 
de contact ; d'où il résulte qu'on aura toujours un 
nombre sufiisant d'équations, pour déterminer, à 
cet instant , l'état de tous les mobiles , et les va- 
leurs de n. If', ^"9 ^^c. Quand les mobiles seront 
parfaitement élastiques > on obtiendra la solution 
du problème , pour chacun d'eux séparément, par 
la considération employée dansle n» 470. 

482. Pour donner un exemple simple de cette so- 
lution générale, soient H, 11', /«, les masses de trois 
sphères homogènes, dont les centres sont G, G', C 
(fig. 104). Supposons que /a soit en repos avant le 
choc, et que cette sphère soit fnipée simultanément 
par H et H!, qui la touchent aux points K et K'. Si 
M et M' ont un mouvement de rotation avant leohoc, 
il ne sera pas changé par le choc ; et /* n'en prenant 
aucun pendant cette percussion, on aura seulement 
à déterminer , en grandeur et en direction, les vi- 
tesses de G, G', C, après le choc, au moyen des vi- 
tesses et des directions de G et G' auparavant. 



soo 
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Oétignons dooc^ atuiI le ohoOi par a, i , c , les 
compogantet de la Titesae de G, parallélef k trois 
axes fixes et rectangulaires 0«| Oy^ Om^ et par < 
V, o', les composantes de la vitesse de &^ parallèles 
aoz mêmes axes. Représentons par m, p, w, u\ v'^ 
w'f ce que deviennent ces six composantes à l'in- 
stant de la plus grande compression, et par «^, p^ 
w,, les composantes suivant les mêmes axes, de la 
vitesse de C à cet instant. Soient aussi m, C, ^, les 
angles compris entre le rayon KG et des parallèles 
aux axes 0#, Oy, Os, menées par le point K, et «', 
C\ y\ les angles que fait le rayon K.'C avec des pa- 
rallèles à ces axes, menées par le point K'. Appe- 
lons, à finsUnt dont il s'agit, N la quantité de mou< 
vement communiquée à /t par H suivant KG, on à 
H par f» suivant KG, et R' celle qui est communi- 
quée à /* par V suivant K'G, ou à H' par /t suivant 



de mouvemtBl^perdves, tk des Anpcm II et ll^ qu'il 
sttflira de oonaidécer, seront 

Il (a — «i) — n ces « = ^ 

M (è — «) — R cos C = 0, 

M (o — w) — R cos ^ = ,. 

H' (fl'— «^ ^ R' cos •' = 0, 

TtlV — pT^ — N'cos C = 0^ ) (a) 

W{c'^u/) — R'cos^'=0^ 

Rcos A -^R' cos «'•— /*«,=: 0, 

R cos C -{-R' cos C — M»,= Oy 

RcOSy-f'R'cOSy— itttt/j= 0,. 



en observant que KG et K'G* sont lesprolongemens 
de KG et K'G. 

L'équation (S), appliquée aux points K et K', 
donnera, en même temps, 



W 



K'G'. Les neuf équations d'équilibre des quantités 

u, C09 m + p^ cos C + te, cos y = I» cos • + © cos C + 10 cos y . I 
V, cos •'+ p^ cos C*+ w^ cos y = «'cos •'^-|- p* cos C + w' cos y'j f 

et l'on aura, de cette manière, les onse équations t inconnues R, R', w, r, etc. 

nécessaires et suffisantes pour déterminer les onse I Si nous faisons 

cos a cos «' -f- cos C cos C 4- cos y cos y = cos Jir, 

« cos • -f- è cos C -|- e cos y = ik, 

a' cos «' + è' cos C' -f o'xos y' = Jk', 
* sera IVngle GCG', et A et A' représenteront les vitesses primitives de G et G* suivant GK et GK'. 
Sn observant que 



cos> a 4- cos> C -|- cos* ^ =: 1 , 

UoBS (a) donneront 

R 
u cos« -fv cosC-l-tD cos y ==* , 

H 

«' cos «^ -f. ♦* ces C+W^COSy'=zV , 

H' 



«, cos • + e, cos C 4- «;, cos y = 



R -t- R' cos l 



Uf cos •' 4- Vf cos C' + w' cos y = -^t — ^^; 

an moyen de quoi les équations (è] deviendront 
■fi* = R (H -{. A») 4. R'H cos l, 
M'/**' = R' (M' + f4) + RM' cos /, 

d'où l'on tire 

R __ * C* + m) Bf* — MIM'f» cos J- 
"" (M + f*) (M' + f») — MM' co8> 1 • 

j^, _ *' (M + fi) M V — kn't* cos X 
"~ (ï + A*) (*!' + /•) — MH' cos« * ' 
valeurs qui devront toiQours être des quantités po- 
sitives. Apfès qu'on les aura substituées dans les 
équations (a), on en déduira immédiatement les 
valeurs des «euf composantes 11, «, etc., des vites- 
ses de G , G' , C , qui auront lieu à la fin du choc , 
lorsque les trois mobiles seront dénués d'élasticité. 
S'ils sont, au contraire, parfaitement élastiques, 
et qtt''on désigne, & la fin du cboc simultané de ces 



cos» a! 4- COS> a 4- COS> y =: 1 , 

trois corps, par U, V, W, les compdsantes de la vi- 
tesse de G, par F, Y', W, celles de la vitelse de G', 
par V, , V^ , W| , celles de la vitesse C,, on aura , par 
la considération déjà employée dans le n« 470, ces 
neuf équations: 

M (« — . U) — R cos A = , 

M (e — V) — R ces C = » 

H {w — W) — R cos > = , 

M'Cn» — U») — R'cos •'= 0, 

M'(V-.V') — R'cosC'= 0, 

M' (11^— W») — R' cos y= 0, 

R cos « 4- R' cos «' -^ /« («^ — UJ = , 

R cos C 4. R' cos C 4- f. (e, — VJ = , 

R cos ^ 4- R» cos >' 4- /* {Wi — WJ = 0. 

En ajoutant chacune d'elles à celle qui lui cernes- 
pond parmi les équations (n), il vient 

M (a — V) — 2R cos » == 0, 

M (i — V) — 2R cos C = 0, 

M (c — W) — 2R cos > = 0, 

M' (o' — U») — 2R'cos •'=(), 

M' (y — V) — 2R' cos C = 0, 

M'(c'— W) — 2R'cos y= 0, 

• 2R cos « 4- ^^' cos «' — /*^i= 0, 

2R cos C 4- 2R' cos C — f»V, = , 

2R cos y + 2R' cos y'— aiW,= j 

et il ne restera plus qu'à substituer dans ces der- 



DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 



301 



nîères éqiiatîoiiA let ▼•laur préoédeaiM de R et H', 
pour en déduire ensoîte inmiédiatemeni let Te- 
lenn det neuf inconnues U, V, W, U', V, W, U^, 



V„ W.. 



Let Titettet fintlei det points G, G'. C, teraient 
encore let mémet, si let choct de H et de M' contre 
/», au lien d*être timuICanët , te succédaient à un 



trét petit intertaUe de tempt, de torte que cet 
troit pointt ne te fnttent pat tentiblcraeni déplacée 
pendent ce tempt trét court. Les durées très cour- 
tes det deux choct, simultanés ou successifs, peu- 
Tent aussi être inégales, et Tinstant de la plus 
grande compression n^étre pas le même aux points 
l^etK'. 



CHAPITRE VIII. 



BXBMFLSS DU MOUYBMBNT DUN CORPS FLEXIBLE. 



483. Soit AU (fig. lOIS) une corde parfaitement 
iexible, très peu extensible, homogène et partout 
delà même épeittetip, tendue mîTant ta longueur 
par mie force équivalente à un poidt donné «, et 
attachée par tet deux extrémitéi à des points fixes 
A et B. On néglige son poids par rapport à « ; et on 
la regarde, par conséquent, comme rectiligne dans 
son état d'équilibre. Cela étant, supposons qu'on 
réoarte un tant soit peu de cette direction, et qu'on 
Imprime de petites Wtesses à tous ses points ; cette 
corde oscillera de pert et d'autre de la droite AlB; 
et il s'agit de déterminer, à un instant queloonque, 
sa position et les vitesses de ses diiférenU pointa. 

Au bout du temps quelconque #, supposons que 
eette corde forme la couribe AÏFB, plane ou à dou- 
ble courbure , dans laquelle H' est la position qu'a 
prise le point quelconque H. Soit P la projection 
de l' sur la droite AHB ; laisona 



= c, AP = « 4- «; 



et représentons par y et e les deux autres coordon- 
nées de ■', peipendiculaires entre elles à l'axe AB. 
Les déplacement des pointa de la corde étant sup- 
posés toès petite, les vasiablesn, y, s, seront aussi 
très petitee, et ta quettion contitteia i déterminer 
leus Taleurt en fonctiont de • et t. 

Appelont dê^ l'élément différentiel de la courbe 
AVfi, qui répond au point V, et • ta dentlté de ta 
corde en ce point, multipliée par raîre de la tection 
perpendicuUire à ta longueur en ce même point, 
de sorte que «dis soit l'élément de sa masse. Bans 
l'état d'équilibre, les élémens de cette masse sont 
proportionnels aux longueurs, puisque la corde est 
homogène et d'une épaisseur constante} la longueur 
de l'élément qui répond au point H est djr; sa mssse 



sera donc —, en appelant p et / le- poids et ta 

longueur delà corde entière, et g la gravité; et 
comnm la masse de cet élément ne doit pas chan- 
ger pendant le uMNiTement, on aura constamment 

Si oet élément •da était sollicité par une force 
motrice donnée, dont les composantes parallèlet 
aux axet det ooordonnéet futtent repiétentéet par 
EmIt , TmCt, Z«db, let compotantet tuivant eet txet, 
de la force perdue pendant l'inttant <ft, teraient 

(x-±,")^,(,-|f)-,.(t-i,> 

par contéquent, pour avoir let équatioat d'équili- 
bre de cet foroet, qui teront collet du mouvement 
de la corde, il faudrait mettre 



d* « d^ y 



z — 



d* 4 



à la place de X, T, Z, dent let équationt (1) du 
n* 396, et y lubstituer pour «dr sa valeur précé- 
dente. Or, les quantités X, T, Z, étant nulles, par 
hypothèse, il en résulte 

Td (s + ti) _ jp^ 

Si 



d. 



d> « 
dîT 



p^ «*' » . 



dy 

d. T — 

de 

d% 
T — 
dâ 



P 



d^ y 
d<« 



= LrJLd,, 



(i) 



d. 



9^ 



d* B 

dF 



= -^ -; — ^i 



T étant la tension de l'élément «ds, et en observant 
que x-f-u est l'abscisse du point W auquel ces équa- 
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lions répondent. Elles ne sont intégrables que 
quand on les a réduites à la forme linéaire, par la 
considération du peu d^étendue des Tibrations de 
la corde. 

484. L'élément de la longueur de la corde étant 
d» dans Tétat d'équilibre et étant deTenn di dans 
Tétat de mouvement, et les tensions qu'il éprouve, 
dans ces deux états, ayant « et T pour mesures, 
leur différence T — m devra être proportionnelle au 
rapport de son extension dt — dm à sa longueur pri- 
mitive ds (no 283); on aura donc 

T — • = g (^^ — ^) . 

d» 

q étant un poids constont et donné, qui dépendra 
de la matière et de Tépaisseur de la corde. D'ail- 
leurs, on a 

ds> = (ds 4- dH]> -f dy* -)- <ia> ; 



<{•*'« d* « 

di^ * ds* ' 



d» y 

"5? ^* 



où Ton a fait, pour abréger, 



9lq 
P 



P 



= o» . 



Les variables «, y, «, étant séparées dans ces 
équations (2), on en conclut que les vibrations de la 
corde , parallèles aux. axes de s, y, s, seront indé- 
pendantes entre elles, et coexisteront ensemble, 
sans s'influencer mutuellement. On voit, de plus , 
que les vibrations tramsv9rêaiêê seront les mêmes 
dans le sens des y et dans le sens des b\ en sorte 
qu'il suffira de considérer les premières, par exem- 
ple. Quant aux vibrations limgihtdmales, nous 
voyons aussi^ en comparant la première des équa- 
tions (2) à l'une des deux deruières, qu'elles suivront 
les mêmes lois que- les autres, dont elles ne différe- 
ront que par la grandeur du coefficient »> , qui 
surpassera <M dans le rapport àeqkm» 

486. L'équation aux différences partielles du se- 
cond ordre 

d* y d* y 

a pour intégrale complète 

y=f{x. + ai) +F {s^aS)', (3) 

/et F désignant les deux fonctions arbitraires. En 
effet, quelle que soit une fonction 4) on a 

— = X o — 



di 



dx 



<^* 4 (* Jb o*) __ d« 4 (* ± o*) 

di* "~ IT* * 



d' où Ton conclut 



8i* 



a* 



ds* 



+ «• 



d« F (* — «^ 



de pins, si non stviement les points de la courbe 
AI'B, mais aussi les direettons de ses tangentes ,. 

ds 
s'écartent peu de la droite AMB, les quantités — > et 

d» 
dy 

-^ seront de très petites fractions j en négligeant 
dt 

leurs carrés, il en résultera donc 

dm 
dM=zds + dUj T =£ • -J. 9 — 5 

dx 

dudy 
et si l'on néglige également les produits at 

djr ds 
dudM 

-— —, les équations (1) deviendront 
ds dt 

d* y d* s * s 

ds* di* ds* ^ ' 

et comme on a aussi 

d* y _ d* f {x 4» ai) d* V {s — at) 
ds* ~ ds* ds* * 

ces valeurs rendent identique l'équation donnée. 
Si le temps I est compté à partir de l'origine du 



mouvement , et qu'on regarde a , ou 



l/f:. 



ds* 



comme une quantité positive, S'^-at sera une quan- 
tité positive pendantioute la durée du mouvement, 
et s — at une quantité négative, ou une quantité 
positive et moindre que /. Si donc on -désigne par ( 
une variable positivo, il suffira, pour pouvoir faire 
usage de la formule (3), de connaître les valeurs de 
Jt etF ( — (), depuis f=:0 jusqu'à {=sd , et celles 
de F^, depuis ^ s= jusqu'à ^ = /. Or, on détermi- 
nera , coDune on va le voir^ ces valeurs de fi et 
F (:t^), par la condition de l'immobilité des pointa 
A et B pendant tout le mouvement, combinée avec 
l'état initial de la corde. 

480. Supposons qu'on ait, à Poriginedn mouve- 
ment, 

dy 
y. =5 es, — = far; 

d$ 

ces deux fonctions m ot f '# seront nulles peursisr o 
et pour sr = /, et données, depuis s- = jusqa^èi 
s == /, par la figure initiale de la corde et d'aprée 
les vitesses imprimées, à cette époque, à ses diffé- 
rons points. En faisant 1= dans la formule (3) 
et dans sa différentielle par rapporta I) on aura 

dFs 
"S* 

et si Ton fait 

l 
— ff'xds = ^jr , 





M 5= /* -f Fjs 



dfs 
dx 



— a 
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et cpi^OD mette i au lieu de «, on en déduira 

La fonction ^^ contiendra nne constante arbitraire; 
raais il est évident qu'elle disparaîtra dans la for- 
mule (3), qui se compose de la somme des valeurs 
de fi et F^, relatives à deux valeurs différentes de ^ 
On peut donc faire abstraction de cette constante , 
et supposer, pour fixer les idées, que la fonction ^{ 
•^évanouisse, quand ^ = 0. Les équations (4) fe- 
ront alors connaître les valeurs de ft et F(, mais 
seulement depuis i = Ojnsqu^à f = /, puisque les 
fonctions fi et ^t ne sont données que dans cet 
intervalle. 

Les points A et B étant fixes, il faudra que les 
valeurs de y qui répondent hs=0 et s =/, soient 
constamment nulles. En faisant ai = f , on oura 
donc, d'après Téquation (3), 

/i+ï(-{)=o, /■(i+o+F('-0=o, {«) 

pour toutes les voleurs de la variable positive {. 

En vertu de la première de ces deux équations, 
les Tileurs de F (— ^) seront égales et désigne con- 
traire à celles de fi. Si Ton met dans la seconde 
équation (6), l -^ ik la place de f , et qu'on la re- 
tranche ensuite de la première, il vient 

ce qui fera connaître fi^ depuis t = -i), jusqu'à 
^ = 00 , quand cette fonction aura été déterminée, 
depuis ^=rO jusqu'à i=z fU, Enfin, en supposant 
^</, et mettant ^^à la place de f, dans la seconde 
équation (6), on a 

/(2/-0 = ~ F^ 

Par conséquent, les va leurs de /*( 2/ — ^), depuis 
^ = jusqu'à ^ = /, ou, ce qui est la même chose, 
celle de fi depuis i =z /jusqu'à i = 2/, seront con- 
unes, d'après les Taleurs de Ff , depuis ( = jus- 
qu'à f=/. 

Ainsi, les valeurs défi et F( étant données par 
les équations (4), depuis ^ = jusqu'à f = /, les 
éfiuations (6) détermineront celles def{l+ i) et 
de F (— ^), depuis i = jusqu'à ^ = oo . On con- 
naîtra doue toutes les valeurs de ces deux fonctions, 
d'où dépendent eelles de y, pour tous les. points de 
la corde et à un instant quelconque du mouve- 

dfi dii 
ment. Les valeurs oorrespondantes de — et — , 

dt dt 
dy 
et, par suite, celles de — , seront aussi connues ; et 

di 

dt 
les Taleurs de « et — s'obtiendront de la même 

di 

manière. Vwt conséquent, on connaîtra la figure de 
la oorde, et les vitesses transversales de tous ses 
points à un instant quelconque ; ce qui est la solu- 
tion complète du problème , en ce qui concerne le 



mouvement de la corde, perpendiculairement à sa 
direction naturelle. 

Il n'y a rien, dans la question, qui puisse servir 
à déterminer les valeurs /'(—(}, non plus que cel- 
les de F^, qui répondraient à ( > /; de sorte que 
ces parties des deux fonctions arbitraires, dont Tu- 
sage de la formule (3) n'exige pas la connaissance, 
resteront tout-à-fait indéterminées. 

487. Pour connaître la valeur de y qui résultera 
des équations (3), (4), (5), je considérerai succes- 
sivement la partie de cette valeur provenant de la 
figure initiale de la corde, ou de la fonction f jt, et 
celle qui provient des vitesses initiales de ses diffé- 
rons points, ou de la fonction f 's. 

!• A l'origine du mouvement, soit ACB (fig. 106} 
la projection donnée de la corde sur le plan des » 
et y, de sorte qu'en prenant sur AB la partie ADr=jp, 
l'ordonnée correspondante DG soit f«. Après avoir 
prolongé AB, je trace la courbe BCA', égale à ACB, 
mais inversement placée, de manière que, si l'on 
prend BIV :=. BD, l'ordonnée D'(7 soit égale et de 
signe contraire à DC. Sur les deux prolongemens 
de AA', je répète indéfiniment la courbe ACBC'A' $ 
en sorte que A'C'fi'C'A" soit la position que pren- 
drait ACBC'A', si cette courbe glissait parallèle- 
ment à l'axe des s, jusqu'à ce que A vînt en A' et A' 
en A", et queAC,B^C,,A^ soit la position de A'CBGA, 
ofirès avoir glissé de même jusqu'à ce que A' vînt 
en A et A en A,; et de même au delà de A" et de h.^. 
Gela fait, si l'on prend deux abscisses 

AEz=r4p + o<, AE'r=jp — a<, 

dont la seconde pourra être positive ou négative, et 
qu^on élève les ordonnées correspondantes £F 
et E'F', positives ou négatives, leur demi somme 

f (EF + E'FM, 

sera la partie de y dépendante de la figure initiale 
de la corde. 

2» Supposons que les ordonnées de la courbe ACB, 
au lieu d'être les dépiacemens primitifs des points 
delà corde, représentent maintenant leurs vitesses 
initiales , divisées par a\ en sorte qu'en prenant 

1 
AD = Xy on ait DC = — f 's. Traçons une autre 

a 
courbe ACH (fig. 107), telle qu'à l'abscisse AD= s; 

1 
réponde l'ordonnée DC = — f^sds = Os* L'in- 

a 
tégrale commençant avec x, et la fonction f 's étant 
aussi nulle, quand j; = 0, cette courbe touchera 
l'axe des m au point A. Si l'on prend AB = /, et 
que BH soit l'ordonnée correspondante, on aura 



BH 



= - A f'jTrfjr, 



et la tangente en H sera parallèle à l'axe des abs- 
cisses, à cause que Ton a p's s= 0, qui^d « = I. Je 
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trtce la courbe HC'A', éç^ile k ACH, et placée de 
maDiére qu'en prenant BD' = BD, on ait IVCs: DC: 
puis je répète indéfiniment la courbe ACHC'A', sur 
les deux prolongemens de AA', comme dans la 
construction précédente; et cela fait, si Ton prend 
deux abscisses 

AE = « -f a<, AS.' = # ~ aij 

dont la seconde pourra être positiTC ou négatÎTe, et 
qu*on élèfc les ordonnées correspondantes S.L et 
K'L', positites ou négatives, on aura 

1 (IL - iX'), 

pour la partie de y qui résulte des vitesses Initiales 
des points de la corde. 
La valeur complète de y sera donc 

, = .i (EF + E'P) + 7 (KL - KX') i {«) 
et la même construction donnera la valeur corres- 

pondante de —.En effet, on a 
dt 



il.EF dXr 
di "* ds' 


d.E'V dJLT 
di "^ ^ ds ' 


d.U dJLL 
di ^"^ dm' 


d.K!V d.K'V 
di - '^ ds ' 



on aura donc 

Aà dxd* dm ) o\ 



d 



« /ARL d.K'U 
2 \ Ar '*""ïr 



)• 



Or, si Ton mène par les points F, F , L, U, (fig. 106 
etl07), les tangentes If^ F'/^, U; L7, et les droites 
Fjp, Fjp, L«, L'i*, parallèles à Taxe des m et dirigées 
dans le sens des s positives, on aura aussi 

_ = tang*F/-, _-=:Ung-rrA 

d.SX d.E'L' 

-^jp= Ung «U, ^-^^ = Ung mVF; 

il en résultera donc 



df a 

— = — (tang mVf — Ung sTf) , 

di 2 



+ — (tang mU + Ung mVP), 
2 



w 



formule dans laquelle les angles seront toujours 
aigus, mais positifs ou négatifs^ ce que la figure in* 
diquerapour chacun des poinU F, F', L, V, 
On construira de la même manière les valeurs 

de s et — . 
dt 



488. Il résulte de la construction des oouriMt te* 
présentées par les figures 106 et 107, que quand le 
produit ttt augmente de 2/, Tordonnée y et la Titeaae 

— , exprimées par les formules (a) et (è), repren- 
di 

nent les valeurs qu*ellea avaient auparaTant. Il en 

dM 
est de même k Tégard des valeurs de s et — . Par 

di 
conséquent, la oorde revient au même éUt, ponr 
sa forme et pour les vitesses transversales de tons 
ses poinU| au bout de chaque intervalle de temps 

2i 
égal à — . Dans le vide, et en supposant les pointe 

s 
A et B rigoureusement fixes , la corde exécuterait 
donc une suite indéfinie de petites oscillations 

21 
dont la durée serait —, pour chaque osoiUation en- 

a 

tière, Tallée et le retour compris. Mais la résisUAce 
de Tair et la communication d'une partie du mou- 
vement de la corde à ses pointe extrêmes A et B, 
affaiblissent graduellement les amplitudes de ses 
oscillations, et finissent par les anéantir, sans alté- 
rer sensiblement risochronisme; résultet sembla-* 
ble à celui que nous a présenté te mouvement do 
pendule dans Pair {ja9 190), et que je me contente 
d'indiquer comme une conséquence de Tanalyss, 
confirmée ^ar Tobservation. 

Si donc on désigne par T la durée d'une vibra- 
tion ou oscillation entière de la oorde, et par n le 
nombre des vibrations qui auront lieu dans Tunité 
de temps , on aura 

r = !î = al/?. . = i|/C. 

a gm 2 pi 

Le itm d*one corde sonore est d'autent plus élevé 
qu'elle fait un plus grand nombre de vibrations es 
un temps donné ; il est donc déterminé par te nsm- 
bre n, lequel est, comme on voit, indépendant da 
U grandeur des amplittuies, suppo sé e s très petites. 
Pour une même corde, ce nombre est proportion- 
nel à U racine carrée de la tension «^ pour dsun 
cordes d'une même matière et d'une même épais-» 
seur, le poids p est proportionnel à la longosnr I, 
et le nombre n, à tension égale, en raison inversa 
de cette longueur; enfin, ponr deux oordes da 
même longueur et également tendues, a est en rai- 
son inverse des racines carrées de leur poids. Ces 
différentes lois ont été confirmées depuis longtemps 
par l'expérience. Toutefois il y a des cas dont nous 
parlerons bientôt, où la corde, à raison de son éUt 
initial, se divise en parties égales, jointes par des 
pointe qui demeurent immobiles pendant tente te 
durée du mouvement ; ce qui élève te ten prspor- 
tionnellement au nombre de oes parties sUquotes. 
Si les pointe de la oorde n'ont pas de vitesses iai* 
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Mt 



iialet, on aura simplement 



t t dy a 

y = — Cr ^ -. ET, — = — (Ung sfr — tang xff), 
8 8 di Z 



Ko considérant «Tec attention la forme de la courbe 
raprésentée par.la figure 106, on Terra que toutes 
les fois que ai sera un multiple quelconque de 1, la 

▼itesse — sera nulle et la corde reprendra la même 
dt 

figure, mais située dans des positions altematÎTe- 

ment inveraes Tune de Tantre. ACB (fig. 108) étant 

sa figure, quant I = 0, ce sera encore sa figure et 

sa position, qnand al sera mt multiple pair del; 

mais lonque ai sera un multiple impair de I, la 

corde prendra la position inverse ACB, telle qu^en 

faisant AlV = BD, on ail D^G ==•— DG. Bans ces 

deux positions extrêmes ACB et ACB, les vitesses 

transversales de tous les points de la corde seront 

léro; et la corde emploiera le temps-^ T d*une demi- 
vibration, i passer de l'une i Tautre. 

489. En général, les parties des lignes que repré- 
sentent les figures 106 et 107 ne sont pas les pro- 
longemens analytiques Tune de Tantre; ces lignes 
forment des courbes disconiinuêSj c'est-à-dire, des 
courbes dont tous les points ne sont pas assujettis 
à la même équation entre Tabscisse et l'ordonnée ; 
mais, aux points de jonction A^, B^, A, B, A', B', etc. 
(fig. 106], Ap H,, A, H, A', H', etc. (fig. 107), de 
deux portions différentes, la tangente est toujours 
commune aux deux parties adjacentes. La courbe 
relative i la forme initiale de la corde, et celle qui 
représente la loi des vitesses imprimées à tous ses 
points, peuvent aussi être des courbes discontinues, 
pourvu qu'en chacun des points où leur forme 
change, la tangente reste néanmoins la même pour 
les deux parties adjacentes. 

Cette restriction est fondée sur ce que par leus 
nature, la force aeoélératrioe d'un point matériel et 
. la vitesse dont il est animé, sont toujoundes quan« 
tités finies, existantea et mesurables ; en sorte que 
dans les problèmes de Uynanûqne, les fonctions du 
tempe qui expriment les vitesses et les foroetacoé* 
léntriees des différans points d'un mobile, ne doi- 
vent jamate devenir infinies. loi, la condition re- 
Mte aux vitemes est remplie; car les vitesses 
^•nsveraales s'expriment par la formule (ê), au 
moyen dee tangentesde oertainsangles, multipliées 
pet W oonaAante n; et per hypothèse, ces angles ne 
s'élèvent jamais à 90o, et sent, au contraire, tou- 
JOUN très petits. Quant aux forces accélératrices , 
elles deviendraient infinies, dans les points où deux 
pottions de la oorde se couperaient sous un angle 
fini, et ces forces croltrsient sans limite, près de 
semblables points de jonction. 

In effet, soient m et m' (fig. 106) deux points de 
le oorde, très rapprochés de H', et dont nous ren- 
drons ensuite les distances i oe point infiniment 
Petites. Censidéronf , è un instant qu e lo e nq nei les 



forces qui ogissent sur la j^ortioU'mft'm' de leeorde, 
o'est-à-dire, les tensions qui ont lieu à ses extrémi- 
tés, et sont dirigées suivant les parties ma et mHif 
des tangentes en m et m'. Représentons ces tensions 
par d et H\ et par /« la masse de mXW. Pour que 
la force accélératrice, parallèle à AB, de cette pe- 
tite masse, ne devienne pas infinie, quand /a sera 
infiniment petite, il faudra c|ue la différence H— H' 
soit très petite et au moins proportionnelle à fi.De 
plus les composantes de H et H' perpendiculaires 



à AB et persUèles i Taxe des y, seront H 



""[3 



dy dy 



œ 



, en substituant — à —, comme dans 
ds de 



œ-'[g 



les 



le no 484, et désignent par 

valeun de — qui répondent à m et m'. La force 

dx 
motrice qui tire /« vers AB, aura alors pour va- 
leur 



H 



W bJ 



Pour que la force accélératrioe correspondante ne 
soit pas extrêmement grande et ne devienne pas in- 
finie, quand la masse /« sera infiniment petite, il 
sera donc nécessaire que cette différence soit aussi 
très petite, et au moins proportionnelle à ^j et 
comme les quantités H et H' diffèrent déjà très pep^ 
Pune de l'autre , il faudra qu'il en soit de même 

^h 
dont la différence 



à l'égard 



*" \ds/ [jxj ' 



devra être infiniment petite, quand les points m 
et m/ seront infiniment rapprochés de H'. Dono, en 
aucun endroit de la corde et à aucun instant, les 
tangentes ma et m'A', en deux points infiniment 
voisins, ne pourront se oeuper sous un angle fiai; 
ce qu'il s'agissait de faire voir. 

Cette conclusion aura encore Ken, lorsque le 
oorde sera composée de deux parties de matières 
différentes : à leur point de jonction, Tordonnée y 

et son coefiicient différentiel — devront avoir con- 

ds 
stamment une même valeur pour ces deux porties; 

ce qui fournira, comme la fixité des points extrê- 
mes, des équations indispensables pour la détermi- 
nation des fonctions arbitraires, et sans lesquelles 
la solution du problème serait indéterminée *, 

* Vtjn, poor Mtt« tolatioii, It J9iirnal i* Vtcolit Wtijt 
ZYID" eahltr, pis« 443. 
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490.D'AleiBbert • résolu le premier le problème 
des cordes Tîbrantes; U solution qu'il en a donnée 
est celle qu'on Tient d'eiposer , et qui est fondée 
sur l'intégration, sous forme finie, de Téquation 

^ y d* y 

= a* ~^ ; mais «u moyen de la formule («) 

du no 323, on peut aussi résoudre cette question 
d'une autre manière. 

Quelles que soient les fonctions données fs et 
f'jÊf pourvu qu'elles soient nulles , quand sr = et 
quand jr = /, on a, d'après la formule citée, 



f» 



tvs' 



sin 






tx'<te 






(•) 



tirs 



pour toutes les taleurs de sr, depuis 4r = jusqu'à 

2 

y 



# = l inclusivement, c'est-h-dire , pour toute la 
longueur de la eorde; s' étant un nombre entier et 
positif, et les cwactéristiques S indiquant des som- 
mes qui s'étendent à tontes les valeurs de t, depuis 
s*= l jusqu'à. «==00'. D'un autre côté, toute exprès* 
sion telle que 

3f = (A sin mat -|- B cos mai) sin {•» -f- C), {h) 

satisfait, comme il est facile de le vérifier, à l'équa- 
tion donnée 



dt* 



= m* 



d» y 



(•) 



A, B, a, C, étant des constantes arbitraires. D'après 
cela, si l'on prend 



+ Ij (^ r sin ^ .V^O- •- ^ 
ira W • ' / f ' 



iwx iirat 
sin — — - cos— T- 



^iwat 



w 



sm< 



ira 

cette valeur de y satisfera à toutes les conditions 
du problème , et en renfermera , conséquemment , 
la solution. 

Bn effet, chacun des termes des sommes 2 satis- 
fera séparément à Téquation (e) ; par conséquent , 



I 



ces sommes y satisferont aussi, puisque cette éqna* 
tion est linéaire. Si l'on fait s = ou s = idans la 
formule {d), on a y = , quel que soit I ; ce qui 
remplit la condition de la fixité des points extrêmes 
de la corde. Enfin, la formule (d) donne 



— = — 2 1 / sm— 7- fs'ds' I sin -— 



Sirs tirai 
cos --— 



tws . t«a< 

sm — -- sin — ; 
» î 



w 



et si l'on fait < = dans ces valeurs de y et — , elles 

di 
deviennent fx et f'x, en vertu de t'équation (a) ; ce 

qui satisfait à l'état initial de la corde , dans toute 

sa généralité. 

Cette autre solution du problème est due à La* 
grange, qui a aussi fait voir qu'elle cdlneide avec 
celle de d'Alembert. 

Avant Lagrange, D. Bemoutlli avait déjà résolu 
le problèmo des cordes vibrantes, en prenant pour 
y une valeur composée de termes compris dans la 
formole (è), et assujettis à devenir nuls, quel que 
soit ^, pour s=:Oetponr#=:/, c'est-à-dire, au 
moyen de l'expression 

/. . irai , _, — *- •' 
y = ^A sm — + B 



irat\ . 
cos — Ism — 

i J l 



\ 



+ (a' si 
+ (a'sî 



2»al , _, aira<\ . 2ws 
sin — r— + ™ cos — -- Ism 



Sirol 



l / 



fB"cos 



3ira< 



-) 



sin- 






if) 



etc. 



dans laquelle A , A' , A" , etc. , B , V , B" , etc. , sont 
des constantes arbitraires, U manquait à cette so- 
lution, pour être complète, la détermination de ces 
coefliciensf d'après un état initial de la corde, donné 
arbitrairement ; ce qui était, sous le rapport de l'a- 
nalyse, la difficulté principale de la question : oetie 
formule (f) suffisait, d'ailleurs, pour faire connaî- 
tre les différens modes de vibrations transversales 
des cordes sonores, et les lois de ces vibrations. 

491. Les formules (d) et (s) mettent en évidenoe 
les lois du mouvement de la corde vibrante, que 
l'on a énoncées dans le U9 488; elles montrent 
aussi que le ton peut quelquefois s'élever, oomme 
on Ta dit dans ce numéro, et le nombre • des vibra* 
tiens dans Tunité de temps, devenir un moUiple 
de sa valeur générale , sans que la tension de la 
corde ait été changée. 

Eu effet, supposons que les valeurs de f s* et p'm' 
soient telles que l'on ait 

♦*'sin-y-rfs'=0,y ^ fV sinlpiit'=0, [g) 
pour toutes les valeurs de s' qui ne sont pas des mul- 
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tiplfls d^an nombre donné m; condUiont que l'on 
peut remplir d'une infinité de minières dilTérentes. 
Les formules (d) et («) ne renfermeront que des 



as 



sînoa et cosinus des multiples de—— ; par consé- 
quent, Fétst et la position de la corde redeviendront 
les mêmes toutes les fois que ai augmentera d'un 

multiple de — ; et d'après la Talenr de a, celle du 



nombre », d'où dépend Téléfation dn ton (n» 488), 
sera 

Z- pi 

o'est*à-dire, qu'il se trouTera augmenté dans le 
rapport de ma l'unité. 
Dans ce cas, la formule (d) ne contiendra que les 



sinus detnonltiplesde— ^; on- aura doue constam* 

ment y = pour les points équidistaus N, N'^ 
m", etc., de la corde (fig, 109), qui répondent i 

l 21 3/ 
'= — , = —, = —, etc. ; en sorte que ces points, 
m M m 

au nombre de m — 1 , demeureront immobiles , 
comme les points extrêmes A et B, pendant toute 
là durée do mouvement. Pour cette raison, on ap- 
pelle les points N, N', H", etc., des nmudê de vibra- 
tiotUi A Porigine du mouvement, ils n'auront reço 
aucune vitesse, et n'auront pas été écartés de la 
droite AB. Les parties de la corde ACR, NCR', 
n'CR" etc., situés alternativement d'un cèté et de 
IHiutre de AB, vibreront comme des cordes isolées, 
dont les longueurs AU, Rlf', ll'If ", etc., sont toutes 

i 
égales à —, et dont les vibrations isochrones et 



»'eilectiieront dans un temps égal 



La manière la pins simple de satisfaire aux con- 
ditions exprimées par les équations (9), est de pren- 
dre, par exesnple , 



21 

à-. 



fsszk sin 



mws 
T" 



¥s-= 0; 



l'intégration relative à «', on a simplement 

. . mmx mirai 
y = n SU) — — cos — - ; 

la figure de la corde est donc composée , pendant 
toute la durée du mouvement, d'un nombre m de 
trooholdes , d'nne largeur constante et d'une hau- 
teur variable ; et elle coïncide avec la droite AB i 

I 

toutes les fois que olest un multiple impair de — . 

Zm 
Cette solution particulière du problème des cordes 
vibrantes est celle que Taylor avait donnée, avant 
que là solution générale fût connue. 

492. Tout ce que nous avons dit par rapport aux 
vibrations transversales s'applique immédiatement 
aux vibrations longitudinales. U suffira, pour avoir 
à un instant quelconque l'expression de la variable 
M du n* 483, de mettre dans celle qu'on a trouvée 
pour y, la constante • du n» 484 k la place de a. On 
prendra alors pour fx le déplacement du point H 
(fig. 106) à Torigine do mouvement, suivant la lon- 
gueur de la corde, c'est-à-dire, la valeur initiale de 
HP; et f's exprimera la vitesse initiale du point H, 
suivant MB ou HA , selon qu'elle sera positive on 
négative. Ces fonctions is et f'x seront don- 
nées arbitrairement , depuis s = jusqu'à « = / ; 
et si elles changent do forme dans cet intervalle, 
il faudra que , pour les valeurs de s où cela arri- 
vera , chacune de ces fonctions et son coeflloient 
différentiel aient cependant la même valeur dans 
les deux parties adjacentes de la cordOi 

Il résulte de là que si Ton appelle T' la durée 
entière d'une f ibration longitudinale , c'est-à-dire, 
l'intervalle entre deux états identiques de la corde, 
et II' le nombre de ces vibrations dans l'unité de 
temps , nous aurons (n» 488) 

['= — = 2|/^ —, fif = — ^/^ — . 

pi 



99 



2 



à étant une constante donnée. Gela suppose que les 
points de la corde n'ont pas reçu de vitesses initia- 
les, et qu'à l'origine du mouvement elle était formée 
de m parties égales et situées alternativement d'un 
oôté et de l'autre de AB. Chacune de ces parties de 
courbe est ce qu'on appelle une trotkoÙê, qui a 

l 

pour longueur — , et pour hauteur h. Dans ce cas, 

m 

U formule (d) se réduit au seul terme de la pre- 
mière partie, qui répond àt =rM. Bu effectuant 



Ce nombre n' et le ton de la corde qu'il déter- 
mine, ne dépendent pas de sa tension m ; cependant 
l'observation indique que le ton longitudinal s'é- 
lève un peu quand la tension augmente ; circon- 
stance qu'on peut attribuer à ce que la longueur 
de la corde , comprise entre les points A et B, res- 
tant la même, son poids p diminue quand on l'étend 
davantage. 

493. En comparant ce nombre af à celui des vi- 
brations transversales de la même corde; on a 



.' = .|/ï; 



en sorte que, toutes choses d'ailleurs égales, le ton 
provenant des f ibrotions longitudinales sera plus 
aigu que celui qui répond aux vibrations transver- 
sales, dans le rapport de (/fà f/m. 
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La poids f Ml U Unaîon ipi'il fândrait employer 
pour doubler U loogneur natorelle de U corde, en 
•apposant que k loi de son extension f6t con- 
stante. En effet, si Ton snppose que, pour une ten- 
sion donnée A , la longueur d*one partie quelcon- 
que de la corde augmente dans le rapport de 1 -|- / 
à Funitë, Vêlement adjacent an point X, qui éprouve 
BUoeessiTement les tensions « et T dans fétat d*é- 
qnilibre et dans Tétat de mouvement, augmentera 

dans les rapports de 1 -f- — et de 1 -f- — à Tunité; 

A A 

les longueurs dat et de, dans ces deux états, seront 

donc entre elles comme A -|- iw est à A -f- ^ î en 
sorte que l'on aura 

^ _ A +.IT 
A+ *•' 



ds 



iir 



l'on tire 



de -^ ds __ * (T — «) 
djf ~ Â ' 

en négligeant le carré de la fraction l. D'après les 
Ttleurs de df — tfy et de T — « du n» 484, on 
aura donc 

A 
g = — ; 
t 

par OMMéqneat, q som U tension qui répondrait 
kÂ^s 1, mk qui doublerait la longueur de la corde, 
si son allongeaient croissait toujours nniformé- 



iCoMme la tension m d'vne corde sonore est ton- 
Jew» iiis éloignée de celle qu*il faudrait employer 
paur m 4oubler la longueur, il s'ensaH que le rep- 



pori 



|/Iderfà 



n est toujours tris considéra- 



ble. On peut le déterminer, à ffwri, d'après l'al- 
longement de la eorde prodoit par la tension «, et 
la^soré direoteasent; car si l'on appelle y cet a\- 
longemeat, du «wa 

^A 



|>aisq«e H est celui qui répond k la tension A ; et 
en substituant cette valeur de « et celle de q dans 



l'expression de — , il vient 



^=k^, 



d^oû l'on conclut, réciproquement, 



=e"- 



peur la ? aleor de Tallmigenient ^, d'«pi4a celle 

de—, 
n' 

Ce rapport Icès simple du nombre des vîbratÎMis 

longitudinales à celui des vibrations transversales 

d'une même eorde, a été vérifié par une expérience 

qne H. Cagniard-Latonr a faite sur une corde très 

longue, dont les vibrations transversales étaient 

visibles et asses lentes pour qu'on pût les compter. 

S II. Vtbratûmê hnqUmdiiiakê ^um§ v§rgë 

éktêtique. 

404. Cette verge sera bomogène ; et , dans son 
état naturel, je la supposerai prismatique ou cylin- 
drique : la figure 110 représente alors une section 
faite par le filet moyen AB, c'est-à-dire, par le 
droite qui passe par les centres de gravité de toutes 
les sections de la verge peipendiculaire à sa lon- 
gueur (no S14). 8i la verge est, par exemple, on 
cylindre k base circulaire, AB est son axe de figure^ 
son diamètre est très petit, et dans tous les cas, les 
dimensions des sections normales sont très petites 
par rapport à la longueur de oette droite; mais elles 
sont , cependant , asseï grandes pour que la verge 
résiste à la flexion, et soit ce qu'on appelle une 
99rgê iloêtiquê (n» 306). 

Dans le mouvement longitudinal de cette verge, 
que nous allons d'abord considérer, tous les pointe 
sppartenant à une même section normale auKoiii« 
à chaque instant, la même vitesse parallèle à AB j 
en sorte qu'il suffira de déterminer le menvegieiil 
d*nn point quelconque H de cette droite. 

Prenons sur cette droite un point fixe C ; et^ danf 
l'état naturel de la vergOi représentons par # la dse- 
tanoe CH , qui sera positive ou négative^ aelon que 
M appartiendra i la partie CB ou àla partie GA de 
AB, Dans l'état de mouvement, soit H', au bout da 
temps i, la position que prendra ee point ■; fisî- 
sons HH' = «; et considérons u comme une quan- 
tité positifs ou négative, aelon que ce déplacement 
aura lieu du côté de B ou du cÂté de A , de sorte 
qu'on ait toujours CV = s -f- «. Il s'agira da dé- 
terminer la valeur de e, en fonction de e et t 

Appelons p le poids de la verge, l sa longueur AB, 
et^ la gravité. Dans l'état naturel de la verge, le 
masse de l'élément qui répond au point B, et qui e 

pds 
dr pour longueur, sera ^-p. Cette masse ne cban- 

■F 

géra pas pendant le mouvement ; et si l'élément est 
sollicité par une force accélératrice X, dirigée dans 
le sens BTB ou H' A, selon qu'elle sera positive ou 
négstive, sa force perdue pendant l'instant d$ sera 



pds 



("-^7 



Désignons par T la tension du même élément qui 
sgîtlison extrémité B', et sera une quantité posî- 
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tif e #« négstive, selon i|Q'elle «ora lieu d« dedans 

il 

en debors, on du dehors en dedans ; T -(• — dk 

é$ 

exprimera la tension qni agira , en sens contraire 

de T, à Pautra eitrëmité de cet élément ; il sera 

donc tiré, dans le sens M'B, par une force égale à 

dJ 

— ddr; et^ pour Téquilibre de cette force et de la 

dm 

précédente, il fendra qu^on ait 

ee qni s^accorde avec réqmtion (a) du n» 319, 

Ans deux bouts A et B, il findra, en outre^ que 
la valeur de T soit égale à une force particulièire, 
qui agira suivant AB i Textrémité A, et snitani le 
prolongement de AB à Textrémité B. 

406. La longueur naturelle de Félément que 
nous considérons étant dàr, et sa longueur devenant 
dm-^dm^ quand H est soumis à la tension T, on 

aura 

du 
T = g-.; 
ds 

f désignant un coefficient constant, dont la vailenri 
donnée par robsenration sera 

A 

si Ton représente par M rallongement total de la 
▼erge, loKsqu^elIe est soumise i une tension con- 
•tente et demiée A (no40S). 

Je supposerai qu'aucune force donnée n'agit sur 
les points de la verge; on fera alors X = dans 
féquation du mouvement; et en y mettant pour T 
sa valeur, il en résultera 

•ù Ton a fait, pour abréger, 

P 
On torts 00 oulre, 

ifci dm 

»=-, * = —• T»=gi» 
dt d» 

en désignant par • la vitesse dn point I' , el par # 
la dilatetion de la verge en ce même point. Quand 
ia valeur de s sera négative, cette dilatation se 
ebangera en une eontractiea ; et la tensioa T agira 
dans le sens H'A ou dans le sens WB, selon qu'il y 
aura effectivement, dilatation ou oontroctieu. 
L'état de U verge, à un instant quelconque, sera 

« / y-l . (gf ^ 1) «jr^ N 

- = 7^vy. "" — 22 — ^'^ ; 

4 , ..I (2^- _ 1) ,,» 



w 



donc ponnQ« Joiffn'en eqrt déterminé ii en fonc- 
tipnde # e| t; meis pour obtenir sa valeur, il 
faudra joindre à l'équation (l) celles qui répondent 
àTétat initial de la verge et à ses extrémités. Or , 
quand #=0, je supposerai qu'on ait 

de sorte que f# et f 's soient des fonctions données 
arbitrairement, depuis s = jusqu'à 4r = l> en 
prenant pour C la position initiale de A. De plus, à 
chaque extrémité fixe de la verge, ii faudra qu'on 
ait « = 0, pendant toute la durée du mouvement; 
et T exprimera la pression que oe point fixe aura à 
supporter. A chaque extrémité libre qui ne sera 

aotlicitée par aucune force donnée, il faudra qu'on 

dm 
nH de même T 3= 0, on «— >= 0, pour toutes les na^ 

lie 
Aenradei. 

490. On résoudra ce aystème d'équations de H 
même manière que celles qui répondent aux cordes 
vibrantes, soit en psrtant de ^intégrale sous forme 
finie de l'équation (1), soit par des formules sem- 
blables à celles du n» 400. Voici en employant ces 
formules les résnltata qui répondent aux différen- 
tes hypothèses qu'on peut faire sur les extrémités 
de la verge. 

1« Si les deux pointa A et B sont fixes, il faudra 
que les fonctions données es et e's soient nulles 
pour jr 3= et pour « ïs ^ et l'on aura, comme dans 
le numéro oité , 



= — 2 1 / sin— T— f*'ajr' ism*— cet 
•4- •» Z ( / 8in— — ^Td^ 1 -sin— p si 



iwai 
T" 



va 



(j> 



21 



eVd«') 



Tentas les fois que ai augmentera de 21, cette 
valeur de u et oelles de e et s qui s'en déduisent , 
et par suite l'état de Is verge , redeviendront les 
mêmes qu'snpasavant ; par conséquent, si l'on sp- 
pelle T la durée d'une vibration entière, et • le 
nombre des vibrations dans l^unité de temps, on 
aura 

2' M y pi * s yl(9 

T = - = 2K -• « = -K -i 

a 99 ^ pi 

en sorte que te ton sera le même que si la verge 

était une corde flexible vibrant longitudinaleoMot. 

2« Si te point A est fixe et le point B entièrement 

libre, il Isudra que les fonctions f# et t's eoient 

dfs 
nuUes, quand « ï3e 0, et que l'on ait aussi—- ss • 

quand « en: /; l'expression de u sera alors 

. (2i — 1) ws in — 1) wai 
(in ^ -i cos i 

1 (8» — 1) »* , (2s -, l) «01 
«in-i r^ 8in^ ' 



2s .*• 1 



21 



2i 
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les sommet 2 t'étendant toujoim k toutes les ta- 
leurs du nombre entier t*, depuis i=il jusqu'à i=oo . 
En effet| tous les termes de cette Tsleur de u satis- 
font à Téquation (1); ils remplissent, quel que 



soit <, les conditions ti = quand # = et — = 

quand s = I , qui répondent à ce second cas i et , 
pour # = 0, on en déduit 



=z fs s= — 2 ( / «iu 



du 



2 



(8i — 1) ws^ 
2/ 

(«t — 1) »«' 



fJB'dx' ) 



(8t — 1) »r 

êin ■ ^. , 



di l \J ^ ^ / 



21 



21 



ce qui est effectif ement Trai , en ^ertu de Téqua- 
tion(7)duno826. 

La Taleur de u et celles de • et de a qu'on en dé- 
duit, redeviendront les mêmes , tontes les fois que 
ai augmentera d^un multiple quelconque de 4J^ par 
oonséquent, si Ton appelle T' la durée d^une vibra- 
tion entière de la verge, ou Tintervalle compris en- 
tre deux retours consécutifs de la verge au même 
état, on aura 

41 
T' = — . 

a 



Cette durée sera donc double de celle qui avait lieu 
dans le premier cas , et le nombre des vibrations 
dans l*unité de temps sera seulement moitié. Donc 
le ton longitudinal d'une verge fixe à un bout et li- 
bre à son autre extrémité, est à une ootoee au-dea- 
sous du ton de la même verge fixe par ses deux 
bouts; ce qui est effectivement confirmé par Tex- 
périence, 
8» Enfin, si la verge est libre h «es deux beats , 

d^ 
les valeurs de •-- devront être nulles pour s=0 et 
d£ 

pour jT == /) et Ton auray.dans ce cas, 



iirg tirai 
•cos— ^ 



1 /»< ^ f n^ imS \ tir 

=3 — / e*'«te' + — ^ { / *î®* "7~ ^à%^ ) co» -t 

-J- — / fVrfjf' + — 2 ( / COS--- fVd«' 1— C08-7- •*" — r'^ 



les sommes 3 s^étendant, comme précédemment, à 
toutes les valeurs du nombre entier i, depuis ^=1 
j[usqu*à t ss 00 . 
Cette valeur de » satisfait , effectivement , à L'é- 



quation (l)f ainsi qu'à la condition — = pour 

dm 
s =: et pour. s = l^ qui doit avoir lien, quel que 
soit #, dans ce troisième cas. Pour 1^:0, elle donna 



« = M = -fl a*'dr' + - 2 ( y^os^f^fAr») cosî^, 



ca qui s'accorde avec la formule (8) du n« 886. 

XxmmoL^r «Vct»' n'est pas séro, la verge, in- 
dépendamment de ses vibrations, a un mouvement 
progressif et uniforme, dont la vitesse, commune à 
tous ses points, est égale à cette intégrale divisée 
par I. Si oft la suppose nulle, la verge deviendra au 
même état, pour les valeurs de f qui différeront 

2/ 
entre elles , d'un multiple de — ; en sorte que la 

a 
dorée de chacune de ses vibrations, et leur nombre 
dans l'unité de temps, seront les mêmes que dans 
le premier cas. Il en résnltera donc que le ton d'une 
verge fixe par les denx bouts , est à rwwsson de 
celui de lamêmeTcrge entièrement libre ; ce qui 
est aussi conforme à Texpérience. 

Au reste, il ne s*agit , dans ce qui précède , que 



du ton /bfwiamafilai, ou le plus bas, d'une verge 
élastique. La remarque du n« 401 snr les nœuds de 
vibrations et sur les élévations de ton qui leur cor- 
respondent, s'étendra sans difllculté au mouvement 
de cette. verge, dans chacun, des cas qu'on vient 
d'examiner. 

407. Quand la verge- dont nous considérons le 
mouvement longitudinal , 's'étendra indéfiniment 
de part et d'autre du point C, on n^'aura plus à tenir 
compte de ce qui arrive à ses deux bouts et les 
valeurs de la vitesse v et de la dilatation a, relati- 
ves à un point et un instant quelconques, se dédui- 
ront immédiatement de l'intégrale de l'équation (1) 
sous forme finie, dans laquelle il suffira de détermi- 
ner les deux fonctions arbitraires, d'après les valeurs 
initiales de v et a, qui seront données en fonctions 
de sr. 
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Cette intégrale est 

•« = ♦(* + «0 + 4(* — ai) i 

f et 4 indiquant les deux fonctions arbitraires. On 
en déduit, i un instant quelconque , 

d$ \ ds dx )' 



dm ds 



dx 

di ' 



Pour I = 0, je suppose qu'on ait 

e = /ir, ê = F*. 

Dans le cas que nous considérons, ces deux fonc- 
tions seront données pour toutes les valeurs posi- 
tives on négatives de la variable j en faisant < es 
dans les formules précédentes, on aura 



dfx 



"^ ds ^^' ds ^ ds '^ '' 



ds ds 

d'où Ton tire 

dfM ^ ^ dis ^ 1 



2 Za 

et par conséquent, 

dp {s + ai) 



ds 



2 



2» 



ds 



1 1 

2 2a 



d» 2 2a 

Quels que soient I et « , on aura donc 

» = ^ /•(« + ««) + ^ ^(« - at) 
+ -F(* + ««)--r(»-a<), 

2 a 



1 I 

2a 2a 



) (8) 



+ T^C» + ««) + fF(*-«i)i 



formules qui feront connaître Tétat de la verge à 
un instant quelconque ; ce qui est la solution com- 
plète du problème. 

406. Ces équations (2) renferment les lois de la 
propagation des ondes sonores le long d^une verge 
élastique, et, généralement, dans une barre solide, 
homogène, d'une longueur indéfinie, et dont les 
sections perpendiculaires à cette longueur sont par- 
tout les mêmes et d'une petite étendue. 

Le sou partant du point C, la barre aura été 
ébranlée, à rorigiue du mcyuvement, dana une 
étendue peu considérable , de part et d'autre de ce 
point. En désignant par 2» la longueur de Tébran- 
lement primitif, les fonctions /s et Is seront nulles 



depuis « =3 • jutqu^à a: t=: oo , et depuis « c= — ^ 
jusqu^à « = — 00 } elles seront données arbitraire- 
ment et indépendamment l'une de l'autre , pour 
toutes les valeura de s comprises entre ± «i 
et les fonctions f{s -J- ol), f{s — ai\ F (* + o<), 
F (# — a<), n'auront aussi de valeurs différentes de 
léro que quand la quantité s -)- a# ou s — of, con- 
tenue sous le signe/oif F, sera plus grande que 
— •, et plus petite que •, en ayant égard aux 
signes et en regardant a comme une quatité posi- 
tive. 

D'après cela , dès que ai aura surpassé 2« , on 
aura e = et a =. pour tous les points compris 
dans l'étendue de l'ébranlement primitif) en sorte 
que le mouvement de cette partie de la barre ne 

2« 
durera que pendant un temps égal à — . Pour un 

a 
point ■ situé au delà de cet ébranlement, du côté 
des s positives, on aura 

«>•, /•(«-J-ol)=:0, F(*+al) = Oi 

et les équations (2) se réduiront à 

1 a 
» = — f{*^ùt) F(4r — ûl), 



2 



2 



1 1 

t = /•(,-. fli) + -F(»-.flOi 

2a 2 



d'où il résulte 



• = — 09. 



Tant qu'on aura s > al -f- •» ces valeura de • et a 
seront nulles; elles le redeviendront dès qu'on 
aura jv < al — •; l'ébranlement parviendra donc 

au point H au bout d'un temps égal à 



du- 



a 



rée sera — ; et la partie de la barre qui sera ébran- 
a 

lée à la fois , et dont H fera partie , aura 2» pour 

longueur. Les mêmes résultats auront lieu du côté 

des s négatives. 

Ainsi, de part et d'autre de l'ébranlement primi- 
tif, il se produira une tmdê somstê, d'une étendue 
constante et égale à celle de son ébranlement, qui 
se propagera uniformémeut avec la vitesse a. 
Les vitesses propres que prendront successivement 
les points de la barre , ne varieront pas avec leun 
distances au lieu de l'ébranlement primitif; en sorte 
que l'intensité du son , qui dépend de la grandeur 
de ces vitesses, sera constante, et ne s'affaiblira pas 
en se propageant ; ce qui tient à ce que cette pro- 
pagation a lieu dans une barre cylindrique ou pris- 
matique. 

Dans rétendue d'une onde sonore , la vitesse ne 
sera pas , comme en tous les points de Tébranle- 
ment primitif , indépendante de la dilatation cor- 
respondante : Tune sera proportionnelle à l'autre , 
en vertu de Véquation s = — os, qui montra que 
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li f îtené « dtt poiat quelconque M ett me fractkm 
de li Vitette de propagstfion , eiprimée par ht dits* 
tetion ê qui répond an même point, et que le mov- 
▼ement propre de ■ aura Heu en sent contraire ou 
dani le sens de la prapagationr, selon qu'il y aura 
en ce point dilatation ou contraction. 

n oft important de remarquer que c'est à raison 
de ce rapport entre ti et «, que chaque onde sonore 
produitene se partage pas en deux autres, et se pro- 
page dans un seul sens. Si ce rapport existait dans 
toute l'étendue de Tëbranlement primitif, le mou- 
▼ement ne se propagerait aussi que d'un seul cdté. 
Ainst , en supposant qu'on ait /k s= — aF# , les 
équations (d) ie réduiront à 

1 

a 

pour les valeurs de # négatives et plus grandes que 
— «, abstraction faite du signe, on aura donc v=0 
et a =s s en sorte que le mouvement ne se propa- 
gera pas au delà de l'ébranlement primitif du c6té 
des s négatives. Il en serait de même du côté des s 
positives, si l'on supposait f» = aFs. 






D'après ce qu'on a vu dans le n* 496, la viteaae « 
de la propagation du son dans une barre indéfinie, 
pourra se conclure de la durée des vibrations loa- 
gifudinales d'une verge élastique, de la même bm" 
tiére et d'une longueur donnée. En supposant cette 
verge fixe ou libre à ses deux bouts, la valeur de m 
sera égale an doubla de sa looguenr divisée par la 
durée de chacune de ses vibrations, laquelle durée 
se déduira de leur nombre dans l'unité de temps, et, 
par conséquent, du ton le plus bas de la verge : on 
doublerait le résultat de celte division , si la verge 
était fixa à une seule extrémité. 

4M. Au lieu de s'étendre indéfiniment dans le 
sens des » positives, si la barre est terminée eo mi 
point B, situé en dehors de l'ébranlement primitif, 
le son, après être parvenu en B, sem réfléchi vers 
le point C ; et il se formera un édbe en ce point B , 
soit qu'on le suppose fixe, ou qu'il soit entièrement 
libre. 

Je représente par o la distance CB, qui sera plus 
grande que •. Dans le cas où B est un point fixe, il 
faudra qu'on ait constamment er= pour r = e. 
Or, on remplira cette condition en remplaçant 1 
formules (2) par celles-ci ; 



1 1 1 

r = -/•(* + el) + -/•(*- a<) /(ec - * - ol) 

2 Z 2 



+ -1 F(s + ai) - - F(* - 

\ 1 

M =-/(* + al) f{x ^ 

Za Za 

I I 

+ - F,* + ai) + - F(* - 

2 B 



ai) -I F(2c — jr — 01), 

Z 



ai) f{Zo — jf — e<) 

Za 



at) + — F(2c — « — fli) , 
Z 



sans que ces expressions cessent de représenter l'é* 
fat initial de la barre , et sans que la valeur de « , 
qui s'en déduit d'après les équations 

du du 






d$ 



dx 



cesse de satisfaire i l'équation (I). 

En effet, la variable s n'étant plus grande que e 

pour aucun point de la barre, et e surpa*ssant •, 

on a Zc^-x > • , et , conséquemment , ^ (2o .. g) 

= et F (2 c — 4r)= ; d'où il résulte e =fs et 

s = Fjt, quand 1 = 0. A. cause de o > •, on a aussi 

f[e 4- et) = et F (c -^ ai) = 0; ce qui donne 

e = 0, pour s = et quel que soit i. Enfin , on a 

dv de 
identiquement — = — ; et la valeur de u , dont la 
djT dt 

différentielle complète est vdi-^^êdr^ sera la somme 

d'une fonction de x — ai et d'une fonction de 

^at, qui satisfera , par conséquent , à Féqua- 

tion (I). 

Cela posé, pour un point V tel que Ton ait jr>«, 

les quantités /T«-faf) et F (jr -f af) seront nulles, 



et les valeurs précédentes de e et r se réduiront à 

^ e, 

e = e' + e,, # = 1 » 

a a 

en faisant , pour abréger, 

1 a 

— /■(« — ol) F (# — ai) = p', 

Z Z 

a 1 

— F(2c — jf — ol) f[Z§ —#—«<) s=re,. 

2 Z 

La quantité v' cessera d^ètre nulle quand on aura 
al> X — •} elle le redeviendra pour ol = jr-f- «; 
le temps continuant de croître , Vj cessera d'être 
séro pour ai s=: Ze — x — • , et le redeviendra 
pour al = 2o *• « *l" *> ^^^'^ ^^®" conclut que le 
point H éprouvera deux ébranlemens séparés l'un de 

2(e-.s4-). 

l'autre par un itilervalle de temps égal à 

a 
Le premier sera le son direct*, et le second le son 
réfléchi \ ils auront Tun et l'autre la même inten* 
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siK, et se piopagcront atifto la jnéme vitesse a, et 
comme , d'après ltt«eiis de k propagation , l'on ré^ 
pondra à «' et Taatre à — 9„ on toU qu'il y «iir« , 
p^urtons les deux, le même ran^^rt entre la lï- 
lasse propre du point H et la dilatation positive on 
négative dont elle sera accompagnée. On trotivera 
les mêmes résultats en supposant que le point B 
soit entièrement libre , auquel cas on devra avoir 
constamment s = pour « = c. 

Ces lois de la propagation et de la réflexion du 
son dans une barre solide, ont également lieu dans 
lo cas de Pair contenu dans un canal cylindrique 
ou prismatique, très étroit ; celles des vibrations 
longitudinales d'une verge élastique , qu^on a ex- 
posées dans le n? 400, conviennent aussi aux vi- 
brations de l'air renfermé dans on tuyau d'une 
longueur donnée , ouvert ou femé k ses extrémi- 
tés, c'est-à-dite, aux sont des fi&tet , eu faisant 
abstrsction , toutefois , des modifications qui sont 
daesà Tembouchure *. 

$-111. Choc hngUuâinal iêê vergêê ilaêtiquBê» 

000. Les formules du n<» 490 s'appliquent au 
choc de deux ou plusieurs verges élastiques, foflr- 
mées d'une même matière , ayant la mémo section 
normale , et dont les filets mojeni se meuvent sur 
une même ligne droito. Pour cela , pendftit toute 
la durée du contact de ces corps , on les considé- 
rera comme une seule verge élastigue, cylindrique 
ou prismatique, dont l'état, variable .d'un instant 
à Tautre, 8(4a déterminé par ces formules dans 
toute sa longueur, excepté dans une étendue de 
grandeur insensible, de part et» d'autre des points 
de jonction. 

En efi'et, considérons seulement deux verges 
élastiques dont A£ et FB (fig. 111] soient les filets 
moyens. Lorsqu'en se rapprochant à raison de la 
différence de leurs vitesses, la distance EF de leurs 
extrémités £ et F sera devenue insensible , «t ne 
surpassera plus le rayon d'activilé des forces mo- 
léculaires , les molécules extrêmes de l'une des 
deux verge* commenceront à igir sur celles de 
l'autre, et réciproquement; cette action mutuelle 
subsistera , en variant d'intensité , tant que IS dis- 
tance £F sera moindre que le rayon d'aftivité; la 
force totale pourra être répulsive ou attra(9tive; et 
c'est réellement dans cette action h distance insen- 
sible, des points extrêmes des deux corps, que 
consiste le phénomène du choc. Or, la loi de l'ac- 
tion moléculaire en fonction de la distance nous 
étant inconnue, on ne pourra pas déterminer la va- 
leur de EF en lonction du temps , noti plus que les 
variations de vitesse que les points extrêmes des 
deux verges éprouveront en vertu de cette force; 

^*yt , sur ce point , mon Htmoire • ur le MoêMment tf«a 
fiêùéê» ita»ti^u0i dattfhê tuyaux ejHniriquê» et eux la Théoru an 
iMlrMMiu A MBl^qni tait partie da tooi* II dea MintMftt 4» l'Àea- 
démit ieM Sfumrtt. . , 



en sorte que si ê el/'sont des poinU de AS et Hl, 
sîlués à des dIsUnees de E et F, insensibles #1 
moindres que le rayon d'activité moléculaire , les 
vitesses des points ttiatériels appartenant aux tran- 
ches qui ont sE et F/" pour épaisseurs , seront in- 
connues pendsnt toute la dorée du choc. Hais au 
delà de s et /*, et dans toute l'étendue de As et /B , 
l'éqiiatron (1) du no 495 aura lien , et l'état de ces 
deux parties de la verge toUle se déterminera , à 
un instant quelconque , au moyen de l'Iitégrale 
de cette équation, suivant l'hypothèse que l'on fera 
sur les deux bouts A et B, fixes ou mobiles , c'e^ 
à-dire, au moyen des' différentes formules du 
no 496 , 'dans lesquelles on n'aura plus qu'à mettre 
des valeurs convenables pour les fonctions arbi- 
traires M? et f's. 

Ml. Les forces moléculaires vsriant très rapi* 
dément avec h distance , il s'ensuit que les vites- 
ses inconnues des points extrêmes des deux verges 
varieront de même ; de sorte qu'à un instant quel- 
conque les vitesses des points £ et F pourront dif- 
férer beaucoup de celles des points e et /; quoique 
les distances éReifE soient insensibles. Il en sera 
de même à l'égard des vitesses des points s et/", 
comparées l'une à l'autre» que nous déterminerons 
d'après leurs valeurs initiales et qui seront hiégales 
ei pourront même avtir des signes différens ; mais 
on démontrera , comme dans le no 489, que la ten- 
sionT, positive ou négative,devmêtre sensiblement 
la même en ces points e et/", sans quoi la force accé- 
lératrice de la masse de grandeur insensible, com- 
prise entre les sections normales en ces mêmes 
points, deviendrsit extréftiement grande et comme 
infinie. 

Afsntle choc, nous -supposerons que chacaoe 
des deux verges a la même vitesse dans toute son 
étendue ; dans cet état , la tension T sera nulle 
pour tous les points dto deux mobiles : au con^i 
meocement du choc , c'est-à-dire , lorsque la dis- 
tsnce EF atteindra le rayon d'acUvité moléculaire ^ 
on aura donc T xr aux points s et/, comme dans 
tons tes autres. La tension, toujours égalft^ources 
deux points extrêmes, cessera cnsuili d'être nulle : 
nous en déterminerons la vafcur j et l'on verra 
qu'elle redeviendra léro après un certain inter- 
^le de temps. Or, si à cette époque les vitesses 
des points • et /'permettent que les'deux verges se 
séparent, c'est-à-dire, si ces vitesses sont dirigées 
en sens contraires, ou bien, si elles sont dirigées 
dans le même sens , et que la vitesse du poi4t qui 
va devant soit la plus grande , les deux verges se 
sépareront effectivement, et le choc sera terminé. 
Mais si, à Tépoqne dont il s'ogit, les vitesses de s 
et/'tie remplissent pas l'une de ces deux condi-* 
itons, le choc recommencera, pour ainsi direj la 
tension , égale |iut points s et /", reparaîtra ; pui« 
elle redeviendra nnlle au Iboutd'un nouvel inter- 
valle' de tempsf et aiusi de suite , de manière que 
les deux verges ne se sépa«eront pas^ et vibreront 
comme une verge unique, dont la longueur est AB. 

40 
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li , k condition nëcetnire et tvffinnte poor 
que le choc te termine , et que Tnae des deux Tec- 
get te détache de l'autre, est le concours de ces 
deux circonstances : 1« il est néeessaire que la 
tension soit nulle aux points • et /, afin que les 
denx Tcrges ne s'appuient pas Tune contre l'autre ; 
a» il faut, en même temps, que les vitesses de 
ces deux points soient dirigées en sens contraire , 
ou bien, qu'elles soient dirigées dans le même sens, 
et que edle du point qui Ta devant soit la plus 
grande. 

Quant lux deux bouts A et B, nous supposerons 
successif ement qu'ils sont libres tous les deux , et 
qu'un seul est libre et l'autre fixe. 

60Z. Désignons par e et c' les longueurs AE et 
FB des deux verges , et par f la distance totale AB; 
de sorte qu'en négligeant la distance insensible EF; 
on ait 4- c' = j pendant toute la durée du choc. 
Soit H un point quelconque appartenant à A£ on 
FB; immédiatement avant le choc, appelons « la 
distance du point H à un point fixe , pris sur la 
droite AB, et qui sera la position du point A à cet 
instant. Au bout du temps #, compté de cette épo- 
que , soit • 4* * ^ distance du même point H à 
oe point fixe ; «ous aurons 



di* dk« 



(0 



a étant une constante qui représentera la vitesse 
de la propagation du son dans la matière dont les 
deux verges sont formées (no 498). 
On aura , en même temps , 



du 

r = — , 
dt 



du 



pour la vitesse v du point ■ , et pour la tension T, 
pisitive ou négative, qui aura lieu en ce même 

I 



point ; q désignant une eonstantn donnée. La dila- 
tation qui accompagne la vitesse e se déduira deT, 

1 
et aura — T pour valeur. 

9 
Ces trois équations auront lieu pour toutes les 

valeurs de s , depuis jr = jusqu'à x=l, excepté 

celles qui répondraient à des points situés entre 

et f, et qui différeraient, conséquemment, de « 

d'une quantité insensible en plus ou en moins. 

603. Pour # = 0, on aura «i = dans toute la 
longueur de AB; ainsi, il faudra supprimer le terme 
dépendant de ps , dans les formules du n» 498. 
Examinons d'abord te cas où les deux Bouts A et B 
sont entièrement libres. 

Soit h la vitesse commune à tous les points de 
A£, à l'instant où le choc commence, laquelle vi« 
tesse sera supposée positive, ou dirigée de A vers B. 
Soit aussi V la vitesse des points de FB , au même 
instant , qui sera positive ou négative , selon que 
Ifls deux verges iront à la suite ou k la rencontre 
Tune de l'autre. Ces constante» Jk et V seront don- 
nées, et leur différence h^^h* devra être une quan* 
tité positive , afin que le choc ait lieu. Dans l'ex- 
pression de u relative au troisième cas du n» 400 , 
il faudra prendre pour ^s une fonction qui soit 
égale à h , depuis # = jusqu'à une valeur de m 
un tant soit peu fcioindre que e , et égale à A', de- 
puis untfvaleur de # un tant soit peu plus grande 
que c, jusqu'à s = /| ou, sensiblement, #=se -f- e'. 
On aura alors , sf ns erreur appréciable, 






/ 



f 'a? cos i:^ i,' = 1 (à - A») sin ^; 



et , à cause de m' =s=0, l'expression de 11 deviendra 



« = (fcc + àV) - + ^ (fc . jk) j . ,i„ if eo,^ sin tît 

4 «1 » • » 



la somme X s'étendant à toutes les valeurs du nombre entier et positif s , depuis s' = 1 jusqu'à £ 
On aura donc , dans ce premier cas , 

1 2 1 

r = -. (àc + à'c') + - (à - à') 2 - .in !:^ cosllî co. 



tVO %XX 



sVal 



^ 



twe 



»s 



T = (à - à') 2 - .in i;: siu ^ sin 



' iwat 



wa 



et si ron appelle m et m' les masses des deux verges 
proportionnelles à leurs lingueuEs e et &, le pre- 
mier terme de cette valeur de v est la vitesse 

mik + fli'à' , 

' ^, , a« lewr centre de gravité. Si les deux 
as -^m 

vitesses h ti,h' sont égales et de même signe, on 
aura consUmment e=;ft et T = 0; et, en effet, 
les deux verges vont alors à la suite Tune de l'au- 



tre, avec une vitesse oommunei et sans se com- 
primer. 

Les séries périodiques et convergentes que ces 
formules renferment sont comprises parmi celles 
dont on sait déterminer les sommes egnctement. 
Pour tontes les valeurs données de 4? et #, ces 
sommes se déduiront, sans difllcnlté, de la for- 
mule connue 



■7 • = sin - 1 sin 20+1- .in 30 — 1 si„ 40 + etc. , 
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dans laquelle est mie viriable renfermée entre 
les limites j: ir exclotiTeneat. On pourra donc 
calouler les Tsleurs eiactes de la vitesse v et de la 
tension T, i chaque instant et en nn point quel- 
conque de Aa et /B; ce qui est la solution com- 
plète du problème. 

Il 7 a plusieurs manières de parTenir à la for* 
mule (3). On Tobtient, par exemple, en diffëren- 
tiant par rapport k s, Tëquation (8) du n» 880, 
après y avoir mis s> pour fs ; ce qui donne 



= - 7 "" (/'"'"^^ 






équation qui a lien po«r les valeors de # moindres 
que I, et dans laquelle la somme S s'étend i toutes 
les valeurs du nombre entier ^ depuis s' = 1 jus- 
qnl s = 00 . En effectuant Tintégration par les vè- 



/ 



1 r i 

---(A-A')| 2^,i 



gles ordinaires, on a 

f. 

nu aura donc 



«*• cas — -- . -— - = --- cos iir ; 



. COStv . lirjp 

— = — X r- ■« -7-j 

2/ t l ' 

résultat qui oolncide a? eo Féquation (8), en faisant 
«s 

— = •. 
/ 

fi04. En vertu de la seconde équation (8); la va- 
leur de T est nulle; non seulement quand #=0, 
mais aussi quand I est un multiple quelconque 

de — ; elle l'est aussi , quel que soit I, aux deux 

a 
bouta A et B , qui répondent à s ss «t « ss I. 

/ 
Si i est léro ou un multiple pair de —, la pre- 

a 
mière équation (8) donné 



•> (o — «) 1 tv (o 

sin i- i + 2 « ,i„ ZSL 



eu y ce qui est la même chose , 



+ *)! 



e = — (*c -J- k'o') 

l 



èeausedeo-f ««rslet cos Arss (— l)i. Or, on 

»(c'— *) 
peut prendre j— ^pou» «daaa la formule (3) ; 



et il en résulte 

i I "" 8/ • 

Si Pon a # < 0, c'est-à-dire , si le point H appar- 
tient à' Aa, ou poprra aussi prendre pour • k quan- 

— 7 , qui sera momdre qoe » ; on aura 



tité 



donc 

i l 21 ' 

et ces valeurs réduiront l'équation (4) à •=: A. Si, 
au contraire , le point H appartient é fB , on aura 
# > eet 8/— e' — jr < I j on pourra donc prondie 

i cause de 

»'(«' + *) . itr(8/ — c*— #) 

— = — sm ; 



sin 



/ 



2/ 



1- * — : — sin -^ 



^] 



w 



la form ule (8) donnera 
X _- s,o -_> = _i _ 1 

et, au moyen de cette valeur et de celle de 

2 ^-T-^m — L- i^ l'équaUon (4) se réduira 

a» = A'. 

Les viiasses initisles h et k^ des deux parties As 
et /ï de la verge totale, sent doue ainsi vérifiées. 
.On voit , de plus , qu'elles ont lien non seulement 
quand #=0, mais aussi tontes les ibis que lest nn 

I 

multiple pair de — ; et comme à ces époques T est 

a 

séro pour la verge entière , il s'ensuit que , pour 
toutes ces valeurs de fÇles deux parties delà verge 
se trouveront daps le même état qu'an commence- 
ment du choc. 

On peut remarquer que la première équation (8) 
serait en défaut , si on l'appliquait à la vitessiB ini- 
tiale du point E ; car si l'on y fait I = , et qu'on 
ait exactement s = o, il en résultera 

» = - (fcc + AV) -t- -(* - A')2i— r^sir 
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Or, diaprés réquation (8], on ■ 



i^i— : — sin--- 
ft « 



W€ 



21 



on aurait donc « s=à'; ce qai ne aérait vrai que 
dans le cas de V ^ à, où VMài de la partie corres- 



pondante à êZ ne peiit différer de celui du reste de 
la Tcrge. Hais nous avons dit que , dans le cas gé* 
nëral , cette partie et celle qui répond à Jfne sont 
pas comprises dans les équations du mouvement. 

Si lest un multiple impair de — , la première 

a 
équation (2) donne immédiatement 



I 



l*(»-à')lsL- 






pq 



Or, en comparant cette valeur de o i la formule (4), 
on voit qu'elles se déduisent Tune deTautre par 
réchange des lettres heih'^eeie^\ d*où Ton con- 
clut , sans nouveau calcul, que quant i est un mul- 
tiple impair de — , les points qui répondent à une 

a 
valeur de « moindre que o*, auront la vitesse h\ et 
ceux qui répondent à jt > e, la vitesse à; c'est-à- 
dire , que si G est un point tel que l'on ait. AG = e' 
et GB = e, et qu'on prenne gtig^k des distances 
insensibles de part et d'autre de G , la vitesse h' 
aura lieu dans la partie A^, et la vitesse h dans la 
partie 5'B. 
606. Il résulte de cette discussion que si l'on a 

s = e^, la partie As aura la vitesse hf au bout du 

* 
temps # = — I et la partie fb , la vitesse k au bout 

a 
du même temps ; et comme à cet instant la ten- 
sion T est partout égale à téro , et que , por h|[po- 
thèse , on a A > V, il s'ensuit que les deux verges 
se sépareront l'une de l'autre (no 601) j en sorte 

l 
que , dans ce cas , la durée du choc aura été —, et 

a 
les deux mobiles, parfaitement élastiques et égaux 
en masse, auront fait j après le choc , échange de 
leurs vitesses avant le choc. 

Réciproquement , si les longueurs o et o' sont 
différentes, le choc ne finira pas , et les deux verges 
élastiques ne pourront pas se séparer ; car les épo- 
ques où la tension est nulle coïncideront toujours 
avec celles d'une vitesse commune et égale , soit 
à A, soit à à', pour les deux extrémités B et F, ou , 
plus exactement, pour les deux points s et^. 

Hais si Pou a c' > c, auquel cas le point G op- 
partiendra à /B,et si Toa^uppose que la verge 
élastique soit coupée en ce point, de sorte que la 
partie FBsoit elle-même formée de deux parties FG 
et GB , qui avaient une même vitesse h* avant le 
choc , la partie GB se séparera au bout du temps 

' =^- . En effet, à cet instant, la tension T sera 
a 



nulle , et les vitesses A' et k des points g et g' per- 
mettront la disjonction des parties AG et GB. Après 

I 
le choc , dont la durée aura été -» , comme dans 

a 

le cas de o' = o, la partie GB se mouvra avec la vi- 
tesse h , et les parties A£ et FG , avec la vitesse 
commune h\ La même chose aurait encore lieu si 
les trois parties AE , FG , GB , étaient elles-mêmes 
coupées et divisées en d'autres portions égales ou 
inégales , pourvu qu'avant le choc toutes les por- 
tions de AE eussent une même vitesse A, et tou- 
tes les portions de FG et GB nue vitesse com- 
mune hf. 

Ainsi, supposons, par exemple, qu'une verge 
homogène , prismatique ou cylindrique , soit cou- 
pée en un nombre <i -f- n' de parties égales j et im- 
primons une vitesse h aux n premières parties, avec 
laquelle elles viendront choquer la série des »' 
autres porties , qui seront en repos avant cette per- 
cussion. Si » surpasse n^, aucune partie ne se sé- 
parera , et elles seront toutes transportées dans le 
sens du choc , en oscillant suivant cette direction, 
et faisant entendre le ton correspondant à la lon- 
gneur entière de la verge, libre par ses deux bouts ^ 
mais si l'on s n^ > n , les parties antérieures ^ au 
nombre de <i, se détacheront des autres, pour se 
mouvoir avec une vitesse commune et égale à A, 
et les n' autres parties demeureront en repos et 
juxtaposées. Ce résultat , étendu par analogie à une 
série de sphères , comprend le phénomène dont il 
a été question dans le n» 303. 

600. Considérons maintenant le cas où le point A 
est fixe. Avant le choc, supposons que lo partie AS 
soit en repos , et que tous les points de la partie 
FB aient une vitesse commune et négative, que noua 
représenterons par — k. Il faudra alors faire usage 
de l'expression de u relative au second cos du n» 490, 
dans laquelle on fera f^x = depuis s = jus- 
qu'à « = c , et f's = — k depuis « = c jusqu'à 
jp=re-|-o' = /. A cause de 9« = , pour toutes 
les valeurs de s , il en résultera 



M 



8M 



iri a (2f ^ l)» 



cos 



(2t — 1) iro . (2s — l) wx 
— sin — 



2/ 



2/ 



. (2» — 1) wai 

sin ; 

2/ ' 
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d'où Ton tir« 



4* 

» = 1 



I cos ■ sin ' cos ^ 



r = -:î?iï 



1 (2» -^ 1) •* (Si — 1) w» . (2t — l) iraf 

_ cos .i --1 — cot .i -i sin .i Ji i 

va 2f — t 9 21 21 



(fi) 



foroiales dans lesquelles les séries sont du genre 
de celles dont on sait déterminer les sommes, et 
qui feront connsttre exactement la Titesseet la ten- 
sion, à chaque instant, en un poinl donné de At ou 
de/i. 

On emploiera , à cet effet , la formule connue 

«Il 

— = cos • cos SI -f- — cos 69 4- otc*. (6) 

4 a 6 

qui a lieu pour toutes les Tsleurs de • comprises 

entre db — «r exclusivement , et qui se déduit, par 

exemple, de la formule (7) du n» 326, en la diffé* 



rentiant après y af otr mis w au lieu de fjr , et en y 

C-jT 

faisant ensuite — := 9. 
21 

507. En Tertu de la seconde équation (6), la ten- 
sion T est nulle en tous les points des deux verges, 
lorsque i est téro ou un multiple quelconque 

21 
de — . 
a 

Ui 
Si i est léro ou un multiple pair de — , la pre- 

a 

raière équation (6} donne 



^* r^ i . (2» — 1) w (* + c^ . . (2» — 1 

= - 7 L^iT^TT'"" 2/ ' + ""-^ 



- 1) ir (* - c) 



2/ 



] 



ou , ce qui est la même chose , 



cos 



(as — 1) > (y -. tf) 
21 



_ j (niLco. ^^LzJï- (' + «') 



2i -*- 1 

à cause deo + e' ss let sin ' ^"^ ^^=r — (— ly. 

Or, d'après Tétat initial des deux verges, cette for- 
mule , en tant qu'elle se rapporte à f = 0, doit se 
réduire à v = pour «<e, etàv = — A pour 
X > c; et c'est d'ahord ce qu'il s'agit de vérifier. 

En prenant — — — " pour I dans l'équation (6), 

il en résulte 

*i7rrT~» iï =-7 

(2t — 1) , (, .j. e") 



S/ 



4 



(') 



Quand on a s < 0, on peut aussi prendre 



2t 



• pour I ; oe qui donne 



cas 



2r 



cos 



ï âTZT"" i7 ^ ~ 7' 

et ces formules réduisent, eSsotivement, l'équa- 
tion (7) à « = 0, Quand on a « > o , on aura aussi 
2/ — « — 0' < I; en prenant donc 

• S ' 

et observant que 

(2i ^ 1) ,r (2/ — i? -- e'); 



2/ 



la formule (6) donner» 

(~ ^y _ (2» - 1) « (x + cO _^ 

4 



2f— 1 



cos «^ 



2/ 



au moyen de quoi et de la valeur précédente de 



2f — 1 



2/ 



réduira à e := -» A, comme cela doit être. 

21 
Lorsque I est un multiple impair de — , la valeur 

a 



de V, donnée par la première équation (6), est 
égale et de signe contraire à celle qui a lieu quaud 

2/ 
i est téro ou un multiple poir de — ; il s'ensuit 

a 

21 
dono qu'au bout d'un temps égal à — , tous les 

a 
points de Aa ont des vitesses nulles, et tous ceux 
defB, des vitesses positives et égales à A; et comme 
à cet insUnt la tension T est partout égale à léro , 
il en résulte que la verge TB se détachera de W 



118 



TRAITft m HÉCARIQinL 



▼erge AI, et sert réfléchie «Tec une Titesie égale 
et contraire à celle qu^elle avait avant le choc. 

Ainsi le choc de la verge fB contre la Terge AB^ 
qui s'appuie en A contre un obstacle fixe, durera 

21 
pendant un temps égal à —, et sera conforme à ce 

a 

qui a été dit , dans le n* 869, sur la réflexion d'un 
eorps par€iitemcnl élastique. On peut anssi remar* 



querqu^au milien du choCi c*est-à-din, au boni 

I 
d'un temps égal à —, on aura e = 0, diaprés la 

a 
première équation (6), pour toutes les valeurs de s^ 
en sorte qu'à cet instant la verge choquante FB 
aura perdu toute sa vitesse , et la verge AB n^aurft 
aussi aucun mouvement. An même instant, on 
ava, en vertu de la seconde équation (4), 



«a[^ » — 1 



cos 



( »f - 1) . (« - e) 
SI 



+ ^iî^TT '- si ^J- 



d'où Ton conclura , par le même caloul que pour 

l'équation (7), Ts= — — oa T s=0$ atlen qu'on 

a 
anra s < c ou # > o. Au milieu du choc, la ten- 
sion est donc nulle pour toute retendue de la verge 
choquante ; mais la verge choquée est condensée 
uniformément ; et c'est la pressioii qu'elle exerce 
dans le sens AB, ou de dedans en dehors, qui fait 
rebondir la verge choquante. 

$ IV . Digrêêêùm aur Us ùtiigralêê dêê égnolMM 

fêporiiêlUê. 



606. Si l'on excepte un petit nombre d*équations 
aux diflîérences partielles, celles d'un ordre supé- 
rieur au premier ne sont point intégrables sous 
forme finie , lors même qu'il s'agit d'équations li- 
néaires. Pour résoudre les problêmes qui conduis 
sent à ces équations , on est donc obligé , le plus 
souvent, de recourir k leurs intégrales en séries ;- 
et il faut alors qu'on soit certain, dans chaque cas, 
que la série dont on fait usage a toute la généralité 
que comporte Téquation donnée aux difliérences 
partielles, et qu'elle renferme des fonctions arbi- 
traires en nombre suffisant pour exprimer l'inté- 
grale complète de cette équation. Or, il n'y a pas 
de règle générale à ce sujet : ce nombre peut être 
moindre que celui qui marque l'ordre de l'équation 
donnée , ou des différences partielles les plus éle- 
vées qu'elle renferme ; il change avec la quantité 
suivant les puissances de laquelle la série est or- 
donnée ; et il peut même arriver que toutes les 
fonctions arbitraires disparaissent , et que la série 
ne contienne plus qu'un nombre infini de constan- 
tes arbitraires, sans qu'elle, cesse néanmoins, d'ex- 
primer Tintégrale complète. Ce sont ces diverses 
circonstances que nous allons examiner, d^abord 
en général, et ensuite plus particulièrement, en ce 
qui concerne les équations linéaires auxquelles 
on est conduit dans la plupart des problèmes de 
Mécanique et de Physique. 

600. Soit % une fonotâea d'un nombre quelconque 
de veriaMes indépendantes tf, «, y, a, etc. Suppo- 
sons que cette fonction doive satisfaire k une équa- 



tion donnée aux différences partielles, que noosra* 
présenterons par L =.0. Quelle que soit la valeur 
de «, on peut toujours la concevoir développée en 
série ordonnée suivant les puissances de l'une des 
variables #, jt, y, js, etc. , on, plus généralement, 
d'une autre quantité t dépendante d'une on plu- 
sieurs de ces variablea. Soit donc 

M = P«« 4- QIC + Bt> + etc.; (a} 

•, C, ^, ete.,P, Q, B, etc., étant des exposons et des 
coefficiens indéterminés. Si Je substitue cette va- 
leur de « dans l'équation L = , que Je développe 
ensuite L suivant les puissances de I, et que j'égale 
séparément à séro les coefficiens de tons les termes 
de ce développement, j'aurai une série d'équations, 
dont chacune renfermera une variable indépen- 
dante de moins que L := ; et si je parviens à ob- 
tenir les valeurs les plus générales de « , C , y, etc., 
P, Q , B , etc., qui satisfassent a cette suite d'équa- 
tions , la série (e) sera aussi la valeur la plus géné- 
rale de « qui satisfera à Péquation L = 0. Selon la 
quantité I qu'on choisira , on aura ainsi différentes 
expressions de u en série, qui seront toutes , sous 
des formes équivalentes , l'intégrale complète de 
L=rO;en sorte que si cette intégrale peut aussi 
s'exprimer sous forme finie, chacune de ces séries 
en sera un développement différent, et pourra ton- 
jours s'en déduire. Toutofois, lorsqu'on sera par- 
venu , d'après les autres conditions du problème 
qui aura conduit à l'équation L = 0, à déterminer 
toutes les quantités arbitraires que contiendra la 
série (o), il faudra qu'elle soit convergente pour 
qu'on en puisse faire usage ; et si elle devient di- 
vergente pour des valeurs de I, on devra changer 
cette quantité, et remplacer la série (a) par une 
autre , ordonnée suivant les puissances d*nne va- 
riable différente. 

Cela posé, en prenant pour L =0, des équations 
linéaires de différons ordres, on verra quêtes coef- 
ficiens P, Q, B, etc., déterminés de la manière la 
plus générale , peuvent néanmoins renfermer des 
nombres inégaux de fonctions arbitraires, selon 
que la série (a) sera ordonnée suivant les puis- 
sances de telle ou telle variable I ; et l'on verra 
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mémei comme Dons Tstoiib dit plot Inai, qa^il 
pourra «iriTer que toutes les foneUoDs arbitraires 
ëîsparaissent de cette série, qui ue renfermera 
pins alors qne des constantes arbitraires en nom- 
bre infini , et qui n^en sera pas moins l'intégrale 
complète de Téquation L s= 0. Le canctèra dis- 
tinctif de cette forme singulière de Tintégrale com- 
plète , sans aucune fonction arbitraire, d'une équa- 
tion linéaire aux différences partielles , consiste en 
ce que tous les termes de la série qui Is représente 
se déterminent indépendamment les uns des au- 
tres, et satisfont séparément à Téquation donnée, 
de maniera que la f aleur générale de « est Is somme 



d^un nombra infini de Taleun particulières de cette 
fonction. 

610. Soit, pour exemple, l'équation très sim- 
ple, linéaira et aux différenoes partielles du second 
ordra, 



«n <i> « 



w 



dans laquelle a est une constante donnée. Si Ton 
déTeloppe la raleur de« sutrantles puissances de #, 
on trouve pour la série la plus générale qui satis- 
fasse i cette équation 



= •• + "' -sr + TTi- -ET + TH ICr + •««•5 



w 



M étant une fonction arbitraira. Sous cette forme, I présente la raleur de m qui répond à < = 0. lais 
rintégrale complète de Téquation {h) ne comporte 1 si Ton développe la taleur générale de u suivant 
donc qu'une seule fonction arbitraira , laquelle ra- I les puissances de s, on trouve 






si d* 4f 



adt ' l.a.3.4 a*di» 



+*♦' + 



d^t 



1.2.3 adt 



"^ I.3.S.4. 



-|- etc. 

d*irt 
6 a* ifl> 



w 



-f- etc; 



4< et irt étant deux fonctions arbitraires, qui ex- 

priment les valeun de « et — , relatives à « = 0. 

ds 
Psr conséquent, sons cette %pitre forme, l'intégrale 
oMDplète de Téquation (6) renferme deux fonctions 



arbitraires. 

Ces deux séries s'obtiennent par la méthode des 
coefficiens et des exposans indéterminés , en fai- 
sant successivement •=< et •=« dans la série (a). 
On les déduit aussi du théorème de Taylor; car on 
a , d'après ce théorème , 



« = U + (I — •'. U' -)- ^\ J*^* W + ^\ ^^ t^ U"' + etc., 



1.2 



1.2.3 



en désignant par • une valeur particulière de # , et 
supposant 

^ d» u d^ u 

pour cette valeur I = •. Or, l'équation (è) et ses 
différentielles successives par rapport è t donnent 

d*V 



U' = • 



ds* ' 



"" = -157 =«'5r' 

etc. 



La quantité V nster^ donc seule arbitraira , et Ion 
aura 



« = U+o(<-ii)~+ \ J — +etc.i 



1.2 



dx* 



ce qui coïncide avec la série (c), quand on prend 
séro pour la constante*, c'est-à-dire, quand on 
développe suif ant les puissances de #, et que l'on 
fait U = f s. On obtiendra semblablement la se* 
rie (il). 

Ces deux séries (o) et (d) peuvent , au reste , se 
transformer Tune dans l'autre. Xn effet , dévelop- 
pons f s suivant les puissances de 4r , et soit 



^ ^ 1.2 ^ 1.2.3 



Ej'4 



Vxi 



1.2.3.4 1.2.3.4.6 



+etc.. 
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où Ton déftigne par A, B,C,]),E,F, etc. , des 
constantes arbitraires ; noos aurons 



dx* 
d^fs 



1.3 ' 1.2.3 
= E -f Ff 4- etc. 



etc. ; 
au moyen de quoi la série (e] deviendra 

Eut f« 

fi = A 4- Caf -4 + etc. 

(fa* i* \ 

B + D«#+-j-^+elc.jjr 

+ (C + Ea« + etc.) JlL 

4.(D + Fal + etc.)-^^, 

-}- etc. 

Or, Bt Ton fait 

Ea> f« 
A + Cai+^j^ + etc. = 4/, 

Fflt |a 

B + Dfl« + —^ + etc. = ♦/, 

4^ eti'f seront deux fonctions arbitraires et indé- 
pendantes l'une de l'autre ; on en déduira 

C + tat + etc. = fjfi 

adi 

m 

D + Fa< + etc. = £îî, 

adt 



etc. ; 



et la valeur précédente de « coïncidera avec la sé- 
rie (<i]. On transformera. semblablement cette aé- 
rie (d) dans la série (c). 

511. Maintenant, désignons , à l'ordinaire, par • 
la base des logarithmes népériens, et prenons 
I = #«. La série (a) deviendra 

« = Pa** + Qe^* + R#>* + elc.5 

les coefficiens P, Q, R, etc., seront des fonctions 
de#, et les exposans «, C, y, ete. des quantités 
constantes. On aura donc 

dm d? ^ ^ g^ ^ - 

- = -••' + -:/' + -.•>' + etc., 

di dt di dt 



d*u 



As 



-r- = a« P#** + c» Q#^* + yt Rt>* + etc. 



En substituant ces Valeurs dans Téquation (6), et 
égalant ensuite les coefficiens des termes sembls- 
bles dans les deux membres , on en conclut 

<iP dQ . (A 

— = o«' P, — = aC» Q, — = ay* R, etc.; 

di di di 

par conséquent , les exposans • , C , y, etc. , reste- 
ront arbitraires, et Ton aura 



A< 



a«> i 



aC> i 



, Q=Be^^", R =€•">•', etc.. 



en désignant aussi par A , B , C , etc. , des constaii' 
tes arbitraires. Donc il en résultera 



• = A.°- 'e" + B."*' V + €.">■• *.>• + etc., (.) 



pour l'intégrale complète de l'équation (6), or- 
donnée suivant les puissances de rexponentiellef; 
série qui est aussi le développement de cette inté- 
grale, ordonnée suivant les puissances de s<. Or, 
on voit que cette série (a) ne contient explicite- 
ment aucune fonction arbitraire ; qu'elle renferme 
seulement deux séries infinies A, B, C , etc. , «, 
C, y, etc., de constantes arbitraires ; et que cbacun 
de ses termes satisfait isolément à l'équation (6}. 
En développement cette expression de u suivant 
les puissances de f , on a 

u = Aa** + B«^' + Ce>* -^ de. 

+ (A«« «•' + BC« e^' + Cy« f>* + ctr.)a* 



.*x 



4- (A.4 c*' 4- b:* 9^' + C>4 flV'^etc.)^ 

l.« 

+ etc. ; 



et si l'on fait 

As** + Ba^* + Ca>' + eto. = %x , 
PS sera une fonction arbitraire , on aura 



Ax 



d* ?x 



A«. «••*+ BC« «** + C>« €>' + etc. = —I- , 



A«4 «•* + BC4 a" +C>4 a>* + etc. = 
etc.. 



J4 fS 

"ST' 



et la série (a) coïncidera avec la série (c). On fera 
de même coïncider la série (a) avec la série (d^, en 
développant la première suivan^les puissances de x, 
pour la rendre comparable à la seconde. 

fi 12. Chacune des deux séries (e) et (a) peut 
être exprimée sous forme finie , au moyen d'une 
même intégrale définie. 

D'abord, en désignant par n un nombre entier 
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âsi 



|)08tttf, on a évidemment 
Soit aussi 



n .—*.=»; 



en désignant par q one constante pçsitiTe , et met* 

tant m [/^g et [/^ d« à la place de • eti», les limi- 
tes de cette intégrale ne seront pas changées , et 



Von aura 










/!•" 


-y»' 


'd.= 






d*où Ton tire 










/•* .— .»* 


ss 


1.3. 


. 5 . . . 2» - 


-l 



», 



en différentiant n fois de suite par rapport à ^, et 
faisont ensuite ^^ 1. Au moyen de ces Taleurs la 
formule (o) pourra s^écrire ainsi : 



i SrT 



4- ■■, '^ + . ■ , , + etc. la du : 

^ 1.8.8 Ar» l.a.3.4 dxi ' / 



et, diaprés le théorème de Taylor, elle se réduira à 

• =-/** •"••"♦(*+8-|/^)A.. (/) 
*•/ —00 

Quelle que soit la constante*, on ne changera pas 
non plus les limites de l'intégrale / J" *|{», 

en y mettant « — - « |/ af au lieu de • ; ou aura 



donc 



d^où Ton tire 






On exprimera de même les autres eiponentielles 
qui entrent dans la série (#}, laquelle deyiendra , 
de cette manière , 



= 1 /*" [A.» (' + "l^ + B#* (*+ '• I^ 



A -^ — « 

+ Ce> (' + "KôÔ 
Or, si nous faisons , comme plus haut , 

"Ae** + Be^' + Ce>' 4- etc. = m, 
nous aurcMis en même temps , 

ce qui fait coïncider la Taleur précédente de u avec 
la formule {f). 

Cette équation (/*] est , sous forme finie , l'inté- 
grale complète de l'équation (è) ; elle ne renferme, 
comme on Toit, qu'une seule fonction arbitraire, 
qui se déterminera immédiatement d'après la Ta- 
leur de « relative & f = 0. Toutefois , cette forme 
de l'intégrale complète suppose que cette valeur 
de «, qui sera celle de fs, eroisse avec la variable 
dans un moindre rapport que «**, et que le pro- 
duit e-**fx s'évanouisse pour s =r ± oo , sans | 



— #« 



+ etc.]# dm. 



quoi la quantité comprise sous le signe/ croîtrait 
indéfiniment avec « , pour toutes les Taleurs de i 
différentes de léro , et l'intégrale définie , dont les 
limites sont « = j; oo , aurait généralement une 
valeur infinie , ce qui est inadmissible 
Si nous faisons , pour un moment , 

d$M , * M ,, 

nous déduirons de Téquation (/"), 

- = --/ a - ^r(, + 2^p/^j 

dt kJ ^Vi l/ai 



d* u ^ pm 



*• •%''(.r+2a,|/flflA,, 



en intégrant par partie , et supposant que le pro- 
duit de e~*" et f ' {s + 2m l/ai) s'évanouisse aux 
deux limites , on a 



/"* •"'•'* P' (* + 2- l/S) — =.= /"* •-•' ♦" {x + 9m y/ai) dm ; 

J — » yat J — co 
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du 
ce qui fait coïncider la valeur de — aTec celle de 

di 

a — , et satisfait, par conséquent, à Féquation (6). 
dtf* 

En partant de la série (d), on parriendrait à une 
intégrale sous forme finie de cette équation, moins 
simple que la formule (/'), et qui contiendrait deus 
fonctions arbitraires. 

513. La râleur connue de la quantité kj renfer- 



mée dans les formules précédentes , est l/wi On 
Tobtient, par exemple, en employant successive- 
ment deux variables différentes sous le signe/, de 
manière qu*on ait 



A* 00 



•00 _c» . . 

• ifjr, k 



d'où Ton conclut 



=/: 



€ ' dy; 

OD 



*« = 



=/ 



« * du 



-00 



*^ —00 ^ — 00«^ —00 



à cause que les deux variables sr et y sont indépen- 
dantes Tune de Tautre. Si donc on fait 



«» + y» = r« , 
d^où il résultera 



g% ys 



/^oo /^oo 
*• = / / %dtdy 



et si Ton regarde 4r, y, jr , comme les coordonnées 
courantes d^une surface, A:* sera le volume terminé 
par cette surface de révolution , et prolongé indéfi- 
niment autour de son axe de figure , qui sera Taxe 
des s. Or, on obtiendra la valeur de ce volume en 
le décomposant en un nombre infini de trancbes 
cylindriques , dont cette droite sera Taxe commun. 
Le Tolume de Tune de ces tranches infiniment min- 
ces , dont les surfaces intérieure et extérieure au- 
ront rtXr-^dr pour rayons , sera égal au produit 
de sa base 2irrdr, multiplié par sa hauteur s ou 

e ^ ' le volume entier sVn déduira, évidem- 
ment , en intégrant depuis r = jusqu'à r =oo ^ 
par conséquent, on aura 

et A = J/ir ; ce qu'il s'agissait de trouver. 

Je ferai remarquer qu'en prenant f x = cos g , 
et mettant «• au lieu de ai dans l'équation (c), on 
aura 



k* 



rdr r= 



= Tl — «» + ^ 1 — 4- etc.^ 

V 1.2 1.2.3^ y 



COSiP, 



ou , ce qui est la même chose , 



= • cos 



L'éqnation [f) devient , en même temps , 

n = >— / « cos {s + 2««) dm ; 
mais on a évidemment 

/»00 _|^i /»0D -,, 

# ê cos Ztuidm == 2 # e cos Zmmdm, 



r 



00 

00 _«fB 



siii ?««d« = \ 



d'où l'on conclut 



—00 



2cosdP /»oo _.i 
« = — ^T" / • cos 2««tf« : 

Kir ^o 

et en égalant cette valeur de y à l'une des précé- 
dentes , on a 



r-- 



cos Zamdm = 

2 



On peut donner une Taleur imaginaire à la con- 
stante « dans cette équation; et si l'on y met 

(/— l au lieu de «, on aura 



/ 



* s— (ir*- + e-^- 



) A. = |/, 



On a souvent occasion d'employer ces formules, 
qui se présentaient ici naturellement , et que Ton 
obtient aussi par d'autres moyens. 

614. Les équations aux différences partielles 
auxquelles on est conduit, dans la plupart des pro- 
blèmes de Mécanique ou de Physique, sont linéaires 
à l'égard d'une inconnue «, du premier ou du se- 
cond ordre par rapport au temps , et généralement 
à quatre variables indépendantes , dont u est fono 
tioù, savoir, le temps, que nous représenteroni 
par #, et les trois coordonnées d'un point quelcon- 
que du système dont on s'occupe , que nous dé« 
signerons par d? , y, js. Si l'on excepte leur dernier 
terme , indépendant de u et qu'on peut toujours 
faire disparaître, elles ne contiennent pas cette 
variable t explicitement, c'est-à-dire, que dans 
ces équations les coefficiens ne sont fonctions que 
de dT , y, s. Or, L = étant une de ces équations 
sans dernier terme, si l'on prend 6 = «', la série (a) 
deviendra ^ 

tt = Pe*' + Qs^' + B«>* 4- etc.; {g) 

et si l'on substitue , dans L, cette série (y) au lieu 
de ti, il est aisé de voir qu'il en résultera 

L = (»•• + K« + 0) #•'+ (M'C« +m+Of)ê^^ 
+ ^M">« + N'V + 0") e>' + etc. i 
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M, N, 0, ëUnt des quantités qui ne contiennent 
que Tinconnue P, d*où se déduiront M', H', 0', en y 
mettant Q au lieu de P, puis M", N", 0", par la sub- 
stitution de R à la place de Q, et ainsi de suite. Tou- 
tes les quantités H, 1', E", etc., seront nulles, 
lorsque Téquation L = ne sera que du premier 
ordre, par rapport à f. Dans tous les cas, cette 
équation donnée L=0 se décomposera en celles-ci : 

I«« -f I«« 4-0=0, ^ 

M'C« + H'C + 0' = 0, ( (k) 

MV + N''> + 0"= 0, ) 
etc. 

Par conséquent , les exposans • , C , ^ , etc. , seront 
des constantes arbitraires } les coeiiiciens P, Q« 
R, etc., se détermineront indépendamment Tun de 
Tautre, au moyen de ces équations (A), qui sont 
toutes semblables; et tous les termes de la série {g)y 
o*est-k-dire, de Tintégrale complète de Téquation 
L = 0, ordonnée suivant les puissances de Texpo- 
nentielle^', seront des intégrales particulières de 
cette même équation. 

Les équations (h) seront linéaires, comme L=rO, 
par rapport à Tinconnue que chacune dVIles ren- 
fermera. Si L ne contient qu*une seule des trois 
coordonnées w, y , s , elles seront simplement des 
équations différentielles ; et alors la série {g) ne 
renfermera que des constantes arbitraires, savoir, 
A, C, ^, etc., et les constantes qui seront introdui- 
tes par Pintégration des équations (&]. Quand elles 
seront aux différences partielles, on pourra souvent 
les traiter comme l'équation L =: 0, et exprimer 
leurs intégrales complètes en série d'intégrales par» 
ticulières. 

616. On peut, donner une autre forme à la sé- 
rie {g\ en y changeant les exponentielles en sinus 
et cosinus. Soient, en effet , ^ , /m, r , etc., d'autres 
constantes arbitraires, etp, g, r, etc., p', g', r', etc., 
d'autres inoonnaes. Si l'on met dans cette série 

± X |/^, ± /* l^^^± f K— I» etc., au lieu 
de «, C, >, etc. ; qu'on y remplace P, Q, R, etc., 

p•'rP±rP'^^=^^ 7 9±'-9'l^^Kr - 

± - r*. J/ — l, etc. ; et que Ton prenne ensuite 
Ift- somme des valeurs de u qui répondront aux 
deux signe* de (/^ 1, on aura 

M = p cos xt 4- 9 cos fAt+ r cos tt + etc. l 
+ p' sin >.< -f- 9* *'" A»' + r' sin ft -|- etc. f ^*' 

Pour la généralité de l'intégrale de L=:dv'fxpri- 
mée indifféremment par cette dernière formule ou 
par la série (g), il faudra que les constantes x, /*, 
r, etc., aussi bien que «, C, y, etc., soient réelles ou 
imaginaires ; mais il y a des problèmes dans lesquels 
les valeurs déterminées de x, /*, v, etc., seront 
tontes réelles, et d'autres dans lesquels aucune des 
valeurs de «, C, y^ etc., ne sera imaginaire. Dans le 
premier qbs, il conviendra d'employer la formule {%), 
et dans le second la formule {g) ; et lors même que 



Téquation L = sera intégrable sous forme finie , 
il arrivera souvent, dans des problèmes de Mécani- 
que ou de Physique, que l'expression de son inté- 
grale, au moyen de l'une ou l'autre de ces deux sé- 
ries sera plus propre que l'intégrale sous forme 
finie, à faire découvrir toutes les circonstances du 
phénomène dont on s'occupera. Les questions rela- 
tives aux petites oscillations des peints d'an corps 
élastique ou d'un fluide, qn'on a un peu écartés de 
leur état d'équilibre , sont celles où il conviendra 
d'employer les expressions des inconnues sous la 
forme de la série («). 

Lorsque les valeurs générales de P, Q, R, etc., et, 
par suite, celles de p , g , r , etc. , p' , g' i f' , etc., ne 
renfermeront que des constantes arbitraires, la 
formule («} s'écrira plus brièvement de cette ma- 
nière : 

M = 2p cos XI -)- Sp* sin xl ; 

les caractéristiques 2 indiquant des sommes qui 
s'étendent k tontes les valeurs possibles réelles ou 
imaginaires de x* et des autres constantes arbitrai- 
res, contenues dansp etp'. On pourra, si l'on veut, 
faire croître ces valeurs par degrés infiniment pe* 
tits, et remplacer les sommes 2 par des intégrales ; 
mais cette autre forme équivalente de l'expression 
de a n'a aucun avantage ; et il vaut mieux conserver 
la précédente. 

610. Indépendamment des équations aux diffé- 
rences'partielles qui conviennent à tous les points du 
système, il y a toujours, dans les divers problèmes 
de Physique ou de Mécanique , d'autres équations 
qui n'ont lieu que pour les points extrêmes; telles 
sont, par exemple, dans le problème des vibrations 
longitudinales d'une verge élastique, les équations 
relatives k la fixité ou à l'entière liberté des deux 
bouts de cette verge. Ces équations particulières 
serviront, dans chaque cas, à déterminer les valeurs 
d'une partie des quantités arbitraires que renfer- 
mera la série {g) ou la série (s) ; quant k celles de 
ces quantités qui resteront encore indéterminées 
après qu'on aura eu égard k toutes les équations de 
ce genre, elles dépendront de l'état initial du sys- 
tème. Pour en obtenir les valeurs^ j'ai suivi, dans un 
grand nombre de problèmes différens, un procédé 
uniforme, que je crois applicable k tous les cas, 
soit que la question ne présente qu'une seule in- 
connue «, et ne conduise qu'k une seule équation 
L = 0, soit qu'il y ait k déterminer plusieurs incon- 
nues dépendantes d'un égal nombre d*équations 
aux différences partielles, linéaires et simultanées. 
Ce procédé général a aussi l'avantage de fournir, 
dans chaque exemple, la démonstration de la réa- 
lité des constantes «, C, y^ etc., ou des constantes x, 
f», r, etc., qui dépendent d'équations transcendan- 
tes quelquefois très compliquées, et dont il serait 
souvent difiicile de déterminer autrement la nature 
des racines. 

L'exemple que nous donnerons de l'application 
de cette méthode, dans le paragraphe suivant, suf- 
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fin pour l'expliquer, et pour <io'onpus«e IV 
ployer dtns d^antres problèmef . Au moyen de cette 
méthode, oo détenninerm, sans ancnne difSculté, 
les vibrations longitudinales des Terges élastiques, 
dans les trois cas du n» 496 , et Ton sera conduit, 
d'une manière pins directe , aux mêmes formules 
que dans ce numéro. Pour exemple d'une question 
dépendante de plusieurs équations aux différences 
partielles, j'indiquerai le choc longitudinal de deux 
ou plusieurs verges élastiques, formées de matières 
différentes ; question qui a été résolue dans le pa- 
ragraphe précédent, pour le cas particulier de l'ho* 
mogénéité, et dont Je supprime ici la solution géné- 
rale, à cause de la longueur des formules qui s'y 
rapportent. 

617. Supposons que le temps f soit compté à 
partir de l'origine du mouvement; et soient 

dit 

« = /*(*! sf» •)» — = y(', y, «), 

n 

las valeurs de l'ineonnue « et de son coefficient diT 
férentiel par rapport & #, qui répondent à f = ; de 
sorte que /*(s, y, jr) et F (s, y, a) soient des fonc- 
tions données arbitrairement pour toutes les va- 
leurs des coordonnées s, y, jr, qui répondent oux 
points d*un système dent on considère les vibra- 
tions. Après qu'on aura déterminé toutes les quan- 
tités arbitraires que renferme la série {%) , d'après 
l'état initial de ce système, et en ayant égard aux 
équations particulières qui peuvent avoir lieu h ses 
extrémités , il faudra que cette série et son coeffi- 
cient différentiel coïncident , pour < ^ 0, avec les 
fonctions^ (s, y, s) et F (jr, y, jr), dans les limites 
du système. Ainsi, il faudra qu'on ait 



/■(*> yi*)^r + q + r + etc., 

F(*, y, s) z=Kj/ + ^+ff'+ etc. 



;} 



(*) 



ce qui fournira un développement , ou une trans- 
formation d'un genre particulier, pour chacune des 
fonctions quelconques /*( «, y, js ) et F ( s, y, s ) ; 
transformation qui ne sera pas identique, et n'aura 
lieu que pour des valeurs limitées des variables s, 

Quoique le plus souvent on ne puisse pas démon- 
trer directement l'exactitude de ces équations (il), 
cependant il ne peut rester aucun doute à cet égard. 
Bn effet) d'après les oonsidérations précédentes, la 
série (i) représente certainement l'intégrale com- 
plète de l'équation L =0, c'est-à-dire, la valeur 
la plus générale de « qui puisse satisfaire à cette 
équation. Par hypothèse, on a déterminé les quan- 
tités arbitraires que cette série renferme, au moyen 
des autres conditions du problème qui a conduit k 
cette équation 1 = 0; si ces conditions ne sont 
pas incompatibles, et que le proliléme soit suscep- 
tiple d^une solution, il faut donc qu'après cette dé- 
termination, la série («} exprime la valeur de « k un 
instant quelconque et en un point quelconque du 
système ; i>ar conséquent , en faisant t=:Q dans 



eette série et dans eelle qu'on en dédait par la dif- 
férenttattoo relative à #, elles devront re pr ése n ter 

dm 
les valeurs initiales de « et — -, e'est-i-4ire, les 

di 
fonctions /*(jr, y, s) et F («, y, s}, quelles qu'elles 
soient, mais seulement pour les valeurs de jr, y, s, 
comprises dans les limites du système que Ton con- 
sidère. 

Dans l'exemple du mouvement longitudinal d'une 
verge élastique, les séries (A) représenteront, pour 
toute la longueur de cette verge, et dans les diffé- 
rentes hypothèses relatives à ses extrémités, les 
deux fonctions arbitraires qu'on a désignées par 
M et f 'sr dans le no 496 ; et ces séries coïncideront 
avec les expressions de fs et ffr, donton a fait usage 
dans ce numéro, et qu'on avait démontrées aupa- 
ravant. 

618. La conclusion de tout ce qui précède est 
que, pour exprimer dans un problème relatif aux 
petites vibrations des corps, et dans d'autres ques- 
tions de Physique, chaque inconnue, au moyen de 
la série (^) ou (t), il est nécessaire d'avoir démontré, 
préalablement, que cette série représente la valeur 
la plus générale de l'inconnue qui puisse satisfaire 
à l'équation aux différences partielles dont elle dé- 
pend, et, ensuite, de déterminer toutes les quanti- 
tés arbitraires que cette série renferme, an moyen 
des données particulières du problème, qui répon- 
dent aux extrémités du système et à sou état initial; 
ou bien, il faut connaître, àffriori, comme dans 
le no 496, des expressions en série de la valeur ini- 
tiale et arbitraire de chaque inconnue, dont tous 
les termes, multipliés par des sinus ou cosinus 
d'arcs proportionnels au temps , ou par des expo- 
nentielles, satisfassent isolément à l'équation don- 
née aux différences partielles et aux autres équa- 
tions relotives aux points extrêmes du système. On 
doit regarder comme incomplète une solution dans 
laquelle on n'a pas démontré, d priori^ la généralité 
de la série (y) ou {%) dont on fait usage, ou dans la- 
quelle on ne vérifie pas, àpotUriori, que eette série 
peut représenter la valeur initiale de chaque incon- 
nue, quelle que soit cette valeur, dans toute l'éten- 
due du système, y compris les points extrêmes. 
D'après ce qui précède , la première méthode sera 
toujours applicable; la seconde ne le serait que 
dans un très petit nombre de cas particuliers. 

$ y. VibraHmu tratuvêrsaiêê d^unê eerye éloffâgeie. 

619. Les verges élastiques sont susceptibles de 
quatre sortes de vibrations , auxquelles répondent 
des tons différens , et qui peuvent coexister dans 
une même verge , droite ou courbe dans son état 
naturel. Ces vibrations sont longitudinales, trans- 
versales, normales, tournantes ou produites par la 
torsion. Les vibrations normales consistent en des 
dilatations et condensations alternatives des scc> 
tions de la verge, perpendiculaires k sa longueur ; 
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elles n^oDt pas encore été déterminées par la théo- 
rie. Les trois autres espèces de vibrations Tont été ; 
et l'analyse m'a fait connaître , entre les tons qui 
leur correspondent, des rapports qne l'eipérience a 
confirmés, ou que les physiciens ataient déjà re- 
marqués. Telle est, par exemple, robservation cu- 
rieuse que l'on doit à Chladni , et suivant laquelle 
une verge encastrée par un bout et libre par Tantre, 
rend un ton plus grave d'une gntnla, lorsqu^on 
la fait vibrer par torsion , que quand elle Tibre 
longitudinalement ; cela revient à dire que le ton 
qu'elle rend dans lé premier cas est le même que 
celui qnVUe ferait entendre dans le second, si sa 
longueur était augmentée dans le rapport de 3 à 2; 
or, j*ai trouvé que ce rapport devrait être celui de 

(/^lO à 2 ; ce qui diffère à peine d'un vingtième 
du résultat que Chladni a énoncé en nombre rond. 

Je renverrai, pour les développemens de cette 
partie importante de la Physique mathématique, 
au mémoire sur V Équilibré et U mouvement des 
eerps èlaetiquêe, que j'ai déjà cité {p9 306), et où je 
me suis aussi occupé des vibrations des membranes 
flexibles et des plaques élastiques. Il suffira , dans 
ce Traité, d'avoir considéré les cas les moins com- 
pliqués de ce genre de questions , qui sont ceux 
des cordes vibrantes et des vibrations longitudi- 
nales des verges élastiques , auxquels nous allons 
encore ajouter le cas des vibrations .transversales. 

620. Nous supposerons , comme dans le cas des 
vibrations longitudinales (n» 494) , qu'il s'agisse 
d'une verge homogène, et, dans son état naturel , 
prismatique ou cylindrique ^ nous supposerons, 
de plus, qu'elle n'éprouve aucune torsion sur elle- 
même j en sorte que tous les points de chaque 
filet longitudinal ne sortent pas d'un même plan 
pendant toute la durée du mouvement. 

Soient AHB (fig. 112) la direction rectiligne du 
filet moyen dans l'état naturel de la verge , l sa 
longueur, et x la distance AH du point quelconque 
H à l'extrémité A. Au bout du temps i , supposons 
que M soit transporté en H'; abaissons de IP la 
perpendiculaire M'P sur AB ; et faisons 

MP = 11, M'P = y. 

Si ces deux variables m et jf sont supposées con- 
itamment très petites , et qu'on néglige , en con- 
•équence, leurs carrés et leurs produits, leurs 
valeurs en fonctions de f et # dépendront , comme 
dans le cas des cordes vibrantes {vfi 484) , d*équa- 
tions linéaires dans lesquelles ces inconnues seront 
séparées ; les mouvemens très petits, dons le sens 
longitudinal et dans le sens transversal , coexiste* 
ront donc sans s'influencer mutuellement; et 
comme nous avons déterminé , d'une manière 
complète, le mouvement longitudinal, nous pour- 
rons maintenant en faire abstraction. Je ferai donc 
« = , de sorte que tous les points du fllet moyen 
oscilleront sur des droites perpendiculaires à sa 
direction naturelle , et que s tiy seront , à un in- 
stant quelconque, les coordonnées courantes de la 



courbe plane A'I'B', formée par ce filet. Je ferai 
aussi abstraction des petits mouvemens de dilata- 
tion ou de condensation qui pourront avoir lieu 
dans chaque section de la verge , perpendiculaire 
à sa longueur $ le mouvement qu'il s'agira de dé- 
terminer sera alors le même pour tous les points 
d'une même section ; et il suffira de considérer 
celui du point qui appartient au filet moyen. 

L'équation de ce mouvement transversal se dé- 
duira de l'équation (/ ) du no 320, en y mettant 



<I» y 
T — --— , ou simplement 



dt*^ 



au lieu deT, si 



Ton suppose qu'aucune force donnée n'est appli- 
quée aux différens points de la verge. Cette équa- 
tion sera donc 



d* y 

"dST 



+ 6. 



±2 



= 0î (1) 



b* étant une constante positive , qui dépendra de 
la matière de la verge , de Tétendue et de la figure 
de la section normale. 

Outre cette équation (1), commune à tous les 
points du filet moyen , il y aura des équations re- 
latives à ses extrémités, qui seront les mêmes que 
dans le problème de l'équilibre. A cet égard, il 
pourra se présenter six cas différens , selon qu'à 
chacun des deux bouts la verge sera encastrée , ou 
seulement appuyée , ou entièrement libre. Mais 
comme ces six cas se traiteraient de la même ma- 
nière, nous nous bornerons à en considérer un 
seul en détail , et nous supposerons que la verge 
soit entièrement libre à ses deux bouts A etB, 
auxquels ne sera d'ailleurs appliquée aucune force 
particulière. 

Cela étant, pour toutes les valeurs de I, nous au- 
rons (no 320) 



* = 0, 



* à*y 
dm* 



= 






w 



à l'extrémité A', et 

d» V d^ w 

à l'extrémité B'. 

A l'origine du mouvement , la courbe du filet 
moyen et lea vitesses imprimées à tous ses points 
seront connues ; si donc on compte le temps I à 
partir de cette origine , et qu'on représente par fx 
f 's des fonctions données depuis s = jusqu^à 
# = /, on aura , à la fois , 



« = 0, y = »<r, — = p'm. 



{*) 



Ces fonctions arbitraires ^etf's devront, toute- 
fois , remplir les conditions relatives à « = 0. et 
sr = /, qui seront exprimées par les équations (2) 
et (3) pour la fonction f«, et par leurs différent 
tielles relatives à t pour la fonction f '«. 
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Ainsi , la question que nous aurons à résoudre 
consistera k trouver la valeur de y , en fonction de 
< et dT , qui satisfait aux équations (1) , (2) , (3) , 
(4), dont la première est la seule qui ait lieu pour 
toutes les valeurs de ces deux variables. Mais, au- 
paravant , il est bon de comparer , pour une même 
verge élastique , le coefficient h qui entre dans l'é* 
quation de son mouvement transversal, et le 
coefficient a contenu dans Téquation de son mou- 
vement longitudinal. 

Ô21. En désignant par g la gravité, par pie 
poids de la verge, et par q la tension quUl faudrait 
employer pour doubler sa longueur /, on a (n» 496} 



d'où Ton déduira d*abord 



et , ensuite , 



.k» = i »•* , 



b = " mt. 



•» = 



giq 



Le produit de la densité do la verge et de Taire de sa 

P 
section normale sera égal à — ; et diaprés Téqua- 

tion {f) du no320,d^où Ton a déduit Téquation 
(1) du mouvement transversal ,. on aura 

y , f , ik, A', ayant la même signification que dans 
le no 314 , et la constante • du même numéro éUnt 
la valeur de q , rapportée à l'unité de surface , de 
sorte qu^ona 

en appelant m l'aire de la section normale de la 
verge. Faisons aussi 



A- 



vuf du = «A* } 



Supposons encore que la section normale de la 
verge soit un triangle isocèle, qui ait sa base per- 
pendiculaire au plan de la courbe A'H'B'; et, pour 
fixer les idées, supposons aussi que ce plan sott 
vertical , et que la base du triangle réponde à la 
face supérieure de la verge. Appelons k cette base, 
et 2a la hauteur ; nous aurons toujours 

mais la valeur de h sera différente , selon que la 
face supérieure de la verge tournera sa convexité 
par en haut ou par en bas (no 316). Dans le premier 
cas, on aura 

2% 4f X Ai 

* = -, &' = ~, V 
3 3 



2i ^3 / 



d'où il résultera 

*A* = 
et , par conséquent, 

b =. 



2xi9 



ai 



1/5" 



Dans le second cas , on aura 

4i 2i 

I = — , k* =z — , e 
3 3 



X .2. . 

= -(- + «); 



on en déduira 



h sera une ligne dont la valeur dépendra de re- 
tendue et de la forme de son contour ; et il en ré- 
sultera 

giqh» jk 



b = 



d'où l'on conclut 



6> = ah. 



Si la section normale de la verge est un rec- 
tangle dont la base soit perpendiculaire au plan de 
la courbe A'D'B', et la hauteur égale à 2t , on aura 



et il en résultera 



( = 



ai 



i/î 



Dans le cas d'une verge cylindrique , dont le 
rayon sera représenté par t, on aura 



.*» = 



Sxii 
"T" 



et , ensuite , 






Ces résultats nous serviront, pins loin, & compa- 
rer entre eux les tons d'une même verge élostique, 
lorsqu'elle exécute des vibrations longitudinales , 
ou des vibrations transversales. 

622. Maintenant , soient p et q des fonctions de 
s , et m une constante par rapport h t et h s. Pour 
satisfaire à l'équation (1) , prenons 

y = p sin flt> 61 -^ 7 cos n> bt ; 

cette équation devant subsister pour toutes les 
valeurs de f , il faudra qu'on ait 

dip . dAq 

dsi ^' dsi *' 

et, en intégrant ces deux équations différentielles 
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du quatrième ordre , il vient 

p = \ siu mue <-|* ^' <^' '"' 

+ - B (•«« — - •-"«•) + - B' («"•* + •— "«) , 

9 = G sin «14? -f" C cos mt 

+ 7 D(«-.--#— ') + 1 D' (ir«* + «-«')i 



A, A', B, B', G, G\ D, D', étant les huit constantes 
arbitraires , et # désignant la base des logarithmes 
népériens. 

A cause de la forme linéaire de Téquation (l) , 
on y satisfera encore en prenant 

y = 2p sin m* 6< -f* ^ ^^* *"* ^^i 
et étendant les sommes S à toutes les valeurs, pos- 



sibles, réelles ou imaginaires, de m et des huit au- 
tres constantes A, A', etc. De plus, cette yaleur de 
y sera l'intégrale complète de Téquation (1) , d^a> 
près les considérations qu^on a exposées dans le 
paragraphe précédent. 

Si on la substitue dans les équations (2) et (3) , 
qui ont lieu pour toutes les valeurs de I , et, par 
conséquent , pour tous les termes des sommes 2 
pris séparément, on aura 

rf* p ^ <P p d* g d^ n 



pour dT = et pour dr = /. En mettant pourp et q 
leurs valeurs précédentes, il en résulte d^abord 

B' = A', B = A, D'ssC', D = G, 

et, en outre, 



A (2 sin !«/—««' + a-"^) = A' {tF^ + a-*' — 2 cos ml) , 
A' (2 sin m/ + «"' — a-»*) = A (2 cos m/ — ««' — •—»«') , 
G (2 sin ml — «•"' + «-•"') = G' (W + •-"•' — 2 cos nQ, 
G' (2 sin m/ 4- «">< — < a-"^) = G (2 cos m/ — a"< — «-«i) , 



Or, en multipliant membre à membre les deui pre- l tiens , et supprimant , dans les produits, le facteur 
noières on les deux dernières de ces quatre équa- | commun AA' ou GG', on a 

4 sin» mi — (a«^ — a— "»<)« ^ (2 cos m/ — •"' — *—"')• = Q , 



ou bien, en réduisant, 

{4Bnd -J. 4P— fii/J cos m/ — 2 = 0; (•) 

équation qui servira à déterminer les valeurs de m. 
Les valeurs de A , A', etc. , qn^on tirera des équa- 



tions précédentes, seront d^ailleurs 

B = A = E («"^ 4- a-mi — 2 cos mS), 
B' = A' = E (2 sin Zml — ««/ + e-»»'), 
D = G = E' («"' + «-«i — 2 cos «/), 
D' == G' = E' (2 sin 2m/ — #«"< + r-"'), 



E et £f étant deux nouvelles constantes qui resteront indéterminées , 
En faisant , pour abréger , 

X = (e^ + a— "^ — 2 cos mt) (sin mx -|- — a — -1 ^~m»j 
4- (2 sin nd — a«' + «~"^) (cos m* + - a"* + "" *"""'*) , 

la valeur précédente de y deTÎendra 
y = SX (E sin m> ht + E' cos m> 6<] ; (i) 



la somme 1 s^étendant toujours à toutes les valeurs 
possibles de E et E', mais seulement à tontes va- 
leurs de m données par Téquation (a). Pour toutes 
ces Talenrs, on aura 



d'X 



= 0, 



J3X 



= 



(c) 



pour 4r£= et pour s = /^ et, quelles que soient 
les quantités m et s, on aura identiquement 



d4X 
(1x4 



= W|4 X. 



w 



623. Il ne reste plus qu^à déterminer les valeurs 
des coefficiensE et £', relatives à chaque valeur de 
m, diaprés Tétat initial • de lo verge; ce qu'on va 
faire, en suivant le procédé général dont il a été 
parlé dans le n» 616. 



liemarquons d^abord que si m est une racine de 
réqnation (a), il en sera de même à Tégard de — m, 

*» ]/ — 1, — m|/^l; de plus , les Taleurs corres- 
pondantes de X ne différeront entre elles que par le 

signe, ou par un facteur j/— 1; d'où il résulte 
qu^on pourra réunir en un seul terme , dans la 
formule (6), les termes qui répondent a ces quatre 
racines , et n'étendre ensuite la somme 2 qu'à des 
valeurs réelles et positives de m , ou bien , à des 
valeurs composées d'une partie réelle et d'une par- 
tie imaginaire, s'il en existait, dont la partie réelle 
serait positive. De cette manière , si tu et m' sont 
deux racines de l'équation (a) dont on fera usage 
m' et «'» différeront de ± m et i f»« . 

Cela étant convenu, je multiplie l'équation (1] 
par Xdr, puis j'intègre depuis ;r = jusqu'à x = /; 
ce qui donne 

y»i * . Xy /»' rf4y 
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Ea inté^ant par partie , on aura 



rf*' dx dx* ds* dx dx^ ^) 






Les termes compris entre les parenthèses répon- 
dent à s=z l , et ceui qui sont renfermés entre des 
crochets , à jp = ; ils se détruisent les uns et les 
autres, en vertu des équations (2) , (3) , (4) , rela- 
tiTes à ces limites ; et, d'après Téquation {d) , qui 
a lieu pour toutes les valeurs de s , si Ton met 

d/^ X 
m^Xàk place de -r--- sous le signe/, ooaura 

Donc , à cause de 

/,! * . Xy <*' . / Xydbr 

~Tr' dx ~ / «> ^ 
o di* jf; 

nous aurons 

rf« .fXydx . , 

^^ 1- &■ m^fXyds = 0. 

L'intégrale complète de cette équation différen- 
tielle du second ordre est 

/j Xjfdx = H cos m* ht + H' sin m* J/j 

H et H' désignant les deux constantes arbitraires. 
Pour les déterminer, je fais 1=0 dans cette for- 
mule et dans sa différentielle par rapport à I; et 
en ayant égard aux équations (4) , il en résulte 



Quel que soit i^ on aura donc 

/^ Xydx = / Xf s dx . cos m» bî 

xds.Hn m* ht. 



1 /*' 



{•) 



Je substitue la formule (6) à la pUce de y dans 
le premier membre de cette équation (#) ; son se- 
cond membre ne contenant que cos m» 6l et 
sinm> 6#, si m'est une racine de Féquation (a), 
telle que m' et m'* diffèrent de ± « et :t «* ' 
comme on l'a supposé tout à l'heure, il faudra que 
le terme correspondant à m' disparaisse da premier 
membre; ce qui exige qu'on ait 

X' désignant ce que X devient quand on y change 
m en wl. Hais pour le cas de im'= m, on conclura 
de cette même équation (•} , 



V 



Vy*'x»dx,=zf'Xfsdsf 



ce qui fera connaître les valeurs de E et E' en 
fonctions de m, au moyen desquelles la formule 
(i) deviendra 



y = SX 



J ^ X^xdx r Xf'xds 
-7.7- cos m» bt + *^— -— sin f»« 



lf> 



■/> 




(9) 



dy 



Cette expression de y et la valeur de — qui s'en 

di 
déduit, ne renfermant plus rien d'inconnu , elles 
feront connaître , à chaque instant , Tordonnce et 
la vitesse d'un point quelconque W de la courbe 
AWB'; ce qaiest la solution complète du problème. 

L'intégrale / X» dx s'obtiendra , sous forme 

^ O 

finie , par les règles ordinaires ; les valeurs des in- 

tégrales J Xfxds, et P Xf'xdx^ ne pour- 

ront, généralement, se calculer que par la mé- 
thode des quadratures. 



624. Si l'on fait 1=0 dans les expressions de y 
dy 
et— , on aura, d'après les équations (4) et (y) , 
dt 




(*) 



f'x = 2 



Ces deux formules semblables auront lieu pour 



/ 
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des fooctiont quelconques fx et #'« oootinaet ou 
ctiscontinnet, mais seulement depuis s = jus* 
qu*à «=1, et en ebserrant qu^elles ne contien- 
dront aux valeurs extrêmes de s que quand celles 
de ces fonctions rempliront la condition énoncée 
précédemment (n» 620), Quoique nous ne puis- 
sions pas démontrer ces formules directement, 
elles n*en sont pas moins certaines , ainsi qu'on Ta 
expliqué dans le n® 617. 

Dans le cas particulier où tous les points de la 
▼erge ont reçu primitiTcment une Titesse com- 
mune et une vitesse proportionnelle à leurs dis- 
tances à son milieu , il est évident qu'elle doit 
prendre un mou? ement de translation et un mou- 
vement de rotation, sans aueune courbure ni vi- 
brations. CTest aussi ce qu*on peut conclure de ces 
équations {h) et de la formule (5). 

En désignant par et y deux quantités con- 
stADtes , on a alots 

fjf = 0, f'jp = c + y (« — i. 1)5 

et si Ton différentie la seconde équation {h) , et 
qu^on ait égard à Téquation (^ , on en conclut 



:^4< = Oi 



t étant un nombre entier et positif. Par consé- 
quent, le développement suivant les puissances de 
t f dcHa partie 



X sin m* ùt 





m* b 



de la formule {g) , se réduira à son premier terme 



<Z 



j: 



X*da 



coude équation (A). Donc, à cause de M=:0 et de 
la valeur de f^^r , la formule {g) sera simplement 

comme cela doit être. 

fi26. Au moyen de Téquation ( / ), on peut prou* 
ver que Téquation (a) n'admet aucune racine com* 
posée d'une partie réelle et d'une partie imaginaire* 

En effet,8apposons qu'il existe une racine telle que 

f'\'9 V'^ 1 ; il y en aura une autre qui ne différera 

de celle-là que par le signe dej/ — 1 , et sera 

/ — 9 1/— -1 s on pourra donc prendre , dans l'é- 
quation ( / ) ) 

/ et 5 désignant des quantités réelles dont aucune 
n'est séro. On aura , en même temps , 

X=F + Gl/irr, X'raï — G|/dT} 

F et G étant aussi des quantités réelles. Par consé- 
quent , l'équation (f) deviendra 



/■< 



F» -f G» ) dap = 0; 



lequel aura pour valeur <f '« , en vertu de la se- 

X = 4m3 ^ (s — j /), oos m* ht = 1, 
et le terme dont il s'agit sera 



équation impossible , puisqu'il faudrait , pour 
qu'elle eût lieu, qu'une intégrale dont tous les 
élémens sont positifs, et qui en exprime la somme 
(no 13), fût égale à séro. Donc aussi la supposition 

d'une racine / + ^ |/^--^ est inadmissible. 

Cette dernière équation serait encore inadmis- 
sible si /*ou g était téro ; mais alora on ne pourrait 

plus prendre /* + ^ |/^^ et f — g \/^\ pour m 
et m' ; car l'équation {J) suppose que m' et m'» dif- 
fèrent de :t m et ± I»* ; ce qui n'aurait pas lieu 
dans le cas où l'une des deux quantités /* et ^ se- 
rait nulle. 

636. Pour la racine m = de Téquation (a} , le 
terme correspondant de la formule (9) se présente 
sous la forme ^ ; on obtiendra sa véritable valeur 
en supposant que m soit seulement une quantité 
infiniment petite. On aura olon 



sin m* ht = m* &i j 



I fl ^^' "" '^ ^'^' + */•' ^^' "* ^ *''*' I "^^ 



l) 



Il répond à des mouvemens de translation et de 
rotation communs à tous les points de la verge j 
nous en ferons abstraction ; et en n'ayant point 
égard à la racine m = , tous les termes de la sé- 
rie (9) seront périodiques. 

Mais si l'on fait attention que les différentes va- 
lenn de m sont incommensurables , on voit qui! 
n'arrivera pas, en général, que tous les points de 



la verge reviennent, en même temps, à leur état 
primitif, ou, autrement dit, nue verge élastique 
n^exécutera pas dans tous les cas, comme une corde 
étendue , des vibrations transversales isocbrones. 
Pour que Tisochronisme ait lieu, et pour que la 
verge fasse entendre un son unique et appréciable, 
il faudra que , d'après sa courbure et les vitesses de 
ses points à l'origine du mouvement, tous les ter- 

42 
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met de la formule {jg) disparaisseot , eicepté un 
leul , et qu'elle se réduise à la forme 

y = X (£ sin M> (/ -f E' cos m» bi) , (t) 

où Ton a remis , pour abréger, les constantes E 
et E' à la place de leurs valeurs trouvées plus haut. 
Lorsque la formule (y) se réduira à un petit nombre 
de termes, la verge fera entendre à la fois plusieurs 
sons distincts, dont les tons ne pourront pas être 
comparés entre eux exactement. 
627. Désignons par x une valeur numérique de 

m/ tirée de réquation(a), de sorte qu'on ait m= — , 

Soit T la durée d'une vibration entière de la verge, 
correspondante à cette racine m, et s» le nombre de 
vibrations dans l'unité de temps. D'après l'équa- 
tion (s), on aura 



T = 



X* b 



x«6 
2wi* 



en sorte que les différens tons que peut faire en» 
tendre une verge pliée dans le même sens, vibrant 
transversalement et libre par ses deux bouts , dé- 
pendront des valeurs de x , et le plus grave , ou le 
ton fondamental , répoudra à la plus petite de ces 
valeurs. 

Il est évident que la quantité h* , donnée par 1» 
formule (6), ne dépend pas de la longueur /de la 
verge ; s'il s'agit d'une verge cylindrique ou circu- 
laire, on voit aussi que cette quantité est propor- 
tionnelle au carré du diamètre. Pour deux verges 
cylindriques et formées de la même matière , et 
pour le même ordre de vibrations, c'est-à-dire, 
pour la même valeur de x, le nombre n sera donc 
en raison directe de l'épaisseur et inverse du carré 
delà longueur. 

S'il s'agit d'une verge prismatique , elle fera en- 
tendre, en général, deux sons différens, selon 
qu'elle vibrera transversalement dans un sens ou 



dans un autre. Ainsi , en supposant , par eiempl», 
que la section normale soit un rectangle , et qu'on 
fasse vibrer successivement la verge, de manière 
que la base ou la hauteur du reotangle soit perpeu' 
dicnlaire au plan de la courbe A'H'B', les valeurs 
successives de n seront entre elles comme cette 
hauteur et cette base , pour le même ordre de vi- 
brations. Lorsque la section normale sera triangu- 
laire, comme dans le troisième exemple du n« 621, 
la valeur de b* ne sera pas la même pendant deux 
demi-vibrations successives ; leurs durées seront 
donc inégales; oe qui n'empêchera pas les vibra- 
tions entières d'être isochrones , en supposant 
toujours que la formule {g) se réduise à un seul 
terme. 

En égalant à téro le facteur X de la formule (s), 
on déterminera les valeurs de x qui répondent aux 
mmds de vibrations , c'est-à-dbe , aux points im- 
mobiles sur la droite AB, pour chaque valeur de «», 
ou pour chaque ton que la verge peut faire en- 
tendre. 

628. Lorsque la verge élastique que nous consi- 
dérons sera encastrée à son extrémité A et libre h 
son autre bout , le filet moyen demeurera tangent 
en A, à la droite AB, pendant toute la durée du 
mouvement ; de sorte que les équations (3) du pro- 
blème précédent devront être remp^lacées par 

X = 0, y = 0, — == 0. 

On modifiera, en conséquence et sans aucune dif- 
ficulté, l'analyse précédente ; et Ton trouvera que 
la valeur générale de y sera encore exprimée par la 
formule (y) ; mais les valeurs de m, qu'on y devra 
employer, devront être tirées de l'équation 

(«wf -J- #-mi) cos m/ 4- 2 = , (o') 

qui ne diffère de Téquation (a) que par le signe dn 
dernier terme : la valeur qu'on prendra pour X 
sera en même temps , 



X s= (««' + fl— «i 4- 2 cos mi) (sin m* — i #«* + - e-"«) 
4- (2 sin ni/ 4- «Mi _ e-*') (cos «w — i ««» — - e-**). 



Pour que la verge , vibrant ainsi transversale- 
ment , ne fasse entendre qu'un seul son , il faudra 
que, d'après son état initial, la formule {g) se ré- 
duise à un seul terme ou à la formule (•) , comme 
dans le cas précédent. Si l'on désigne par x' une 
valeur positive de flii,tirée de l'équation (ii'); par T' 

x' 
la durée d'une vibration correspondante & m = — , 

/ 
et par n! le nombre de vibrations dans l'unité de 
temps y on aura 

2wh x'« 6 



T» = 



x'-4 ' 



2W> 



et tout ce que l'on a dit , dans le numéro précé- 



dent , sur la comparaison des tons des verges li- 
bres à leurs deux bouts , s'appliquera également 
au cas des verges encostrées à l'une de leurs extré- 
mités : on déterminera aussi les nœuds de vibra- 
tions qui accompagneront chaque ton rendu par 
une même verge, en égalant à xéro la valeur précé- 
dente de X. 

629. Pour résoudre, par approximation, les 
équations (a) et (a'), je désigne par t un nombre en- 
tier positif ou zéro , et je fais 

m/ = X = -(:?»■ + 1) ir :p l', 



dons Téquation (a), et 

ml = ^'=^ [li+ 1) 



±f. 



DTRAMIQOE, SECONDS PARTIE. 



S81 



«iant rëqiutioD («f); l ti $> éUnt dos quantiléi 
positif es et qai ne peuvent pas surpasser -^ w. Je 
prends les signes supérieurs ou inférieurs dotant 



ces BOiiTelIes inconnues, selon que test pair ou 
impair ; et , de cette manière , les équations (a) 
et {a!) deviennent 



sio i = 



sin l'as 



Z 



2 



(*) 



,7 («+0' ±^+.~T (2*+0',T'' 



Diaprés les limites de l et l', il est aisé de voir 
que chacune de ces inconnues n^anra qu'une seule 
▼aleur pour chaque valeur de t'; celle de ^, pour 

t= 0, tara /=-• ir;et comme elle répond à 

■1=0, il en faudra faire abstraction. Pour ^=1 , on 
a 1^=0,01797| en négligeant X dans le second mem- 
bre de la première équation {k) ^ et si Ton y substi- 
tue cette première ? alenr approchée de I) on aura , 
plusexaoteroent, 

^ = 0,01705. 

Les fleurs de ^ relatires à t = 2 , i= 8 , etc. , se- 
ront eneore plus petites que celle-ci ; les valeurs 
de X différeront donc très peu des multiples impairs 

de '^ *^ ( et , d'après Texpression du nombre n, les 

tons de U verge libre par les deux bouts forme- 
ront , à très pen près , une série croissante comme 
les oarrés des nombres 8,6,7, etc. La plus petite 
▼alenr de x, correspondante an son le plus grave , 
est 

A = — + 1 = 4,74603. 
2 

Dans le eaa de f's= 0, après quelques essais , on 
trouve , à un degré suffisant d'approximation , 

1» r= 0,30431. 

La plus petite valeur de fJ sera donc 

X' = lir + ^ = 1,87011. 

• 

En comparant donc son carré à celui de la talenr 
précédente de x, et observant que ces carrés sont 
entre eux comme les nombres n' et n des vibrations, 
on aura 

n! 

— = 0,16715, 

M 

pour le rapport du ton le plus grave de la verge en- 
castrée par un de ses bouts , à celui de la même 
verge libre à ses deux extrémités. Les autres va- 
leurs de i' sont très petites; les valeurs correspon- 
dantes de x' seront donc , à très peu près , les mul- 

jtiples 3, 6, 7, etc., de -^ «-; et les tons de la verge 

encastrée , le ton le plus grave excepté , formeront 
une séria croissante comme les carrés de ces nom- 
bres impairs. 



L'expérience a confirmé depuis long-temps tout 
ce que la théorie a fait connaître relativement aux 
séries de tons que font entendre les verges élasti- 
tiques, libres ou gênées par leurs extrémités, à la 
position des nœuds qui accompagnent ces différons 
modes de vibrations, et aux rapports des tons, 
suivant les longueurs et les épaisseurs. Nous allons 
maintenant comparer entre eux les tons , ou les 
nombres de vibrations transversales et longitudi- 
nales d'une même verge élastique. L'observation 
a aussi confirmé, sur ce point, les résultats du 
calcul. 

630. Je supposerai, pour fixer les idées, quela 
verge soit libre k ses deux bouts dans ces deux 
sortes de vibrations^ et je me bornerai à considé- 
rer le ton le plus grave pour les unes et pour les 
autres. 

En employant la plus petite valeur de x^ trouvée 
dans le numéro précédent, on aura 

pour le nombre de vibrations transversales dans 
l'unité de temps. Si l'on désigne par n, le nombre 
de vibrations longitudinales dans le même temps , 
on aura , d'après le troisième cas du n» 406 , 



»i = 



21 



et comme on a 6 == aJk (no 621), il en résultera 

n = (7,12164) — , 

formule indépendante de la matière de la verge, au 
moyen de laquelle on conclura le ton transversal 
du ton longitudinal , ou réciproquement. 

La grandeur de la ligne h qu'elle renferme dé- 
pendra de la figure de la section normale , et sera 
proportionnelle , toutes choses d'ailleurs égales , à 
l'épaisseur. Cette dimension éUnt très petite rela- 
tivement à la longueur 1, il s'ensuit que le ton des 
vibrations transversales sera très grave par rapport 
à Tautre ; ce qni est conforme aux observations 
qu'on fait le plus communément, l^sprès le n^ 521, 
si la verge est un cylindre dont le rayon soit f , on 

a Ik = -^ • ; et si elle est un parallélipipède , et 
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que fl soit aussi la demi-ëpaiaseur, on o ^ = -^^: 

1/3' 

on aura donc, dans ces deux cas, 



m, 



m. 



n = (7,12164) — , » = (7,18164) 

2/ l\/^S 

Comnia le nombre fi| est indépendant de la Bg^ure 



et des dimentiona de la section normale, il a'en- 
anit qne pour les mêmes grandeurs de t et de <, le 
nombre de Tibrations transversales est plus petit 
dans le premier cas que dans le second , dans le 

rapport de yS\ 2 *. 



* Ponr la eoi^araiioD d« cet IbrmnlM à robterratioD , tajn Uê 
AiinaUi d» CUmiê f| ^ Pkjii^iu . tome XXXTI, pi«t M. 



CHAPITRE IX. 



EQUATIONS ET PROPRIETES GENERALES DU MOUVEMENT d'uN STSTÀHB 

DE CORPS. 



$ !•>' Éçuatùmê génértUêê dt e$ moutêmmU, 

631. Puisque les forces perdues par tous les 
points du système pendant la durée de chaque 
instant doivent se faire continuellement équili- 
bre (n» 360), si Ton applique à ces forces le prin~ 
cipe des TÎtesses virtuelles , on obtiendra une for- 
mule générale, de laquelle on pourra déduire, dans 
chaque cas, toutes les équations du mouvement, 
de même que Ton déduit toutes celles de Téquili- 
bre , de Féquation générale des vitesses virtuelles. 
Quelque naturelle que paraisse cette combinaison 
du principe général de la Dynamique avec celui de 
Téquilibre, on ne Ta pas faite cependant & Tépoque 
où le premier de ces deux principes a été connu , 
et quoique le second eût été donné auparavant 
dans toute sa généralité. Ce rapprochement des 
deux principes est dû à Lagrange , qui a réduit , 
par là à un procédé uniforme les solutions de tous 
les problèmes de Mécanique , ou du moins la for- 
mation dès équations différentielles dont ils dé- 
pendent. C'est ce procédé général que nous allons 
maintenant exposer, en observant , toutefois , que 
Tordre qui a été suivi dans ce Traité , où Ton a ré- 
solu directement les problèmes relatifs aux corps 
solides et aux corps flexibles , en allant du plus 
simple au plus composé , a paru plus propre à une 
étude approfondie de la Hécanique et à renseigne- 



ment de cette science, que Ton ne doit paa con- 
sidérer seulement sous un point de vue abstrait et 
indépendant des circonstances physiques. 

632. Soient iBi,m', m", etc., lesmaaseadea pointa 
du systèmedont noua allons nous occuper. An bout 
du temps t, compté depuis Torigine du mouvement, 
désignons par s,3f, a, les trois coordonnées rectan- 
gulaires de m, et par X , T, Z, lea oomposantea de 
la force accélératrice appliquée à ce point maté- 
riel, dirigéea suivant lea prolongemeos de s , jf, m^ 
dans le sens positif. Convenons aussi de représen- 
ter par les mêmes lettres, avec des accena,les 
quantités homologues qui répondent aux autrea 
points m', m", etc. Les composantes suivant lea di- 
rections de X , Y, Z, dé la force perdue par ce point 
quelconque m pendant l'instant <fl, seront 

par conséquent , Téquilibre aura lieu dana le aya- 
tème , en supposant le point m aollicité par cea 
forces , et chacun dea autres points m', m", etc., 
par des forces semblables. Or, on formera Téqua- 
tion générale de cet équilibre , en mettant dana 
l'équation (a) du n» 341, les trois composantes 
précédentes à la place de X , Y, Z; ce qui donne 



^"(^-4^) " + *-(' - ijr) *» + *■- (* -^)'' = «i C^ 



dyuamiqui, sigûrdi partu. 



l«s sonnes S s*étendaDt à tons tes points «, m*, 
flfi", cto., do systène , et se oonposeat, par consé* 
qnent, d*an nonbre de parties égal au oonbre de 
ces points. 

Noos supposerons , comme dans le numéro eité| 
que les liaisons de ces points matériels sont expri- 
mées par les équations 

i=:0, l' = 0, L"=0, etc., (a) 

dans lesquelles L , L', L", etc., sont des fonctions 
données des Tariables s , y, s , s', etc., ou d'une 
partie d'entre elles , qui peuvent aussi renfermer 
le temps t explicitement. Si, par exemple, le point m 
est assujetti à demeurer sur une surface qui change 
de forme graduellement , eu qui soit en mouve- 
ment dans Tespace, et que L = représente Té- 
quation de cette surface , L sera alors une fonction 
donnée de «, y, s, I. 

Quoique les forces dont Téquation (1) exprime 
Téquilibre répondent à des quantités de mouve- 
ment perdues pendant la durée du temps ilf, et que 
pendant cet instant les positions des points m, m^, 
ta", etc., changent infiniment peu, on peut, néan- 
moins I supposer que cet équilibre a lieu dans les 
positions que ces points occupent au bout du 
temps I, c'est-à-dire, que l'on peut faire abstrac- 
tion de leur changement de position pendant l'in- 
stant di , qui ne saurait altérer les quantités de 
mouvement perdues pendant qu'il s'effectue, que 
d'un infiniment petit du second ordre, et les forces 
motrices correspondantes, que d'un infiniment 
petit du premier ordre. Les déplacemens infiniment 
petits que suppose le principe des vitesses virtuel- 
les, et qui sont eiprimés, suivant les directions 
des coordonnées , par 1^ , ly, Is , pour le point m, 
par Ils', ly, l'a*, pour le point m', etc., doivent donc 
satisfaire aux conditions du système, telles qu'elles 
sont à la fin du temps t\ par conséquent , il faudra 
que les équations (2) aient encore lieu quand on y 
mettra « -|- 1», y -f ly, a -f 1«, 4p' + te\ etc., 
à la place de 4: , y , a , «' etc., sans faire varier le 
temps t qu'elles pourraient contenir explicitement ; 
d'où l'on conclut , comme dans le n» 841 ^ 

di dL dL dl 

dif dy di ds» 

dV dV dV dV 

-. #. + ly + ^, + ,,. + etc! =0,1 
ds dy dm dg* )k^) 

dV* dV dU' rfL" 

--hf^ ^^^U-i isr' +etc. = 0, 

ds dy ds dx' 

etc. 

Au moyen de ces équations , on éliminera dans 
le premier membre de l'équation (1) une partie des 
quantités J^ , ly , etc., puis on égalera à xéro les 
coefiiciens de chacune des quantités restantes. En 
employant , comme dans le n° 342, la méthode des 



facteurs indéterninés, o»seia conduit,. de cette 
manière , aux équations 

d^M dl dV dL" \ 

m— =«X+x — + x^ |-x" — -f-etc, 

df* ds dM d» 

d»y dL dV dl" 

m =mY-|-x l-x' |.x" f-etc, 

di» dy dy dy 

d* s dL dL' dL" 



(4) 



mZ + K l-x'— +x" -fctc, 

d* de djÊ 

dL dV dL" 

:«i»X'+x f- x' — + x" 1- etc. , 

dx' dx^ dx^ 



dans lesquelles x , x', x", etc., sont des facteurs 
dont les valeurs feront connaître les forces prove- 
nant de la liaison des points du système , et de la 
résistance des surfaces ou des courbes sur lesquels 
les ils peuvent être astreints à se mouvoir (n» 842}. 

Les équations (2) et (4) seront toujours en même 
nombre que toutes les inconnues du problème, sa- 
voir : les quantités x , x', x", etc., en nombre égal 
à celui des équations (2), et les coordonnées des 
points m , m', m", etc., en nombre triple de celui de 
ces mobiles, et égal au nombre de ces équations (4) ; 
elles suffiront donc pour déterminer, dans tous les 
cas , les valeurs de toutes ces inconnues en fonc- 
tions du temps. 

633. Supposons que les forces données qui agis- 
sent sur tous les points du système se partagent en 
deux groupes , de sorte qu'on ait 

X = P+U, y=Q4-V, Z=R+W, 
Xr=P' + U', V=Q'+V', Z'=:R'+W, 
«tO.} 

supposons aussi qu'on soit parveAu à intégrer les 
équations différentielles du problème, en ayant 
seulement égard aux forces P, Q, R, P', Q', R', etc.; 
et soient a, &, 0, etc., les constantes arbitraires que 
renfermeront ces intégrales. On étendra cette solu- 
tion aux forces complètes X, T, Z, X^, T', Z\ etc., 
au moyen de la méthode fondée sur la variation 
des constantes arbitraires, dont le principe a été 
exposé dans le n» 229. Les différentielles des quan- 
tités a, 5, 9, etc., devenues variables, seront li- 
néaires par rapport à U , V, W, V\ V, "W, etc., et 
de la forme : 

da = AU -f BV -fCW -f A' t' + etc. , 
d6 = A, U -f B, V -f C. W -f A'i U' -f etc. , 
dc=A,r-fB. V-f C, W+A',lJ'.fetc., • 

etc ; 

A, B, etc., étant des fonctions des mêmes incon- 
nues a , 6 , , etc. Par là , les équations différen- 
tielles secondes du problème se trouveront changées 
en un nombre double d'équations différentielles 
du premier ordre ; mais cette transformation sera 
principalement utile, lorsque les forces secondai- 
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res U , V, W, U', etc., seront trèf petUes par rap- 
port aui forces prîmîiites P, Q , R , P', etc.; ce cim 
permettra, dans une première opproiimation , de 
considérer comme constantes les quantités a , ft , 
, etc., que renferment les coefficiens A , B , etc., 
et , conséqueniment , de déduire des formules pré- 
cédentes , par l'intégration immédiate ou par la 
méthode des quadratures , les parties variables de 
ces inconnues. 

C'est Lagrange qni a ainsi étendu à tout Iw pro- 
blèmes de la Mécanique la méthode de la Tariation 
des constantes arbitraires , à laquelle il avait ra- 
mené , autrefois , la théorie des solutions particu- 
lières des équations dififérentieltes , et dont il avait 
aussi fait d'autres applications moins générales. 
Hais il s'était borné à donner les expressions géné- 
rales des quantités U , V, W, U', V\ W, etc., en 
fonctions linéaires des différentielles da, dA, 
do, etc.; et il restait à trouver les formules inverses 
qui donnent directement, dans le cas général , les 
différentielles des inconnues a, 6 , o , etc., en fonc- 
tions linéaires des forces U , V, W, etc., et à dé- 
montrer, d'une manière directe et générale, les 
propriétés importantes dont jouissent leurs coeffi- 
ciens A , B, C, etc. Ë'est ce qui a été fait dans les 
mémoires que j'ai insérés , sur ce sujet, dans le 16« 
cahier du Journal dt f Écolo Polytoekmquo , et 
dans le tome 1» des Mémoùros do PAcadèmio doo 
Scionooo, et auxquels je me contente de renvoyer 
le lecteur, curieux de connaître cette théorie dans 
tous ses détails et les conséquences qu'on en a dé- 
duites. En appliquant successiTement les expres- 
sions générales de (2a , dA , <ip , etc., au problème 
du mouvement d'un point matériel attiré vera un 
centre fixe suivant une fonction quelconque , et au 
problème du mouvement d'un corps solide autour 
d'un point fixe, on obtient les mêmes expressions 
pour les différentielles des constantes homologues 
dans ces deux problèmes , si différens l'un de l'au- 
tre ; et par là les deux questions principales de 
l'Astronomie , savoir, la détermination du mouve- 
ment des corps célestes, considérés comme des 
points matériels isolés, et la détermination du 
mouvement de ces corps autour de leurs centres de 



gravité respectifs , se trouvent rameoées aux mê- 
mes formules et dépendre de la même analysa. 

634. n est évident que si Tune des équations (S) 
est une suite des autres , l'une des quantités a , â', 
x", etc., devra rester indéterminée, puisque alon 
on pourra supprimer on conserver ariiitrairemeni 
cette équation superflue. Si a et 5 sont des con- 
stantes données , et qu'on ait, par exemple ,. 

L« = oL + bl\ 

chacune des trois premières équations (2) n'ajou- 
tera rien aux conditions exprimées par les deux 
autres, et, conséquemment, l'une des trois incon- 
nues X , x', x", devra rester indéterminée. C'est 
effectivement ce qui aura lieu ; car si Ton fait 



+ «X" = M 



+ ôx" = 



m'. 



ces trois inconnues se réduiront, dans les équa- 
tions (4), aux deux quantités /a et ft', qui pourront 
seules être déterminées au moyeu de ces équations, 
et dont on pourra seulement déduire les valeurs 
de deux des trois quantités x, V, x". 

Si le point matériel m est assujetti à rester à des 
distances constantes et données de trois points fixes 
A, A'', A" (fig. 113), sa position sera complètement 
déterminée; ses coordonnées auront donc des va> 
leurs constantes; et les trois premières équa« 
tiens (4) se réduiront à des équations d'équilibre , 
qui détermineront les tensions des fils Am , A'm, 
A"m , par lesquels le mobile m sera attaché aux 
trois points fixes. Si ce point matériel est assujetti 
à demeurer à une distance constante d'un qua- 
trième point fixe A"^ l'une des quatre distanees 
Am, A'm , A"m, A'"m , sera déterminée d'après les 
trois autres ; l'une des quatre conditions données 
étant ainsi une suite de trois d'entre elles , la ten- 
sion de l'un des quatre fils Am, A'm, A"«, A"'m, 
demeurera indéterminée, d'après ce qu'on vient 
de dire , et conformément à ce qu'on avait dit déjà 
dans le n*393. Appelons, en effet, I, f, f^ f^, 
les quatre distances données; désignons par a^ 
b , 0, les trois coordonnées de A, par a', b'f e', celles 
de A', etc. ; nous aurons 



L = l/{x - o). + (y - hy + (s - c)« -/ =0, 

L' = |/(* - a')i + (y - b'y +(o^ c'). - r = 0, 

L" = l/(x — fl")« + (y — 6")« + (s -- c'> — r = 0, 

L'" = ]/{s — fl"f)s + (y — 5"')* + (» — c"')* — **' = , 

})(uir les équations (S) ; et si Ton représente par « , C^ y, des valeurs constantes do s , y, s , qui satis- 
font à ces quatre équations, on aura 

,. + Ml_- °) , *'(*- »') , -" (- - "") . X'" (. - g'") _ 
«Y . ^ (g - ^) ^'{c - y) . X" (c - yp , X'" (c - &"0 _ ^ 
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po«r les éqiulion8(4), <|oi laisseront ÎBdéterminée 
Tana d«s quoire qasolUéi k , x', x", a"', lesquelles 
sooi, etMnnie oo l'e dit dans le n« 346, les tensions 
des fils A«i , A'ei , A"fli , A'^'ei. Seis , quelque peu 
eatensibles que soient oes fils , si Ton a égard à 
cette ciroonstance physique I le point nMtërielei 
fera de petites vibrations , qui seront oomplète- 
«ent déterminées, ainsi que les tensions des 
quatre fils, à chaque instant. 

686. Pour le faire voir, supposons , pour fiier les 
idées , que la force qui agit sur le point m soit la 
pesanteur, que nous représenterons par g. En pre- 
nant Taxe des m Tertical et dirigé dans le sens de 
cette force | ses trois composantes seront X c= 0, 
T =0, Z = f. Appelons • , i', i", •"', les exten- 
sions que les quatre fils I, f, f /", éprouveraient 
si le poids «if était sospeodu verticalement à leur 
estrémité inf^eure^ soient e, ^, ^', ("', les ez- 



X = ' — , x' = 



— gmi 



An bout du temps I , soient aussi 

* = • + «» y = ^ + »i » = > + tt'î 
k, C^ yy étant les mémos constantes que précédem- 



i = 



1 



tensions de oes mêmes fils au bout du temps i , 
pendant le mouvement ; leurs tensions au même 
instant auront pour valeurs (n» 288) 



gmt gmt' gmi" gm^ 



III 



■M 



.'/f 



Le mobile m n^étant plus assujetti à demeurer à des 
distances constantes de A , A', A", A'", on devra 
supprimer les termes des équations (4) , qui oui 
k , k\ x", x"', pour facteurs , et qui provenaient de 
ces conditions \ mais , d'un autre côté , il faudra 
joindre au poids de ce point matériel les quatre 
foroes précédentes, dirigées de m vers A, deei 
vers A', de m vers A'', de m vers A'") ce qui re- 
tient à substituer , dans les équations (4) , les va- 
leurs précédentes de L , L', L", L'", en y faisant , 
en même temps , 



ji — 



-^î" 



.•r 



x"' = 



-^'" 



.'M 



ment , et u, v, u/ , des variables très petites, dont 
nous négligerons les carrés et les produits; il en 
résultera 



-o) «+(e-i) ,+(^-6)1..], 



1 



t" = 



1 

-K' 



-a")ii+(C-6")i^ + (>-f>], 



r= 



- «• - o"> + (C - 6'") r + l> - c'")'^li 

r' 



«t, relativement k ces inconnues u, v, w, les équations (4) seront linéaires, et se réduiront a 



d» V 
dîT 

d* w 
W 



b 



-a) ? . (--«•) { ' (« - a") f (« - a'") {' " 

i. * m t • m.M I tfr/ III 



+ s 



] 



= 0, 



= 0, 



= 0. 



Leurs intégrales s^obtiendront par les règles ordi- 
naires ; elles renfermeront six constontes arbitrai' 
res, que Ton déterminera de manière qn^à l'ori* 
ginedu mouvement les fils Am , A'm, A"m , A'"m, 
aient leurs longueurs naturelles l, l', I'', f ', et que 
la Titesse initiale de msoitséro, c'est -k-d ire, de 

du dv dw 
manière que les six quantités « , e, u^ , — , — , — , 

di di di 
soient nulles quand f=:0. Cela fait , ces intégrales 



feront connaître, k un instant quelconque, les va- 
leurs de «,«,««, ou la position du point m; et les 
extensions ( , (\ ^', ^", drs quatre fils, oinsi que 
leurs tensions au même instant , saront aussi dé- 
terminées. La même analyse peut facilement s'é- 
tendre au cas où le point m serait retenu par cinq 
on un plus grand nombre de fils, attachés à des 
points fixes. 

Si l'on suppose nulles les quantités « , v , w , et 
qu^on supprime, en conséquence, les premiers 
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termes des trots demièrei des sept éqnatioDs prë- 
cédento*, les Talenrs de «, «, w, ^ ?', ^'\ {"\ qu*on 
déduira de ces sept équoUons , répondront à Tétet 
d^éqiiilibre da poids de m et des quatre fils de 
suspension. 

636. IVous «Tons eipliqué, dans le no 363, com- 
ment le principe de D'Alembert a aussi lien dans 
le cas d^nn changement brusque de vitesse, résul- 
tant de oe que des forces qu'on nomme impulnoni 
ou ptrcuêêûmg , agissent sur les mobiles arec de 
grandes intensités , pendant des intervalles de 
temps extrêmement petits , et leur impriment des 
vitesses qui peuvent être très grandes , sans que 
les points de ces corps soient déplacés sensible- 
ment. L'équation fournie par la combinaison de ce 
principe avec celui des vitesses virtuelles, s'appli- 
quera donc également à ces sortes de cas. Ainsi, 
supposons que des forces de ce genre sdlent appli- 
quées simultanément aux points matériels m , «i'| 
m", etc. , du système que nous considérons. Dé- 
signons par A, B, G, les vitesses données et paral- 
lèles aux axes des coordonnées , que ces forces 
imprimeraient au point m s'il était libre , et par a , 
6, 0, les vitesses inconnues qu'il prendra réelle- 
ment, suivant ces mêmes directions. Appelons 
A', B', C, «', 6', o\ les quantités homologues rela- 
tivement au point m' ; A», B', C", a'\ b\ c", celles 
qui répondent au point m" \ etc. , Les quantités de 
mouvement perdues suivant les directions des 
coordonnées seront 

m(A — a), «i(B — 6), m(C — e), 

pour le point m , et de même pour tons les autres ; 
par conséquent , si l'on applique à ce système de 
forces l'équation («) du n» 341, on aura 

Jin[(A— a)^ + (B— 6)ly + (C — «)/j]=:0î(6) 

la somme 2 s'étendant à tous les points du sys- 
tème, et Jtv , ly , Xs , étant les accroissemens qu'on 
attribue aux coordonnées du point quelconque m. 

Si les liaisons des points du système sont tou- 
jours exprimées par les équations (2), il faudra que 
lir, ly, Imj et les accroissemens 1»', ly', l»\ 
Ijr", etc. , des coordonnées des autres points «', 
mf\ etc., satisfassent aux équations (3) ; au moyen de 
ces équations , on éliminera donc de la formule (6) 
une partie des quantités lïr, ty, etc. ; puis on 
égalera à xéro les coefficiens des quantités res- 
tantes. En employant , comme plus haut , la mé- 
thode des facteurs indéterminés, leurs valeurs 
feront connaître les percussions qu'éprouveront les 
liens matériels des points du système , par Teffet 
d'un changement brusque de vitesse , et les per- 
cussions norniales aux surfaces ou aux courbes sur 
lesquelles ces points sont astreints à se mouvoir. 

637. Lorsqu'on voudra appliquer Téquation (6) 
i un changement brusque de vitesse produit par 
le choc des corps du système entre eux , ou contre 
des obstacles fiies, il y aura plusieurs observations 
importantes k faire. 



Soient 1 et ■' (fig. 1 14) deux de ces eorpt solides, 
K leur point de contact , HK.H' la normale com- 
mune à leurs surfaces en ce point. Les déplace- 
mens des différons points de ces mobiles pendant 
toute la durée du choc, étant regardés comme in- 
sensibles, l'équilibre des quantités de mouvement 
perdues peut se rapporter à tel instant qu'on vou- 
dra de cette durée (n» 363) ; en sorte qu'ayant pris 
pour A , B , G , les composantes de la vitesse d'un 
point quelconque au commencement du choc, on 
peut prendre, en même temps, pour o , i , e , les 
composantes de sa vitesse à un instant quelconque 
de ce phénomène ; et les vitesses de tous les points 
du système, qui varient très rapidement pendant 
cette durée , devront toujours satisfaire aux con- 
ditions de cet équilibre. Hais pour que ces condi- 
tions soient exprimées par l'équatioib des vitesses 
virtuelles , il faut que les dépUcemeas infiniment 
petits qu'on attribue aux points du système, soient 
compatibles avec sa nature et avec la disposition 
relative de ses parties à l'instant que l'on consi- 
dère ; et, de plus, il est nécessaire que la même 
chose ait lieu à l'égard des déplacemens directe- 
ment contraires (no 831). Ainsi, par exemple, si 
un point matériel en équilibre est posé sur la sur- 
face d'un corps solide , contre lequel il s'appuie , 
ce point peut se mouvoir en tous sens sur le plan 
tangent à cette surface , et dans un sens seulement 
sur la normale. Gela étant, l'équation des vitesses 
virtuelles a lieu pour tous les déplacemens tangen- 
tiels, parce que les déplacemens opposés sont éga- 
lement possibles ; mais elle ne subsiste pas pour le 
déplacement normal, à cause de l'impossibUité du 
déplacement contraires 

11 résulte de cette observation que si Ton vent 
appliquer l'équation (6) à une époque déterminée 
de la durée du choc, et que ft et /*' soient, à cet 
instant, les points matériels de H et M' qui répon- 
dent au point de contact IL, on pourra attribuera 
fi et ft! des déplacemens infiniment petits, tout-è- 
fait arbitraires et indépendans l'un de l'autre , sui- 
vant le plan tangent en K ; mais les déplacemens 
de ft et /if suivant la normale , devront être égaux 
et dirigés suivant la même partie KH ou lA' do 
cette droite; car s'ils étaient inégaux, ou qu'ils 
n'eussent pas lieu dans un même sens , ces dépla- 
cemens ou les déplacemens contraires des points 
/A et fi', seraient impouibles , et l'équation (6) ne 
leur serait point applicable. C'est faute d'avoir 
fait attention à cette condition essentielle, que 
quelques auteurs ont mal inlej-prété l'équation 
dont il s'agit. 

Si un troisième corps solide M" touche M' au 
point K', où la normale coronioite. k leurs surfaces 
est Iti droite LK'L', et que m' etai" soient les points 
matériels de H' et H" qui répondront à K.', à l'in- 
stant que Ton considère pendant la durée du chnc, 
il faudra aussi que les dépldcemeos infiniment 
petits, attribués à m! et m" suivant cette normale, 
soient égaux et de même sens dans l'équation (5) ^ 
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et de même pour tous les points de contact des 
corps du système, lorsque plusieurs d*entreeux 
Tiennent se choquer simultanément. Dans le cas 
du choc d'un de ces corps contre un ohstode fixe , 
le déplarement normal du point de contact devra 
être supposé nul , puisquUl ne serait pas possihlt 
dans le sens opposé. 

638. Quand les deux mohiles M et M' glisseront 
Vnn sur Tautre pendant la durée du choc, il faudra 
BToir égard, dans Téquation (0), au frottement ^ui 
en résultera , et qui pourra être très considérable , 
comme on l'a dit dans le n^ 363. 

La quantité de mouvement infiniment petite que 
cette force enlèvera, pendant chaque instant, aux 
deux mobiles M et M', en sens contraire des vi- 
tesses des points matériels ft, et /m! qui répondent 
au point de contact K, sera proportionnelle k celle 
que M aura communiquée à M' suivant &H', ou M' 
à H suivant KH , pendant le même instant. Donc, 
en supposant que le frottement conserve la même 
direction, pour chaque mobile, pendant toute la 
durée du choc, et qu'on représente par 17 la quan- 
tité finie de mouvement communiquée par un mo- 
bile k Tautre, suivant les parties KH ou KH' de la 
normale, pendant cette même durée, le frottement 
total pourra être représenté par /U ; f étant un 
coefficient qui ne dépendra que de la nature des 
deux corps près de leur point de contact. Cette 
force devra être appliquée à M en sens contraire 
du glissement de ft, et à M' en sens contraire du 
glissement de /*'. £n supposant donc que ces mou- 
▼emens aient lien suivant les deux parties KF et 
KF' d'une tangente FKF' aux deux mobiles, et 
qu'on représente par p et ff les projections sur 
cette droite, des déplacemens infiniment petits 
attribués , dans l'équation (6) , aux points /* et ju', 
on aura 

-/B(p+f'). 

pour le terme qn*tl faudra ajouter au premier 
membre de cette équation , à raison 4u frottement 
que nous considérons : la quantité p est positive 
ou négative , selon que cette projection tombera 
sur la direction &F du mouvement de /* on sur 
son prolongement &F, et de même la projection 
p* sera positive ou négative , suivant qu'elle tom- 
bera sur V ou sur K,F. 

On introduira de semblables termes dans l'équa- 
tion (6) , pour tous les points dans lesquels deux 
des corps du système viendront se choquer. La 



considération de ces termes est nécessaire dans la 
pratique ; l'exemple du no 478 suffit pour montrer 
l'influence que ces termes , ou les frottemens dont 
ils proviennent , peuvent avoir sur les percussions; 
mais on en fait abstraction lorsqu'il s'agit des 
théorèmes généraux sur le choc des corps ; et , 
dans la suite , nous les supposerons nuls ou insen- 
sibles. 

On néglige aussi les quantités de mouvement 
produites par le poids des mobiles pendant la du- 
rée du choc , attendu que ces quantités sont pro- 
portionnelles à cette durée , et , conséquemment , 
insensibles. Quant aux quantités de mouvement 
produites par les attractions moléculaires qui se 
développent pendant le choc, soit d'un corps à un 
autre, quand la distance de leur surface est deve- 
nue insensible, soit dans l'intérieur de chaque 
corps , à raison des compressions ou dilatations 
qu'il éprouve, on en a déjà tenu compte dans l'é- 
quation (6), et leurs composantes totales sont 
précisément les quantités qui ont été représentées 
par «sA , mB , mC , pour le point quelconque m. 

630. Lorsqu'un système de points matériels est 
entièrement libre dans l'espace , de sorte que les 
équations (2) qui expriment leur liaison , ne con- 
tiennent que les distances mutuelles de ces points, 
dont aucun n'est supposé fixe , ou assujetti à de- 
meurer sur une surface ou sur une courbe donnée, 
on peut décomposer le mouvement d'un tel sys* 
tème dans l'espace , comme nous l'avons fait pré- 
cédemment pour un eorps solide entièrement 
libre (n® 433), en deux monvemens plus simples : 
l'un de translation , commun à tous les points du 
système, et qui sera celui de son centre de gravité ; 
l'autre de rotation autour de ce centre. Nous allons 
déduire successivement delà formule (1) les équa- 
tions diff'érentielles de ces deux mouvemens. 

D'après la nature du système, il est évident 
qu'on peut déplacer à la fois tous ses points d'une 
même quantité, suivant une même direction quel- 
conque. Supposons que «, C, y, expriment les pro- 
jections de ce déplacement commun sur les trois 
axes des coordonnées ;. on aura alors 



* = ar = /*' = lUf", 

C = ly = 1^' = V'» 

^ = Is = Is' = n", 
féquation (1) deviendra donc 



etc., 
etc., 
etc.^ 



'^- (^ - ^) + «" (^ - 4rO + > ^'» (^ - i^) = " 



et comme les trois quantités «, C, ^, sont indépendantes entre elles, cette équation se décomposera 
en celles-ci : 

= SmX, 



2m 



di» 



A» 



d» s 
Xm - — = 2mZ. 



di» 



(«) 



Or, si l'on appelle «i , yi , ai , les trois coor- 1 aura 
données du centre de gravité du système, on | jti Sm = 2nMr, yi Sai = 2niy, ai Sai = ïma; 
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d*oii l*oa déduit 



— — 2m = Sm -- — , 
dt» df 



d* yi ^ • ^ * y 
(Tlt ^^ 7 di* * 



d* Si 



2fli-=3: Sm 






par conséquent , on aura 



d* «1 
dh 



Sm = ZmX, 



*!■-__ 



A> 



3m = 



SmT, ^l-ï« = JmZ, (7) 



pour les équations différentielles du mouTcment 
du centre de gravité , qui sera le mouvement de 
translation du système. Elles montrent que le 
centre de gravité de tout système entièrement 
libre , est le même que si les masses de tous les 
mobiles y étaient réunies, et que leurs forces mo- 
trices y fussent transportées parallèlement à leurs 
directions , comme dans le cas d^an seul corps 
soUde(n«438). 

Si, parmi les points m, m\ m", etc., il y en avait 
qui fussent assujettis à se mouToi^ sur des surfaces 
données, les équations. (6) et (7) pourraient encore 
subsister, en joignant aux forces données, d'autres 
forces inconnues en grandeur, peipendicnlaires k 
ces surfaces , et qui exprimeraient leurs résistan- 
ces ; ce qui permettrait ensuite de faire abstraction 
des surfaces données , et de considérer les points 
m, m', wf\ etc. , comme appartenant à un système 
entièrement libre. 

540. La nature d'un tel système permet aussi de 
faire tourner à la fois tous ses points autour d^un 
même axe, et d'une même quantité angulaire , de 
manière que leurs distances mutuelles ne* varient 
pas. Supposons que cette droite passe par l'origine 
des coordonnées. Soient a , /« , v , les angles que 
fait sa direction arbitraire avec les axes des ' , y , 
M i si nous faisons pour un moment 

les cosinus des angles que fait la direction du dé- 
placement de M, avec des parallèles aux trois 

Ix ly ts 
axes , menées par ce point, seront «- , — , «^j et 

h h h 
comme cette direction est comprise dans un plan 
perpendiculaire & Paxe de rotation , il faudra 
qu'on ait 

ijF ly iM 

— COS X + — COS /u -|- — COS r r= 0. 
h h h 



De plus , l'axe de rotation passant par l'origiiie 
des coordonnées , la quantité ^* + V 4" '* ^^ ^'^' 
riera pas pendant le déphcoment de «s ; on aura 
donc aussi 

stx 4- yly 4- ail = ; 

et l'on tire sans difficulté , de ces deux deriifères 
équations , 



Is = (y COS X — > « COS fi) 1 , 
ly s= (« ces r — I COS x) • , 
Ix = (js COS /M — y COS f) •; 



(8) 



ff étant un facteur indéterminé. On aura de même 

Im' = (y' COS X — *' COS /*) •' , 
ly' = («^ COS 9 — s' COS x) t», 
ix' rs (s' COS ft — y' cos t) i' 

i' étant aussi un facteur indéterminé qui devra être 
égal à I, pour que le mouvement de rotation soit le 
même pour m et pour m', et que la dbtance de ces 
deux points ne Tarie pas. En effet, le carré de cette 
disUnce étant («—«')•+ (y — y*)* + («—«')• » 
et les formules précédentes rendant déjà constantes 
les deux parties «■ + y* + js* et jp*» + y'» + a'« 
de cette quantité , il faut que la rariatiou de sm^ -f* 
yy' 4- aa' soit aussi nulle; d'où il résulte 

«'i* +y'i» + m'^m + xhf' +yV + al»'=0; 

ou bien , en mettant pour Ix , Xar', etc., leurs va- 
leurs, 

P^y — y'jf) COS r + (»'« — m' m) cos /M 

+ (y' J — s'y) co» ^1 (• — •') = ; 

équation qui ne peut subsister pour tous les points 
du système, qu'hantant qu'on aura t} = t. 

Je substitue les formules (8) à la place de i» , 
iy^tM^ dans Téquation (1). En observant que i, 
COS X, COS fâ, COS r, sont des quantités communes à 
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toQi les poinU dv lystème , il ▼ient 



• C08 flm 



4- • «ot t*im 



+ I eof xlm 



[-(^-0-'(^'-0] 
[•(^-0-(-0] 
['(^-0-(^'-)]= 



0; 



et à oaaie que les ooeiBcient des tommes 2 sont 
trois quantités indépendantes entre elles , cette 
éqoation se décomposera en trois antres , savoir : 



■Xmit 

lesquelles équations seront celles* du mouvement 
de rotation d^un système entièrement libre, autour 
d^an point fixe qo^on peut prendre arbitrairement, et 
où Ton placera l'origine des coordonnées. Ces équa- 
tions subsisteront encore, locsqne tous le», points 
«L, m', m", etc., ou une partie d'entre eux, seront 
assujettis à rester à des distances données de cette 
origine, puisque les valeurs de 1^, i*', etc., dont 
on a fait usage , satisfont à cette condition. 

Si le système se réduit à un seul point , le mou- 
vement de rotation ne se distinguera pas du mou- 
vement de translation ; les équations (9) ne seront 
effectiveroentqu'unecombinaisondeséquations(6j; 
et Ton voit , de plus , que cbacnne d'eues sera une 
suite des deux autres; car en supposant que le sys- 
tème ee réduise au point m , et ajoutant les équa- 
tions (9) après les avoir multipliées par s, y, jr, il 
en réMiltera une équation identique. 

Au lieu de faire tourner le système autour d'un 
ajia quelconque , pour obtenir à la fois les trois 
équations (9), on obtiendrait plus simplement cba- 
cnne d'elles , en faisant coïncider cette droite , 
comme dans le n» 340, avec l'un des axes des coor- 
données; mais le calcul précédent a l'avantage de 



d»y 



montrer que la considération d'un mouvement au« 
tour d'un axe quelconque ne peut donner que les 
trois équations (9), de même que U considération 
d'un mouvement parallèle à un axe quelconque ne 
peut donner que les trois équations (6). 

S'il y a , dans le système , un axe fixe , et qu'on 
le prenne pour celui des s , par exemple , la pre- 
mière équation (9) subsistera seule , et sera celle 
du mouvement de rotation autour' d'un axe fixe, 
comme dans le cas d'un corps solide (n? 391). 

641. Dan|Ie cas d'un système entièrement librOi 
on les équations (6) et (9) ont lieu simultanément, 
transportons l'origine des coordonnées au point du 
système dont les coordonnées variables seront re- 
présentées par«i , yi , «i , relativement à la pre- 
mière origine ; et faisons , pour cela , 

«' 5= *, + «/, y'=y« +y/, j' = s. + a/, 
etc. ; 

en sorte que s^, y„ a^, «/, y/, a/, etc., soient les 
coordonnées de «s , «', etc., rapportées h la nou- 
velle origine. La première équation (9) pourra d'a- 
bord s'écrire ainsi : 

-'-(5?-')-"'"(5r'-') 

(d* w d^ sf\ 

« 

les termes multipliés par Si etya se détruisent, en 
vertu des deux premières équations (6); et en aob^ 
vaut la substitution des valeurs précédentes de #, 
« ', etc. , dans la partie restante du premier mem- 
bre , on aura 

d* «1^ 



dt* ' di^ '' ^ \ ' di* dt* / 



== 2m (*,y — y,X), 



quelle que soit l'origine i^obiio df^ coordounées. 
Mais si ce point est le centrejle gravité dn sys- 
tème, les sommes :im»^ et ^Un^, seront nulles; par 



d*Si d*y% 
conséquent, les termes multipliés par — — et — i- 



y 
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disparaîtront encore comme ceui qui «Taient «i et 
yi pour facteurs ; ce qui simplifiera Pëquation pré- 
cédente. Eo faisant des réductions semblables sur 
les deux autres équations (9), nous aurons 



3m 






* '( . ''• y\ _ 



df 



)=ï»(y,Z_,,T), 



pour les trois équations du raou^ement de rotation 
du système autour de son centre de gravité. En les 
comparant aux équations (0), on voit que ce mou- 
Tement sera le même que si le centre de gravité 
était un point fixe, et que les forces données, qui 
agissent sur tous les points du système , ne fussent 
pas cbangées; propriété qui n'appartient qu^au 
centre de gravité , et que nous avions déjè trouvée 
(n** 438] dans le cas d'un corps solide entièrement 
libre. 

642, Si Ton donne aux quantités I^jp, iy, etc., que 
renferme Féquation (6), les mêmes Valeurs que 
dans le n* 639, on en déduira 

9M = 2fliA, ^mh = SmB, Ime z=z SmC; (11) 

ce qui montre que dans les cbangemens brusques 
de vitesse , la somme des quantités de mouvement 
de tous les points d'un système entièrement libre 
demeure la même , parallèlement à chaque axe des 
coordonnées , et , par conséquent , suivant une di- 
rection quelconque. Il en résulte aussi que la gran- 
deur et la direction de la vitesse du centre de gra- 
vité ne changeot pas non plus ; car les composantes 
de cette vitesse , avant et après le changement 
brusque , sont les deux membres de chacune des 
équations (11), divisés par la masse totale 2i». 
. Ainsi, dans le choc de deux ou d'un plus grand 
nombre de corps , de nature et de forme quelcon- 
ques «la vitesse de leur centre de gravité et la 
quantité totale de mouvement suivant chaque di- 
rection , n'éprouvent jamais aucun changement, 
comme nous l'avons déjà vu dons un cas particu- 
Ifcr (n* WW). 

Si a , S , o, a', ft', e', etc. , sont tes composantes 
des vitesses initiales de m, m', etc., et A , B, C, 
A', V, (7, etc. , les composantes des vitesses qui 
leur seraient imprimées d'une manière quelconque 
à l'origine du mouvement , si ces points matériels 
étaient isolés , on aura 






dt 






et , par conséquent , 

dsi dvx d»i 

»• dt at 



pour 1=0; équations qui feront connaître lea 
composantes de la vitesse initiale du centre de gra- 
vite , d'après les ^tesses données A , A', etc. , ou 
seulement diaprés la somme totale des quantités de 
mouvement communiquées au système parallèle- 
ment aux trois axes des coordonnées. 

Je mets encore dans l'équation (6) les formu- 
les (8) à la place dto i^, ly, ^, et j'en conclus 

2m (sr6 — f a) = 2a» (*B — yA) , \ 
2m (ao — Jfs) = Xi» (sA — *C), > (12) 
2ai (yc <— si) = 2ai (yC — sB); ) 

ce qui fait voir que, dans les changemens brusques 
de vitesse , les momens des quantités de mouve- 
ment de tous les points d'un système entièrement 
libre restent les mêmes, par rapport à un axe quel- 
conque ; théorème qui subsiste encore , lorsque le 
système renferme un on plusieurs points fixes , 
pourvu que ces poînis appartiennent à l'axe des 
momens. 

En supposant que ces équations (12) répondent 
à l'origine du mouvement, de sorte qu'on ait 

djf dy ds 

^ = a, — =: J, — =:c, 

di dt di 

pour t = 0, et en transportant , comme dans le nor 
méro précédent, l'origine des coordonnées au cen- 
tre de gravité du système , qu'on suppose entière- 
ment libre, on changera ces équations en celle-ci : 

ïas (#, y^ — ) = Sw {»fi — y|A), 

\ di di^ 

y dx^ dE^n. 

2m (s, jp, — ) = 2m (s^A — a,C} , 

\ di rf#/ 

/ à%^ rfy,v 

2m (y, %^-~)z:^rm (y.C - s,B) , 

V A dt^ 

dans lesquelles »„ y,, a|, sont les coordeonéea du 
point quelconque m, relativement à la nouvelle 
origine. Ces équations seront celles du mouvement 
initial du système autour de son centre de gravité; 
et comme elles ne renferment pas les composantes 
de la vitesse de ce point , il s'ensuit que ce mouve- 
ment de rotation sera le même que si le centre de 
gratité éUit un point fixe, et que les vitesses don- 
nées À, A', etc. , qui sont comprises dans lea se- 
conds membres, ne fussent pas changées ; résultat 
conforme à celui que nous avons déjà trouvé, 
d'une autre manière , pour le cas d'un corps solide 

(n** 436). 
643.Nousferon8remarquerqueleséquations(ll) 

et (12) peuvent se déduire des équations (6) et (0), 
en supposant, dans celles-ci, que mX, mT, mZ, 
m'X', m'Y',m'Z', etc. , soient les coraposontes de 
forces motrices agissant sur les points m, m', etc., 
avec une grande intensité , et susceptibles de pro- 
duire pendant un très court intervalle de temps, que 
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noof rcpTétenterons |Mr I, des quantitët de mou* 
▼emcnt donnëetwA, «iB, mC^ m*k\ «'B', w^C, ete. 
Sn effet , diaprée cela , on aura 

et SI les points an système sont en repos an com- 
mencement du temps 9, et que a, ft, e, ê! , &^, e^, etc., 
soient les composantes de leurs vitesses k la fin de 
cet intervalle de temps , on aura aussi 

pour le point quelconque es. 

Or, en multipliant la première équation (6) 
par di^ et intégrant ensuite ses deux membres de- 
puis #=0 Jusqu^à 1= 9 , on a 



la vitesae absolue du point & sera donc 



= •, 



^"/o* ^ = ^f! 



Hdf, 



ce qui coïncide, diaprés ce qui précède, avec la pre- 
mière équation (11) ; et de même pour les deux au- 
tre» équations (6) et (11). 

De plus si Ton fait abstraction des déplacemens 
des points '«s, m*, «s", etc., pendant le temps I, et 
que Ton considère, en conséquence, leurs coordon- 
nées comme constantes pendant Taction des forces 
données, on déduira de la première équation (9) 

-(•yr^'-'/'i?'') 



= 2m(jr./**Yift-.y./** Xdt\ 



ee qui n'est autre chose que la première équa- 
tion (12), en vertu des suppositions précédentes; 
et Ton conclura de même les deux autres équa- 
tions (12) des deux dernières équations (9). 

044. Les accroissemens des coordonnées dont on 
a fait usage dans le no 640, supposent que les dis- 
tances des points du système entre eux et à Tori- 
gine des coordonnées, sont invariables ; leurs ex- 
pressions, divisées par dt^ doivent donc coïncider 
avec les composantes de la vitesse , relatives aux 
élemens d'un corps solide , tournant autour d'un 
point fixe; pe qu'il ne sera pas inutile de vérifier. 

Pour cela, soient Ojt, Oy, Os (fig 1 16), les aies des 
coordonnées, et 01 Taxe qui répond aux angles x, 
/fty r, du no 640, autour duquel on fait tourner le 
système d'une quantité infiniment petite. Dans ce 
mouvement , les points du système décrivent des 
arcs de cercle semblables, et ont tous la même vi- 
tesse angulaire; pour la connaître, il suflira de dé- 
terminer celle d'un point K , qui se trouvait , par 
exemple , sur l'axe Os au commencement de l'in- 
stant dt. Or, pour ce point , on a « = et 3f=0 ; ce 
qui réduit les formules (8) à 

Ils =: st cos féj ^ = — > Il cos X , /s = ; 



1/ 



Is» ^ lyt ^ ijt et sin ff 

5î iTT' 



k cause de cost x -j- cos* /* -f- cos* » = 1. Sa dis* 
tance k l'axe 01 est s sîn • ; par conséquent, on aura 

•^ pour sa vitesse angulaire, qui sera celle de tout 
d» 

le système» 

En la représentant par •, on aura donc • = mdi; 
et si l'en fait 

• ces x=p, •cos/« = 9, • cos » = r, 

les formules (8) deviendront 

Us ^ Us 

— = (yp — #^, — =(jT - sp),— = (sg — 3rr); 
di di di 

résultats qui coïncident avec ceux du no 408, en 
prenant dans ceux-ci, les directions des axes mo- 
biles Oxp Oy^ Osj, à l'instant que l'on considère, 
pour celles des axes fixes et arbitraires Os, Oy, Os. 
On peut remarquer que si le plan mOs décrit 
d'abord un angle rdi autour de l'axe Os, et que le 
mouvement ait lien de Os vers Oy, ou dans le sens 
indiqué par la flèche • , on aura les accroissemens 
des coordonnées s, y, s, du point m, en faisant 
jv = et 9 = dans les valeurs de 1» , jy, Xs ; par 
conséquent , ses trois coordonnées deviendront 

s — yrdt , y + xrdi , s. 

Après ce premier mouvement , si le plan eiOy dé- 
crit un angle qdi autour de l'axe Oy, et en allant de 
Taxe Os vers l'axe Ojt, les accroissemens des cdbr- 
données de «s s'obtiendront en faisant f =0 et r=0 
dans les valeurs de !"«, ly, ^, et y mettant ensuite 
les trois coordonnées précédentes à la place de «, 
y, s ^ d'eu il résulte qu'après ce second moovemesit 
les coordonnées du point m seront 

m--yrdi+ Mqdif y + ardi, s — (* — ynft) çA; 

et la troisième se réduira as — sqdt, en négligeant 
l'infiniment petit du second ordre. Enfin , après le 
second mouvement, si le plan mOx décrit un angle 
jkU autour de l'axe Ojt, et en allant de l'axe Oy vers 
l'axe Os, on Vrouvera, en négligeant les infinimens 
petits du second ordre , 

s + {zq-yr)dt, y + (*f - sp) A, « + (yp "'qjdty 

pour les trois coordonoées du point «s, à la fin du 
troisième mouvement, qui étaient primitivement 

«» yi »• 

On conclut de là que si un point s» tourne suc- 
cessivement autour de trois axes rectangulaires , 
avec des vitesses angulaires p, 9, r, et pendant des 
ittstans égaux, son déplacement final sera ie même 
que s'il eût tourné pendant un de ces instans avec 
une vitesse angulaire •, autour d'un seul axe, fai- 
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sant avec left troU premiera des angle» dont les co- 

p q r 
sinus sont — , ^, — . Cette remarque, relative aux 

« • • 
trois vitesses de rotation p, g, r, qu^on appelle les 
oompoêontêê de la vitesse m (no407), s^appliqae 
également aux composantes d^une vitesse de trans- 
lation. 

La composition des vitesses de rotation suit les 
mêmes lois, et est comprise dans les mêmes formu- 
les que celle des vitesses de translation ; en partant 
de cette analogie de ces deux sortes de mouvement, 
on en peut déduire Tidentité de la composition des 
momens et de la composition des forces, que nous 
avons conclue (n» 281) d^une semblable analogie 
entre les projections des lignes droites et les pro- 
jections des surfaces. 

$ II. Lois ginèraieê dsf pfHtês oêcittaUons, 

545. Indépendamment des mouveme^s de trans- 
lation et de rotation communs k tous les points d*un 
système quelconque, et dans lesquels leurs distan- 
ces ne varient pas , il y a d^autres mouvemens où 
les mobiles s*éIoignent etserapprocbent les uns des 
autres. Or, si leurs déplaccmens sont constamment 
très petits, on peut réduire le problème à des équa- 
tions linéaires, et déterminer, par approximation, 



le» coordonnées des mobiles en fonction» du temps. 
Des pbénomène» très nombreux et très variés dé- 
pendent de ces petits mouvemens oscillatoires ^ 
dont nous allons maintenant faire connaître le» lois 
générales. 

Soient! le nombre des mobiles i|i, «s* , m", etc., 
et r le nombre des équations (2) du no 633, qui ex- 
priment les conditions du système. Le nombre des 
coordonnées de ces points matériels sera 9t, et si 
Ton fait 3f — t = n, les équations (3). détermine- 
ront un nombre r de coordonnées en fonctions des 
n autres, ou, plus généralement, toutes les coor- 
données pouront être déterminées au moyen de ces 
équations, en fonctions de n variables indépendan- 
tes. Je représenterai par «, C, ^, etc., les valeurs 
initiales de ces n variables , et par « •}" **! ^ 4" *« 
^ 4" *') ^^^'f leurs valeurs au bout du temps tj et 
Je supposerai que les inconnues «, «, 10, etc., soient 
de très petites quantités pendant toute la durée du 
mouvement. Chacune des coordonnées. des mobi- 
les sera une fonction donnée de«-f-«, C-f-v, 
y-i-Wf etc., qui pourrait, en outre, renfermer le 
temps S, si cette variable entrait explicitement dans 
les équations (3). Ces fonctions pourront se déve- 
lopper en séries très convergentes, ordonnées sui- 
vant les puissances et les produit» de s, s, Wy eta. 
Je représenterai ces développemens par 



ji =:z p '^' au 4~^ "^^ ew -f" ®^c* 

+ — as* +•"/*•■ + •" 9^* + **^ + *•*"' + '••" + ^^-y 

y = pi + ai u + hi V + Oi w -\r etc. 
+ -^ «j «• -f- L f^ 9* + ^ gg w -^^ hi U9 + kl uw ^ /i ew -1" «*C| 

M M m 

M = pg 4" 01 *l + ^> ^ 4" ^a *^ + ^^* 

+ ^ •* «> -f 1 ft9* + ^jfB V* + ikt se 4- kt uw + Upw + etr. , 

et de même pour le» autre» coordonnée» s', y', s', «", etc., on poeera 
m' =zff + afu + b'v + <^w + eto. 

+ 7 e's* + ^fv + jgfw* + k'u9 + it'sw + Hvw + etc., 

y' = p'i + o'j u + b'i V + Cl w + etc. 

+ L t^,u* + 'Lfiv^ + jg't MA»» + fc, se + *'i uw + i'i eu; + etc. , 

z' = p', + a't u + V» V + t^t w + ctc . 

4. 1 e\ Ml 4. 1 /Y. v> + i-y'. u^> 4. à', «e 4. â'. uw + PtPW ^ etc., 
etc.; 



et je supposerai que le» équation» (3) ne contien- 
nent pas le terme i explicitement, auquel cas ton» 
les coefficiens des puissances et des produits de s, 
V, w, etc., dans ces séries seront des constantes 
donnée». Si le système avait un mouvement de 
translation ou de rotation commun & tous ses points, 
il faudrait comprendre le» parties variables de leurs 
coordonnées , qui en résulteraient , dans les pre- 
miers termes p, pi , etc. ; mais , pour plus de sim- 



plicité, je supposerai que cette ciroonstanoe n*a pa s 
lieu ; et ces premiers termes seront aussi des con- 
stantes données. 

Les composantes des forces qui agissent sur les 
points m, m', m", etc., étant des fonction» donnée» 
de leurs coordonnées , si Ton substitue dans leurs 
expressions les valeurs de s, y, etc., on pourra en- 
suite les développer suivant les puissances et les 
produits de s , V , w , etc. De cette manière , on 
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aura donc 

X = P + Au + Bo + Cw + etc. , 
y = Pi +hiU + BiV + Ciw+ etc. , 

Z = Pi + Al « -f Bc « -|- Ck u; 4- ®^* f 
X'=P» + A'i« +Wv -^ Cw +«tc., 
T=Px + \\ • + B'i « + C. w + etc., 
V = Fi + A'i « + B'i V + C*. w + etc. , 
etc.{ 

les premien termes P, Pi , «te, «t tous les coeffi- 
cieos A, Al , etc., étant des fonctions données de 
^,^1 , etc., «, &, etc., qui pourraient, en outre, 
renfermer le temps i, si cette Tariable entrait expli* 
citement dans les expressions -des forées données. 
Nous supposerons que cela n^a pas lieu; et nous 
regarderons les quantités P, Pi , etc. , A, Ai , etc., 
comme 'des constantes données. 

646. Gela posé, pour appliquer Téquation (1) du 
no A89 au mouvement que nous considérons y il 
faodra attribuer aux variables indépendantes tf, «, 
Vf, etc., des accroissemens inBoiment petits, qu^on 
représentera par iv, lo, hv, etc. ; puis substituer, 
dans cette équation (1), les valeura correspondan- 
tes de i«, 1^, fs, qui seront, en négligeant les infi- 



ntmens petits du second ordre, 

is =z{a + êU + kv + hw -^ etc.] lu 
+ (h + fv + hu + Iw + etc.) Iv 
+ [c + <fU>+ hu + h + etc.) ho 
+ etc., 

iy =s {ai + §1 u + h^ V + kl w + etc.) lu 
+ {bi + fxv + kl u + Il w + etc.) 1p 

+ (*i + ^» "•*>+ *!« + '»» + etc.) îw 
-f- etc., 

la = (ai 4- St » + Al e 4- *a w -f etc.) lu 
+ (fti + /i » + *•« + ^ » + etc.) J^ 
+ (<^» + i^» «^ +*•«»+ '^ «^ + ©tq.) Iw 
4- etc. j 

formules d'où Ton déduira les valeurs de Ix'^ liy', 
te', en ajoutant un trait supérieur à toutes les con- 
stantes; celles de Is", ly", te", en en ajoutant 
deux ; etc. La substitution de ces valean de te , 
jy, etc., étant effectuée, on égalera i séro, dans le 
premier membre de Téquation (l), le coefficient de 
chacune des quantités te, tp^-lw, etc., qui sont ar- 
bitraires et indépendantes. De «ette manière, on 
anra 



2m 



(a 4- AI 4" ** + kw + etc.) 



1m 



4. ^ï - Y^ ^«, 4-f, u+ kl v+ kiw+ etc.) 

4- (~ - l^ (01 4.#. «4- A. r 4. A. «0 4. etc.) 1=0, 

I (ST - x) (6 4- A' + *« + '«^ 4- ci^.) 

4- (5f - ^) (*' + /« ""+ '*»«+'»"'+ e*c.) 

4- (^ —l) {b, + f»v+ Ku+ hw ^ etc. 1=0, 



Sin 



(c 4"^ 4*^ 4"^ 4" ^^^* 



fd* y 



+ (^ - y) (c, 4- flf, «, 4- A» y + /. I, 4. etc.) 



^ VA» 

etc; 



— Z j (ci 4. ^t u^ 4:. Al 11 4- Il p 4* *Ic.) j =• 0, 



les sommes 1 sVtendant toujoura à tons les points 
m, »', m", etc., du système. 

Il restera encore à substituer dans ces équations, 
à la place de «, y, etc., X, Y, etc., leura valeurapré- 
cédentes. La substitution faite , on négligera, dans 
une première approximation, les carrés et les pro- 



duits de fi, e, 10, etc., ainsi que les produits de ces 
inconnues et de leura coeffieiens différentiels 

d^u d*e d%w 

-— -, -7—, , ate.. aui sont aussi des quantités 

d*»' rfl»' di^ ' ^ 

constamment très petites; il eu résultera alon un 
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nombre n d^équotiom Unéairet à ooefRoiens con- 
sians, que nous indiqueroos par (a), et dont cha- 
cune sera de la forme : 




etc. 



a» ^ di* ^ di» ^ > W 

+ Gfi + H e + i« + «te, = Q 5 J 

les coefficiens D, £, F, etc., G, H, K, etc., ainsi que 
la quantité Q, désignant des fonctions données des 
constantes qui entrent dans les valeurs précédentes 
de «, y, etc., X, T, etc. 

Après avoir déterminé les valeurs approchées de 
«, o, ip, etc., aux moyen de ces n équations, on les 
substituera dans les termes des équations rigoureu* 
ses, qu^oo a négligés dans cette première approxi- 
mation ; les nouvelles équations qui en résulteront 
différeront des premières en ce que leurs seconds 
membres, au lieu d^étre coustans, seront des fonc- 
tions connues de I; on en déduira d^aotrcs valeurs 
de «, 9, ip, etc., plus approchées que les premières \ 
etaiaai de suite, parla méthode des approximations 
successives. Nous nous bornerons à la première 
approximation, suivant Tusage ordinaire dans les 
questions de ce genre. Quand les points matériels 
■1, m', m", etc., seront en nombre infini, les équa- 
tions (a) se changeront en équations aux différences 
partielles, communes à tous les points du système, 
et dont le nombre sera toujours égal à celui des in- 
connues «, v , lo , etc. Cest ce que Ton a vu, par 
exemple, dans le problème des cordes vibrantes 
(no 484), où ces inconnues sont au nombre de trois, 
qui expriment les déplacemens d^un point quelcon- 
que de la corde suivant trois directions rectangu- 
laires, et dont les valeurs dépendent de trois équa- 
tions aux différences partielles , du second ordre 
par rapport à I. 

547. Les seconds membres des équations (a) et les 
coefficiens qui entrent dans les premiers, étant des 



quantitées constantes, on pourra toujours Caire dis- 
paraître ces seconds membres, en augmentant cha- 
cune des inconnues «,«,«, etc., d'une quantité 
constante, qu'on déterminera facilement. Sans res- 
treindre la généralité de la question, nous poavons 
donc supposer qu'on a Q = dans chacune des 
équations (a) \ ce qui revient à dire que les valeurs 
initiales «, C, ^, etc., des n variables indépendan- 
tes., répondent à un état d'équilibre du système, 
dont on l'a écarté en déplaçant un tant soit peu les 
pointi m, m'jwP, etc, , et leur imprimant de très peti- 
tes vitesses. Ces déplacemens et ces vitesses devant 
être compatibles avec les liaisons des points du sys* 
tème, ce ne sont pas les valeurs initiales des coor- 
données «, y, etc., et de leurs premiers coefficiens 

dx dy 
différentiels — , — , etc., qui sont données arbitrai- 

di di 
rement dans chaquecas, mais seulement les valeurs 
initiales des inconnues indépendantes ic,e,w, etc., 

du do d» 
et de leurs coefficiens différentiels -», —, — , etc. 

di dt di 

On satisfera aux équations (a) sans seconds mem- 
bres en prenant 



ti = RN sin (# l/T— ^)i 

e = RK' sin {i [/J— r) , 

•0= Rlf'sin (# l/T— r), 
etc. ; 



(») 



R et r étant des constantes arbitraires, dont la se- 
conde pourra être supposée positive et moindre que 
«>, et f, N, R', n'', etc., désignant des constantes 
qu^il s'agira de déterminer. La substitution de ce» 
valeurs de ii, t?, w, etc., dans les équations (a), 
donnera évidemment un nombre n d'équations de 
cette forme : 



(DU 4- EN' + FR'' + etc.) f = GR -f HN'. -|- KN" -f- etc. 



En éliminant entre elles un nombre « — 1 des quan- 
tités R,II', N", etc., la nf^^ s'en ira en même temps, 
et l'on aura, pour déterminer f , une équation du de- 
gré «, que je représenterai par 

A = 0. 

De plus, les valeurs de n — 1 des quantités IV, 
N', 11", etc. , par exemple, de N', R", etc., qu'on ti- 
rera de ces mêmes équations, seront des fractions 
rationnelles du degré », par rapport à f, ayant un 
dénominateur commun, et multipliées toutes par 
la quantité N, qui restera indéterminée. En faisant 
celle-ci égale au dénominateur commun, les n 
quantités R, N', R", etc., seront exprimées symé- 



triquement par des polynômes du degré n relati* 
vement à p. Or, à cause de la forme linéaire des 
équations (a), on y satisfera non seulement par les 
valeurs précédentes de «, v, w, etc., relatives à 
telle racine qu'on voudra de l'équation A = 0, 
mais aussi en prenant pour tf, e, v, etc., les som- 
mes de toutes ces valeurs particulières , dans les- 
quelles on pourra changer les constantes R et r en 
même temps que la racine de A ss 0. Si donc ou 
appelle p, pi , pt , etc., les racines de cette équa- 
tion, et qu'on représente par R, Ri , Ri , etc. , les 
valeurs correspondantes de R; par R', R'i , 
R'i , etc., celles de R'; etc., on satisfera aux équa- 
tions (a) au moyen de 



« = ER sin (i ]/J — r) + R. R, sin (# ^/TT— n ) + etc. , 

p = RR' sin (i j/JT— r) + R, R'i sin (i )/J, — r, ) + etc., 

w == RR" sin (# l/T— r) + *» W"i cin (/ l/^T — r. ) -f etc., 
etc. ; 



w 
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R I Ri , R» , etc., r, ri , fi , etc., étant des eon» 
■tantes arbitraires; et comme elles sont au nom- 
bre de 2fi , il B^eusnit que ces formules (c) seront 
les fi intégrales complètes des équations (a) , dont 
obacnne est du second ordre. 

Dans chaque cas, on déterminera les valeurs de 

R fios f, R& cos fi , etc. , R sin r, Ri sin ri , etc., 

au moyen des valeurs données pour f = 0, des Su 

du dv dw 
quantités «, v , lo , etc. — , — , — , etc. Toutes 

dt di di 

ces yaleurs étant supposées très petites , celles de 

R, Ri , Rb , etc., le seront aussi ; par conséquent, 

si toutes les racines f y pi j f > } c^c. , de Téquation 

A = 0, sont réelles et positives , les valeurs de 

II, V, w, etc. I en fonctions de <, seront périodiques 

et demeureront très petites, comme on Ta supposé 

pendant toute la durée du mouvement. Mais si 

une on plusieurs de ces racines sont imaginaires 

ou négatives , les termes qui leur correspondront 



dans les équations (8) se ohangerent , par les for- 
mules connues, en exponentielles, et croîtront 

indéfiniment ; par conséquent, les valeurs deii, v, 
w , etc. , quelque petites qu^elles aient été à Tori- 
gine du mouvement , finiront par cesser de Tétre; 
et les formules (e) ne pourront plus représenter 
les valeurs approchées de ces inconnues, que pen- 
dant un temps peu considérable. Dans le premier 
cas, que nous allons examiner spécbleroent, l*état 
d^équilibre , d^où le système a été un peu écarté , 
est un état stable ; dans le second cas , cet équi- 
libre est non stable , du moins relativement aux 
dérangemens primitifs , pour lesquels les coefii- 
ciens R, Ri , Rt » etc. , des termes non périodi- 
ques, ne sont pas égaux à léro. 

6^. Lorsque tous les coefliciens R , Ri , 
Ri , etc., sont nuls, excepté le premier, par exem- 
ple, les formules (o) se réduisent aux formules (6). 
En négligeant toujours les carrés et les produits 
de e, «, V, eto., on aura donc simplement (no 645) 



y 



y = 



p + (<t N + 5 w» + N" + etc.) R sin {t |/p"— 0# 
Pi + l«» W + bi II' + c, N" + etc.) R sin [t ^/T— r), 
p. + (a, N + *, R' + c, K" + etc.) R sin {t {/T— 0> 
pf + y N + 6' W + c' N"+ etc.) R sin (* J/T— r), 
p'i + (a'i N + Vi W + c'i 11"+ etc.) R sin (« [/J — r), 
11'. + (a'. ÎS + b'» N' + c». K''+ etc.) R sin (I |/T— Ot 



M 



etc. ; 

Les premiers termes p, pi , etc. , étant constans 
ainsi que les cocfiiciens des seconds termes , il 
a^ensuit que , dans ce cas , tous les points du sys- 
tème feront , suivant la direction de chacune de 
leurs coordonnées,' des oscillations isochrones et 
d*une amplitude constante , dont la durée sera la 

même et égale à —— r P®"' ^"' ^®' mobiles , et 

dans toutes les directions. Les rapports des ampli- 
tudes pour deux points ou deux directions diffé- 
rentes , seront déterminés , et dépendront de la 
nature du système>«t de la racine f de Téquation 
A=0. Leur grandeur absolue, dépendante du 
facteur R, sera arbitraire , et nMnfluera pas sur la 
durée des oscillations. Tous les mobiles revien- 
dront à la fois à leur position d'équilibre, qui ré- 
pondent, par hypothèse (n» 647) , à «= 0, e = , 
w= 0, etc., ou à 4P =:p, y =|>i , etc. j le premier 

r 
retour aura lieu aif bout d'un temps f =--^, qui 

dépendra , ainsi qne R , de leur dérangement pri- 
mitif. 

Un système de points matériels , dans lequel la 
liaison de ces points laisse un nombre n de va- 
riables indépendantes, et qu'on dérangera un tant 
soit peu d'un état d'équilibre , pourra prendre un 
nombre n de mouvemens semblables an précédent, 
qui répondront aux n racines de Téquation A=0. 



De plus, en vertu des formules (c) et des valeurs 
correspondantes des coordonnées ir , y , etc. , tous 
ces petits mouvemens, ou seulement quelques-uns 
d'entre eux , pourront avoir lieu en même temps 
dans ce système ; et réciproquement , quel que 
soit son dérangement initial , on pourra toujours 
décomposer le mouvement de chacun de ces points, 
parallèlement à chaque axe des coordonnées , en 
un nombre n , on moindre que n , d'osoillationa 
simples , comme celles qui répondent aux équa- 
tions {d) , dont les durées indépendantes du dé- 
air 2w 2ir 
rangement initial seront — -z , — rn. , "riZi etc. 

Quand ces durées seront toutes commensurables , 
le système entier reviendra au même état au bout 
de chaque intervalle de temps égal à la plus 
longue ; c'est ce qui a lieu , par exemple , dans le 
mouvement des cordes vibrantes , et n'a pas lieu 
dans te mouvement transversal des verges élas- 
tiques (n<» 491 et 626). 

C'est dans ce théorème général que consiste le 
principe de la coexistence des petites oscillations, 
U a encore lieu lorsque le nombre des points m , 
m', m", etc. , du système est infini | le nombre des 
oscillations simples, qui sont alors possibles, peut 
être aussi infini ; mais leurs durées et les rapports 
de leurs amplitudes n'en sont pas moins des quan- 
tités déterminées. Ainsi, dans le mouvement trans- 

44 
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Tersal d*un6 corde tendue , dont la longoettr , le 
poids et la tension sont I, p et «, et en désignant 
par g la gravité, les durées des oscillations simples 



ne peavent être que la quantité 2 



(/l!et 



ses 



sous-mnltiples ; et , d'après le formule (d) du 
no 490 , les amplitudes de l'oscillation qui répond 
au sous-multiple quelconque t', sont entre elles 



tmx 



%4tX' 



dans le rapport de sin ^ — à sin*^-^ , pour des 

points de la corde , dont x et c' sont les distances 
à Tune de ses extrémités. 

649. Lorsque les points m , m', m", etc., oscille- 
ront dans un milieu résistant, les composantes X, 
T, etc., 'des forces qui les sollicitent, renfermeront 

ds dy 
dans leurs expressions les composantes — , — , etc., 

di dt 
4les vitesses de ces mobiles. Si la résistance du 
milieu est proportionnelle au carré ou à une puis- 
sance supérieure de la vitesse, elle n'influera pas 
sur le mouvement du système, au degré d'ap- 
proximation où nous nous sommes arrêté, parce 

du* dv> dw* 
que les termes j—-, r— -, -ji;"' etc., qui en ré- 
sulteraient dans les espressions de X , T , etc. , 
sont du même ordre de petitesse que les quantités 
qui ont été négligées. Mais si les mouvemens des 
points M, m', mP^ etc., sont peu rapides, il faudra, 
comme dans le cas des très petites oscillations 
d'un pendule simple (n» 187] , supposer la résis- 
tance proportionnelle à la première puissance de 
la vitesse; supposition qtri introduira dans les ex- 
pressions X, T, etc., et par suite dans les équa- 

dx dy di 
tiens (a), des termes multipliés par —, — , — -, eto. , 

di dt di 
qu'on ne devra pas négliger. 

Ces équations , que j'indiquerai par(«], seront 

alors de la forme 



^ d« Il . ^d* V 
D-- 1- E---. 

di* ^ di* 



+ F 



d* w 



di* 
-J- etc. 



+ etc. 



+ Gif + Hv -1- Kici 

du dv dw 

= D' — + E' 1- F — + 

di di dt 



W 



etc ; 



IV, E',F', etc., étant aussi des coeffictens constans, 
qui seront proportionnels à la densité du milieu , 
et généralement très petits par rapport à ceux qui 
entrent dans le premier membre. Or , on satisfera 
à ce système d'équotions au moyen des formules 
(6) multipliées por des exponentielles, c'est-à-dire, 
en prenant 

« = R» sin (I 1/7— r)«— -' , 

V = RH' sin (< 1/7— »•>"*''» 

u> = RN" sin {/ l/T— r>— •"', 
etc.; 



(/) 



• désignant la base des logaritbmea népériens , et 

* , »', «", etc., étant des quantités constantes et 
très petites. Je négligerai leurs carrés et les pro- 
duits de ces inconnues et des coefficiens D*, E', 
F', etc. Les valeurs de u , v , 10 , etc. , satisfaisant 
déjà aux équations (•) sans seconds membres , 
lorsque l'on fait abstraction des exponentielles, 
leur substitution dans les équations (•) donnera 
un nombre n d'équations de la forme , 

2DNI.+2EIÎ V+2FII' V'+etc.=D'lf + E'll'+ etc. , 

d'où l'on tirera les valeurs des n inconnues m , «', 
•.", etc. 

Ces valeurs seront positives, parce que Teffiet de 
la résistance d'un milieu est de diminuer graduel- 
lement les amplitudes des oscillations. Cette dimi- 
nution sera plus ou moins rapide pour les diverses 
variables indépendantes u, 9 , lo , etc. ; elle dépen- 
dra aussi de la racine f de l'équation A = , qui 
entre dans les valeurs de li , N', PI", etc. ; en sorte 
que les omplitudes des oscillations simples dont le 
système est susceptible , ne décroîtront pas toutes 
avec une même rapidité. La résistance du milieu 
n'aura d'ailleurs aucune influence sur la durée de 
chaque sorte d'oscillation, qui sera toujours 
2w 
. y—* pour celle qui répond à la racine f . En pre- 

nant les sommes des formules (/), relatives à 
toutes les racines de l'équation A =0 , on aura, 
comme précédemment, les valeurs les plus géné- 
rales de u , e , 10 , etc. 

560. Il résulte du principe du n» 648, que si les 
points d'un système sont tellement liés entre eux , 
qu'il ne reste qu'une seule variable indépendante, 
ils ne pourront faire qu'une seule espèce d'oscil- 
lations, pour lesquelles la durée et les rapports des 
amplitudes relatives aux différens mobiles, dépen- 
dront des forces qui les sollicitent, et de la nature 
du système. Ce cas aura lieu, par exemple, dans le 
mouvement de deux points matériels m et m', at* 
tachés l'un à l'autre par un fil d'une longueur 
constante , et obligés de se vt^fuvoir sur des cour- 
bes données. 

Si , au contraire, les points m, m', m", etc., ne 
sont pas liés entre eux ni assujettis à demeurer 
sur des surfaces ou sur des courbes données, ce 
qui n'empêche pas qu'ils ne soient soumis à leurs 
attractions ou répulsions mutuelles et à d'autres 
forces semblables dirigées vers des points fixes , 
'toutes leurs coordonnées seront des variables in- 
dépendantes ; et , dans ce cas, inverse du précé- 
dent, le nombre des oscillations simples qui pour- 
ront avoir lieu , sera triple de cejui de ces points 
matériels. C'est ce qui arrive efi*ectivement dans le 
problème du no 636 , relatif au mouvement très 
petit d'un point m , considéré comme entièrement 
libre , et soumis à des forces dirigées vers quatre 
points fixes. 

Pour donner encore un exemple de l'application 
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du principe préoédent ^ oonsidéroiii lec petites os- 
cillations d*ua point matériel pesant m, sur la 
surface d^nn ellipsoïde dont Ton des axes est ver- 
tical. Soient 2o la longueur de cet axe ,2a et 2b 
celles dea deux axes horiiontaux, et conséquem- 
ment 

JM y» s* 

- + -+-=1/ 
a* b* e* 

réqpation de la surface , quand Uôrigine des coor- 
données est à son centre. Si Ton transporte cette 
origine au point le plus bas , et que les s positives 
soient dirigées de bas en haut , il faudra mettre 
c — s , au lien de s , dans cette équation. Les os- 
cillations du mobile étant supposées très petites , 
de part et diantre de ce point inférieur , les abscis- 
ses horitontales^ et y de m le seront aussi , et son 
ordonnée verticale s sera très petite par rapport à 
s et y. En négligeant le carré de m , après la sub- 
stitution de c — jB à la place de j> , on aura alors 

et ai Ton appelle A et ^ les rayons de courbure des 
deux sections principales de la surface , relatifs i 
son point le plus bas , ou à s = et y = , on en 
déduira 

a* b* 

^ == — ., * = — . 
c 

Cela posé, dans cette question, les variables 
indépendantes sont au nombre de deux, savoir s et 
y; le mobile ne pent donc exécuter que deux 



sortes d^oscillations simples; et son mouvement 
le plus général résultera de la coexistence de ces 
deux mouvemens particuliers. Or , si Ton écartait 
le mobile du point le plus bas de Tellipsoîde, dans 
la section dont Taxé horitontal est Sa , et qu^on 
lui imprimât une vitesse dirigée dans le plan de 
cette section, il est évident qu^il n*en sortirait pas 
pendant tout son mouvement. En désignant par y 
la gravité, la durée de ces petites oscillations se- 

rait alors 2 w y^ —, comme celle du pendule 

9 
simple dont la longueur est h (n«* 183) ; et , à un 

instant quelconque, on aurait 

» rr: R sin MK^ f J , y = Oj 

R et r étant, comme précédemment, deux constan- 
tes arbitraires. Dans le cas où les petites oscilla- 
tions auraient lien dans le plan de la section 
dont Taxe horiiontal est 2b, leur durée serait 

2v |/^ —, et Ton aurait , à un instant quel- 

9 
conque , 



0, y := R' sin 



■1^ 



R' et f' étant aussi deux constantes arbitraires 
Donc, les valeurs les plus générales de s et y se- 
ront les sommes de ces valeurs particulières , 
c'est-b-dire 



« = R sin 



(,l/£_,). ^ = R..i„(,4/I_w). 



Pour déterminer les quatre constantes arbitrai- 
res R, R', r , r', supposons qu^on a , à l'origine du 
mouvement , 

dx dtf 

*=0, *=|», y = ç, — = !»', — =î'i 

di ai 

il en résultera * 

R sin r = — p i R' sin H = — g , 

Rcosr=p'J/^^— , R'cosr' = «'K -; 

9 9 

par conséquent , en ayant égard aux valeurs de h 



et ft, nous aurons, à un ipstant quelconque, 

l/^ p'o . \/^ 
« = p cos i—^ + — r sin I — - , 

y = o cos I — 7— -1- ■ ^ sm I . 

* Vjc * 

Dans le cas de a =b = c, ces formules doivent 
coïncider avec celles du n" 207, en faisant, comme 
dans celles-ci, 

s = o9 cos 4> y =1 al sin 4- 

En effet, elles deviennent alors 



a I cos 4 = P cos 



a I sin 4 = 9 ^os 



.|/ï + .-|/I.„,|/I, 

a g a 
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oMic daos ce Bamëro on a supposé 

• = •, 4=0, — = 0, ai — =:C|/^î 

ai di 



qvand t n=0 ; et ^i eitge qu'ion prenoe 
il en résultera donc 



I cos 4 = * ^^* 



i \/^ —, • 9in 4 = C itn « \/^ — ; 



d*oà Ton tire 



••=— (••+C0 +—(•■ — C^) ces 2#I/^ -1, 
8 t a 

aUng4=:Ct«ngf|/^ —, 

comme dans le numéro cité. 
651. Supposons généralement qu^on ait 

ti = U, o = V, io = W, etc. , 

pour les valeurs des Tariables indépendantes à un 
instant quelconque, quand on a 

fi = fil , = vi , iD == Wi , etc., 

i» in dvD 

— = «„ — = i>j, ^ s=: tp,, etc., 



i<f 



A 



à l'origine du mouTement; supposons qu'on ait 
aussi , k un instant quetconque , 

« = U', • = ¥', « = W, etc., 

lorsqu^on a 

il = «,', p = vx\ w Œ vi', etc., 

àia dv dw 

— = «/ , — = e/, — = m;/, etc. , 



i<f 



dt 



pour l=>0 ; et ainsi de suite. Je dis qu'oq aura , au * 
bout du temps # quelconque , 

« r= IT + U* + 0« + ete. , 

• = V + V + V" + etc. , 
«'= W+ W+ W"+ élu. , ' ^' 
etc. , 

lorsqu'on suppose^ à i^origine du mouirement, 

• = «I + Ui' + ui" + etc., 
V s=:v^ + pj ^vi" + etc., 

etc., 

du 

7 = «i + < + •/' + etc. , 
di 

de 

- = •■ + •,' + < + etc., 
a/ 

dw 

-^ =z w'+ w,'+ w» + etc. , 

etc. 



En effet , d''après les premières suppositions qo^on 
a faites sur les valeurs initiales de « , v , U' , etc. , 

du d9 dw 

— , — , •— , etc., les formules (g) satisferont 

di di di 

évidemment pour $= à ces dernières équations ; 
de plus, les valeurs particulières de u, r, te, etc. , 
satisfaisant , par hypothèse , aux équations diffé- 
rentielles du mouvement, leurs sommes ou les for- 
mules (g) y satisferont aussi, puisque ces équations 
sont linéaires, et ne renferment pas de termes in- 
dépendons des inconnues « , v , w , etc. , (n» 547) ; 
les formules (y) rempliront donc toutes les condi- 
tions de la question , et seront , par conséquent , 
les valeurs des inconnues à un instant quelconque. 

552. Ce théorème général peut être appelé le 
prinoipê de la superposition dss petits momvtmêms. 
On ne doit pas le confondre avec celui de la coexis- 
tence des petites oscillations : il est indépendant 
des lois particulières des petits mouvemens que 
Ton considère , et résulte seulement de ce que les 
déplacemens et les vitesses des mobiles sont trai- 
tés comme des infiniment petits, puisqu^on néglige 
leurs produits et leurs puissances supérieures à la 
prenuère* 

En vertu de ce principe, les ondes sonores qui 
partent de différons points, se propagent et se 
superposent dans Tair sans se modifier ; en sorte 
qu'à chaque instant le déplacement et la vitesse 
d^une molécule d^air, suivant une direction quel- 
conque , sont les sommes des déplacemens et des 
vitesses qui répondraient à toutes oes ondes con- 
sidérées isolément ; ce qui nous permet d'entendre 
distinctement et sans confusion plusieurs sons à la 
fois , produits par différons corps sonores. Les sons 
simultanés peuvent aussi résulter de la coexistence 
des petites oscillations dans un même corps sonore. 
Ainsi, par exemple, lorsqu'une corde tendue exé- 
cute, en même temps, les oscillations isochrones 
qui répondent à sa longueur entière, et celles dont 
la durée correspond au tiers de cette longueur , la 
mouvement de l'air est le même que si deux cordes, 
dont Us longueurs seraient entre elles oomme un 
est à trois, exécutaient simultanément les vibra- 
tions les plus lentes dont elles sont susceptibles ; 
et Ton entend , en même temps, le ton fondamen- 
tal de la corde donnée , et un autre ton plus élevé, 
qui est la quinto de rsctavs supérieure. Cest aussi 
pour cela que l'on entend distinctement les sons 
produits par les vibrations longitudinales et par 
les vibrations transversales , qui ont lieu i la fois 
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rfant «ne même corde tendue, on dans une Éiéaie 
verge élastique. 

D'après le même principe , les ondes produites 
en plusieurs points de la surface de Teau, se pro- 
pagent simultanément autour de ces centres diffé- 
rons, et peuvent se croiser en tons sens à cette 
surface , sans se modifier mutuellement ; de ma- 
nière qo^à un instant quelconque rélévation de 
Tean , en tel point qu^on voudra , est la somme des 
élévations positives ou négatives qui auraient lien 
en vertu de toutes ces ondes considérées isolé- 
ment. 

L'explication qu'on donne du phénomène des 
mtBrfirtncêê , dans la théorie des ondulations lu- 
mineuses, est aussi fondée sur le principe de la 
superposition des petits moutemens, qui est, 
comme on voit , susceptible de nombreuses appli- 
cations. 

Pour le compléter , nous ajouterons que ai des 
forces émanées de centres mobiles agissent sur les 
points du système , les seconds membres des équa- 
tions (a) de leurs petits raouvemens (uo640), se- 
ront des fonctions linéaires des composantes de ces 
forces données. Il en sera de même à l'égard des 
intégrales complètes de ces mêmes équations diifé- 
reatielles ; d'où l'on conclut que les parties de fi , 
V, 10 , etc., indépendantes de l'état initial du sys- 
tème, et, par suite, les parties semblables des 
coordonnées des mobiles , seront les sommes des 
valeurs qu'elles auraient si les forces données agis- 
aaient séparément. Ainsi, par exemple, dans le 
phénomène des marées , l'élévation totale de la 
mer en chaque point et à chaque instant est la 
somme des élévations, prises avec leurs signes, 
qui seraient causées par les actions isolées du so- 
leil et de la lune; et c'est p'onr cela que, toutes 
efaMOS égales d'ailleurs , les hautes mers sont les 
plus considéribles dans les stfMfffiêi, et les moin- 
dres dans les ftêodroturtê. 

S III. Principes de la cwsêrvation du mwivmn$n$ 
du centre de gravUé, et de la eoneervoHon des 
aires. 

563. Puisque le Monveoient du centre de gravité 
d'un système entièrement libre est le même que 
ai les niasses de tons les ntobiles y étaient réunies 
et que leurs forces motrices y fussent transportées 
parallèlement k lenn directions , il s'ensuit que 
les forces données dent les composantes parallè- 
les à chaque coordonnée seront égales et contraires, 
n'entreront pas dans les éqnatione différentielles 
de ce monvement. Or , oe cas est celui des forces 
motrices provenant des actions mutuelles des points 
du système , en vertu de la loi générale de l'action 
égale à la réaetien, qui s'observe toujoura dans la 
nature 9* ainsi qu'on va Texpliqner. 

Si un point matériel situé en II agit sur un autre 
point situé en H', et lui imprime ou tend à lui im- 



primer, dans un instant, une quantité de mouve- 
ment infiniment petite , «aje représenterai par i», 
on observe toujours : 

lo Que cette action est dirigée suivant la droite 
menée du point H' vers le point H, ou suivant son 
prolongement au delà de H' ; 

2^ Qu'en même temps le point situé en M' réagit 
sur le point situé en H, suivant la droite qui va 
de M vers H' , ou suivant son prolongement au delà 
de M. 

8o Que cette réaction communique ou tend à 
communiquer au point situé en M une quantité de 
mouvement précisément égale à /a. 

On dit qu'il y a attraction ou répulsion entre ces 
deux points matériels , selon que leur action mu- 
tuelle tend à augmenter ou à diminuer la distance 
WW ; s'ils sont entièrement libres , et que leurs 
masses soient représentées par m et m', les vitesses 

f* /* 
qu'ils prendront seront — et -», c'est-à-dire, en 

m m' 

raison inverse de leurs masses, et les quantités 
dont ils se rapprocheront ou s'écarteront , pendant 
un temps infiniment petit, seront égales à ces vi- 
tesses multipliées parla moitié dece temps (n» 114): 
d'ailleurs , la quantité /* pourra dépendre de la na- 
ture des corps auxquels m et m' appartiennent , ou 
en être indépendante et proportionnelle au produit 
mm' de ces masses (no 241) , comme dans le cas 
de Tattraction universelle. 

La première des trois propositions qu'on vient 
d'énoncer peut être regardée comme évidente en 
elle-même ; car des quantités de matière «i et m' , 
étant réduites à des dimensions infiniment petites, 
et placées k une distance finie l'une de l'autre , il 
n'y aurait aucune raison pour que Taction d'un de 
ces points sur l'autre s'exerçât d'un côté déterminé 
de la droite qui les joint , et autour de laquelle 
tout est semblable I mais les deux autres proposi- 
tions ne peuvent être pour nous que les résultats 
de l'expérience , généralisés par induction et con- 
firmés par toutes les conséijneoces qui s'en dédui- 
sent. En effet , nous ne pouvons regarder comme 
impossible , à priori, qu'un point matériel «s agisse 
sur un autre es', sans que celui-ci réagisse sur le 
premier , en sens contraire et avec une égale in- 
tensité. Ainsi , nous admettrons le principe de la 
réaction égale et contraire k Toction comme une 
loi générale de la nature , qui nous est donnée par 
l'observation , de même que la loi de l'attraction 
universelle, en raison inverae du carré do la dis- 
tance. 

664. Gela posé, si tous les points matériels d'un 
système entièrement libre ne sont soumis qu'à leurs 
sotions mutuelles , ees forces motrices , transpor- 
tées au centre de gravité du système, s'y détrui- 
ront deux à deux ; le mouvement de ce centre sera 
donc reo^gne et uniforme , et conservera con- 
stamraenTsa vitesse et sa direction initiales ; ce 
qui a fait donner à ce théorème le nom de prineipe 
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de ia conservation du mouvomont dn eentro do gra- 
Htê, 'If 

Ce mouvement nVst pas altéré par le choo des 
corps, quel que soit leur degré d^élasticité (n» 642); 
et, en effet, le phénomène du choc est produit, 
comme nous Tavons déjà dit (n» 600) , par les ac- 
tions mutuelles des molécules du corps choquant 
et du corps choqné ^qui s^ exercent à des distances 
insensibles, mais de grandeur finie, et pour les- 
quelles la loi de la réaction , égale et contraire à 
Taction, ne peut manquer d^avoir lieu . Par la même 
raison, si nn corps solide est en mouvement, et 
quMl soit brisé par une explosion intérieure, la di- 
rection et la vitesse du centre de gravité de toutes 
ses parties, après cette explosion, seront les mêmes 
que la direction et la vitesse du centre de gravité 
qui avaient lieu auparavant. En général, les chan- 
gemcns brusques de vitesse qui accompagnent les 
chocs ou les explosions , sont les effets des actions 
mutuelles des molécules ; ces forces varient dans 
de très grands rapports , quand les molécules se 
rapprochent ou sMloignent les unes des autres; et, 
par suite , elles font varier de même les vitesses 
des corps pendant de très courts intervalles de 
temps. 

Le principe dont il s^agit est indépendant de la 
liaison des points du système , pourvu qu^aucuQ 
d^eux ne soit lié à d^uutrcs points étrangers au sys- 
tème que Ton considère , et no soit pas assujetti à 
se mouvoir sur une surface ou sur une courbe fixe 
ou mobile. Des conditions de cette espèce , s^il en 
existait, donneraient naissance à des forces qu'il 
faudrait transporter au centre de gravité , et qui 
pourraient faire varier sa vitesse. Il en sera de 
même , lorsqu^il y aura des forces appliquées aux 
points du système qui ne proviendront pas de leurs 
actions mutuelles ; et , dans ce cas, les actions 
mutuelles pourront influer indirectement sur le 
mouvement du centre de gravité, en diminuant ou 
augmentant les distances des points du système 
aux points fixes ou mobiles d^où émanent les forces 
étrangères , et changeant , par conséquent , leurs 
intensités. 

L^inertie d^un point matériel consiste en ce qu^il 
ne peut se mettre de lui-même en mouvement , ni 
modifier aucunement le mouvement quUl a reçu , 
sans le secours de forces émanant d^autres points; 
Tinertie d^un système de corps consiste , de même, 
en ce que Taction mutuelle de ses parties ne peut 
produire ni modifier le mouvement de son centre 
de gravité , sans le secours de points d^appui ou de 
forces étrangères. Ainsi , le mouvement du centre 
de gravité du soleil, des planètes, des satellites et 
des comètes , doit être rectiltgne et uniforme dans 
Tespace , abstraction faite de Taction exercée par 
les étoiles sur tous ces corps , et de la résistance 
du milieu, si elle existe. 

La manière dont les différentes parties 4^un mus- 
cle agissent Tune sur Fautre , pour produire ses 
roouvemens , nous est inconnue ; nous ignorerons 



peut-être toujours par quel moyen li Tolonlé met: 
ces parties de nature diverse dans la disposition 
respective nécessaire pour qu'elles exercent ac- 
tuellement leurs attractions ou répulsions mutuel- 
les : quoi quUl en soit , nous ne pouvons pas dou- 
ter que ces actions ne soient soumises à la loi de 
réciprocité , comme toutes les autres forces natu- 
relles ; d^où il résulte qu^un animal , de quelque 
manière qu'il s'y prenne, ne peut jamais déplacer 
son centre de gravité par sa seule volonté, et sans 
le secours d'un point d'appui extérieur. L'homnie 
et les animaux peuvent élever ou abaisser vertiea- 
lement leur centre de gravité , en s'appuyant sur 
la terre; ils peuvent aussi s'avancer horixontale- 
ment , à l'oide du frottement contre sa surface ; 
mais la locomotion leur serait impossible sur un 
plan parfaitement poli, où cette résistance serait 
tout-à-fait insensible. Dans le vol des oiseaux, 
c'est le centre de gravité de l'animal et de toute la 
masse d'air qu'il met en mouvement, qui demeure 
constamment en repos; et , dans le vide , il ne pour- 
roit parvenir à déplacer son propre centre de gra- 
vité , quelle que fût la rapidité du mouvement de 
ses ailes. 

Il n'y a pas de doute^ non plus , que les fluides 
impondérables ne soient soumis à la loi de réaction 
égale et uoutraire à l'action , et que le principe de 
la conservation du mouvement du centre de gra* 
vite, qui en est la conséquence, ne doive aussi 
s'observer dans leurs mouvemens, comme dans 
celui de toutes les autres substances , dont ils ne 
différent que par leur extrême ténuité. Ainsi, lors- 
que l'électricité ^ la chaleur , la lumière , s'échap- 
pent d'un mobile par un seul côté , ce corps doit 
reculer en sens contraire , afin que le centre de 
gravité du système entier demeure en repos; mais 
la quantité de mouvement qu'il prendra ne sera 
sensible , qu'autant que celle du fluide impondéra- 
ble le sera également, malgré la petitesse de la 
masse , et à raison de la grandeur de sa vitesse. 
C'est ce qui ne peut être décidé que par des expé- 
riences très délicates. 

666. If on seulement les forces provenant de l'ac- 
tion mutuelle des points m, m', m", etc., d'un 
système entièrement libre , n'entrent pas dans les 
équations (7) de leur mouvement de translation , 
mais elles disparaissent aussi des équations (0) de 
son mouvement de rotation autour de l'origine des 
coordonnées ( no* 639 et 640 ), 

En effet , soit F la force provenant de l'action 
mutuelle de m et m' , qui est la même pour ces 
deux points matériels , et dirigée , si on la suppose 
attractive , de m vers m' pour le point m , et de m' 
vers m pour le point m'. En appelant f la distance 
de ces deux points, les cosinus des angles que fait 
la droite mmf , avec des parallèles aux axes des s , 
y , s, menées par le point m , seront 

s' — * y' — y s' — « 
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Teialtvemeni à la force F , on aura donc 



mT= 



_(y'-y)F _,_(»'-»!> 



mZ 



P f f 

pcror les composantes de la force motrice du point m; et Ton trouvera de même 



m'V s= 



(* — JF')f 



m'T' = 



(y - y')ï 



p 



pour les composantes de la force motrice de m\ 
proTenant de cette force F. Or , d'i^rés ces valeurs, 
nous aurons 

m (jtT — yX) + m' («'Y' — y'X') = , 
m (*X — « Z) + m' (s'X' — *'Z') = , 
m (yZ — »Y) + m' (y'Z' — s'Y') = 0; 

par conséquent , les termes provenant de Taction 
mutuelle des points du système, se détruisent deux 
i deux dans les seconds membres des équations (9) 
du no 640. 

Si donc il n^y a pas d^autres forces motrices qni 
agissent sur les points m , tn' , m", etc., le mouve- 
ment de rotation du système autour de Torigine 
des coordonnées, sera uniquement dû aux vitesses 
initiales qui ont été imprimées à ces points ; en 
sorte que sans le secours de forces étrangères ou 
de points d'appui pris au dehors , c*cst-à-dire , par 
la seule action mutuelle de ses parties , un système 
quelconque de corps ne peut produire aucun mou- 
vement de translation ou de rotation commun à 
tous ses points, ni modifier, en aucune manière, 
celui quM a reçu primitivement. 

666. Les seconds membres des équations (9) 
seront encore zéro, lorsque les points du système, 
indépendamment de leurs actions mutuelles, se- 
ront aussi sollicités par des forces dirigées vers 
Torigine des coordonnées ; car pour une semblable 
force , appliquée au point m, les composantes mX, 
mY, mZ , sont entre elles comme les coordonnées 
« , y , s , de ce point { on a donc 

«Y = yX , sX = irZ , yZ = «Y ; 

et le terme qui en provient disparaît de chacune 
des équations (9). 

Ainsi, dans tout système entièrement libre, ou 
qui ne renferme qu^un seul point fixe , et dont les 



P 



P 



m'I' = 



points m, m! ,m"\ etc., sont soumis à leurs actions 
mutuelles et à des forces dirigées vers ce point 
fixe , en Je prenant pour origine des coordonnées , 
on aura 



\ dl» dl» ) ' 

/ d^ » rf« y\ 

V dt* dh J 



w 



S^il n'y a aucun point fixe dans le système, et 
que les mobiles soient uniquement soumis à leurs 
actions mutuelles, on pourra prendre tel point 
qu'on voudra pour origine des oeordonnées; et 
comme dans ce même cas , les équations (7) du 
no 639 , se réduiront à 

d* X _ rf" y d» s 

il s'ensuit qu'on pourra aussi prendre pour cette 
origine, un point qui ait un mouvement rectilîgne 
et uniforme dans l'espace. 

En effet , en désignant par », C, ^ , les coordon- 
nées de ce point mobile , on aura 



d* m 
dt* 



= 0, 



d*C 
1i^ 



= 0, 



d^ y 

dt* 



pour y transporter Porigine des coordonnées , il 
faudra faire 

relativement au point quelconque M ; or , en sub- 
stituant ces valeurs, dans la première équation (a), 
on peut la mettre sous la forme 



V ' dl« •'' dt^ J ^ dt* 



d* u 



2»iy, 



-f* «Sm 



d* s 
~dF 



d* y 
-_ C2m ---1 = 0; 
dt* ' 



au moyen des équations précédentes , elle se ré- 



duira donc à 



rf» X. 



/ a*y, tf'xA 



et Ton trouvera de même que tes deux autres 



équations (o) ne changent pas de forme, et de- 



viennent 



(d* X. d* s\ 

' di* ' dt> ) 



/ d* X, d* y\ 



0, 
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quand on transporte i*origine des coordonnées au 
point dont le mouvement est rectiligne et uni- 
forme. 

Dans le cas dont il s^agit, le mouvement du 
centre de gravité du système étant rectiligne et 
uniforme (n° 664) , il en résulte que les équations 
(a) devront subsister en prenant ce centre pour 
origine des coordonnées. 

667. En multipliant les équations (a} par dt , et 
observant qu^on a 



di dt \ ^ ^J 

intégrant et désignant par c , c* '^c?^ les constantes 
arbitraires , il vient 

(dff dsy^ 

dt di^ 



ds 



dM. 



1m 



(' « -) = C, [ (e) 

^ de di^ i 

2« (y ^^\ ==c'»î 

^ dJt dt/ ) 

équations qui montrent que dans le mouvement 
d^un système entièrement libre , où les mobiles ne 
sont soumis qu^à leurs actions mutuelles , ou à des 
forces dirigées vers un centre fixe, les momens des 
quantités de mouvement de tous les points du sys- 
tème, par rapport à trois axes rectangulaires qui se 
coupent en ce point, et par conséquent, par rapport 
à toute autre droite menée par ce même point , 
sont des quantités constantes. Ces momens ne 
cbangeront pas de valeur, dans le choc des corps 
du système, ou dans Texplosion d'un ou de plu- 
sieurs d'entre eux , puisque les forces qui produi- 
sent ces phénomènes, sont des actions mutuelles 
de leurs molécules \ ce qui s'accorde avec le ré- 
sultat du no 642. 

S'il n'y a pas de forces dirigées Ters un point 
fixe, il résulte du numéro précédent, que ce 
théorème aura encore lieu , par rapport à un axe 
quelconque qui se meut parallèlement à lui-même, 
en passant constamment par le centre de gravité 
du système, ou, plus généralement, par un point 
dont le mouvement est rectiligne et uniforme. 
Dans ce même cas , on conclut des équations Ifi) , 
que les sommes des quantités de mouvement de 
tous les points du système, suivant trois directions 
rectangulaires , et conséquemment suivant une 
direction queK^onque , sont également des quanti- 
tés constantes; théorème qu'on peut aussi regarder 
comme renfermé dans celui qui répond aux momens 



de ces forces , eo éloignant à l'infini le centre des 
momens et l'origine des coordonnées. 

668. Les valeurs des constantes c , c', c", dépen- 
dront de la direction des axes rectangulaires , 
qu'on prendra pour ceux des coordonnées \ mais si 
l'on fait 

c> -^ c'« + c"» = >» , 

la quantité^ sera non seulement indépendante de 
^, mais aussi de cette direction; car elle exprime le 
moment principal d^un système de forces (n» 281), 
dont la valeur ne peut pas dépendre de la direction 
arbitraire des droites suivant lesquelles ces forces 
sont décomposées. Lorsqu'il n'existe pas de point 
fixe dans le système , on trouvera donc une même 
valeur de y^ en la calculant à deux époques diffé* 
rentes du mouvement , et prenant le centre de gra- 
vité pour origine des coordonnées , quelle que soit 
d'ailleurs leur direction, difi'érente ou la même, à 
ces deux époques. Dans ces calculs , on n'emploiera 
que des positions et des vitesses relatives des mobi- 
les aux époques données , savoir , les perpendicu- 
laires «, y, s, abaissées de chaque point sa sur 
trois plans rectangulaires, menés arbitrairement 

ds dy dz 
par le centre de gravité, et les excès — , — , — , des 

dt dt dt 

oomposontes de la vitesse de m , parallèles à leurs 
intersections , sur les comp&santes de la vitesse du 
centre de gravité suivant les mêmes directions. 
Lors même qu'il serait survenu entre les deux épo- 
ques pour lesquelles on aura ainsi calculé la valeur 
de 7f, un ou plusieurs chocs ou explosions des 
corps du système , cette valeur ne serait pas chan- 
gée , pourvu que , dans le cas d'une explosion , on 
comprit dans le calcul de la seconde époque toutes 
les parties dti corps brisé. Si donc on la trouvait 
différente à la seconde époque de ce qu'elle était i 
la première, on en pourrait conclure que des forces 
étrangères ont agi, dans l'intervalle , sur les mobi- 
les , ou bien qu'ils ont ehoqué d'autres corps qui ne 
font pas [Mirtie du système. 

Si Ton appelle «, •', «", les angles que fait 
l'axe du moment principal avec les axes des s , 
y, s;, dont l'origine est au centfede gravité, on 
oura (no 281) 



/r 



cos « = — . 



cos «' = 



.ir 



cos •" = — \ 



en supposant donc que ces axes soient constam- 
ment parallèles à eux-mêmes, les quantités c, 
c', c'', ne changeront pas, et la direction de l'axe du 
moment principal sera aussi invariable, comme la 
grandeur du moment qui s'y rapporte. La même 
chose a lieu par rapport a un point fixe, lorsqu'il y 
en a un dans le système , et qu'on le prend pour 
origine des coordonnées ; ce qu'on a déjà vu dans 
le n» 416 , relativement à un corps solide. 

669. Il est important d'observer que les termes 
provenant de l'action mutuelle du système dispa- 
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raissent dans les seconds membres des équations (9) 
du no 540 , lors même que Pintensité de cette ac- 
tion ▼arie «Tec le temps , indépendamment de la 
distance , c'est-i-dire , lorsque les composantes de 
cette force renferment le temps t explicitement. 
Les équations (e), et , par conséquent, l'invariabi- 
lité du moment principal et de la direction de son 
axe , ont donc encore lieu dans ce cas , qui se pré- 
sente , par exemple , quand les points du système 
perdent, sous forme rayonnante, une partie de leur 
cbaleur propre ; ce qui diminua, à distance égale , 
Tintensité de leur action mutuelle. 

Ainsi, en faisant abstraction ^e Taction du soleil 
et delà lune sur la masse de la terre, et supposant 
quo noire planète, autrefois à l'état gaxeux, s'est 
solidifiée par le refroidissement , sans perdre au- 
cune partie de sa matière pondérable , on peut as- 
surer que , dans cette transformation , le moment 
principal des quantités de moa:vement de tous ses 
points n'a pas changé de grandeur, ni son axe de 
direction. Cette droite est devenue l'axe de figure 
de la terre, autour duquel elle tourne maintenant; 
et , dans ce mouvement, il est aisé de voir (n** 386) 
que Ton a 

y = «HA* , 

pour la valeur du moment principal ; m étant la vi- 
tesse angulaire de rotation , M la masse , et Mi* le 
moment d'inertie par rapport k Taxe de figure. Si 
le refroidissement et la rotation de la terre conti- 
nuent encore actuellement, et que son rayon di- 
minue en conséquence, la valeur dek diminuera 
dans le même rapport ; à cause que la quantité y 
est constante , la valeur de m augmentera donc en 
raison inverse du carré de A , et la durée du jour 
àécroitra proportionnellement an carré du rayon. 
Une diminution , due à cette otfuse , d'un dix-mil- 
lionième sur la durée du jour, supposerait nn dé- 
croissementd'nn vingt-mUUonièmesur la longueur 
du nyon ; et comme on est certain que le jour n'a 
paa éprouvé cette diminution depuis S500 ana 
(n* 448), il en résulte que le rayon moyen de la 
terre n'a pas varié d'un vingt-millionième, ou d'& 
peu près 3 mètres, dans ee long intervalle de temps, 
par l'effet du refroidissement, si la température 
moyenne de la terre n'est pas encore parvenue à un 
état permanent. 

Les tremblemens de terre, les explosions volca- 
niques , le souffle des vents contre les côtes , les 
frottemens et les pressions de la mer sur la partie 
solide du sphéroïde terrestre, répondant & des ac- 
tions mutuelles des parties du système , il n'en 
peut résulter aucune variation de la quantité y\ et 
les déplacemens de ces parties qui ont lieu dans 
tontes ces circonstances , n'étant pas asses consi- 
dérables pour produire des cbangemens sensibles 
dans la valeur de ft, ces causée diverses ne pro- 
duiront aucune altération appréciable dans la rapi- 
dité de la vitesse «, ni dans la durée du jour. 

330. Les théorèmes qui se déduisent des équa- 



tions (ç) peuvent encore e'énoncer d'nne autre 
manière. 

Observons, pour cela, que la formule l(«d^ — ydr) 

est l'aire décrite pendant l'instant di, ou la diffé- 
rentielle de l'aire décrite pendant le temps f , par le 
rayon vecteur de la projection du point m sur le 
plan des s et y, en allant de l'axe des s positives 
vers Taxe des y positives (n<» 154). La formule 

^ {jtds-'^dM) est de même la différentielle de l'airp 

décrite par le nyon vecteur de la projection du 
même point m , sur le plan des s et s, en allant de 

l'axe des m vers l'axe des jr; et -^ (yis — gdy) ex- 
prime la différentielle de l'aire décrite par le rpyon 
vecteur de la projection de ce point sur le plan 
des y et s, en allant de l'axe des y vers l'axe 
des s. 

Cela posé, considérons les aires comme des 
quantités positives ou négatives, selon qu'elleo 
sont décrites sur chaque plan, dans le sens qu'çn 

vient d'indiquer, ou dans le sens opposé. Soit «^ à la 

somme des aires décrites, pendant le temps <, par 
les rayons vecteurs des projections de tous les 
points du système , et multipliées respectivement 

par leurs masses m, m', m", m"', etc. Appelons -i à' 

la somme des aires décrites sur le plan des a et s , 
pendant le même temps , par les rayons vecteurs 
des projections de ces points matériels, et multi- 
pliée aussi par leurs masses. Soit enfin .^^" la 

somme des aires décrites sur le plan des y et e, 
pendant ce temps #, par les rayons vecteurs des 
projections de ces mêmes points , multipliées de 
même par leurs masses. Ces trois sommes seront 
des fonctiona de I, dont les valeurs s'évanouiront 
avec cette variable, et qui auront pour différen- 
tielles 

-i dx =-i 2» (x«ry — y4r), 

— ci^' =-^ 2m (adj: — *dz)y 

IdK^' =J2«(yrfa -sify), 

En vertu des équations (c), on aura donc 

dk7=edi, dK' = C^dij dk":=zc''dii 

et , en intégrant, on en déduit 

k =z et, k' = c'/, x" = e"#. 

Donc, dans le mouvement d'un système entière- 
ment libre, dont les points ne sont soumis qu'à 
leurs actions mutuelles, les sommes des aires re- 
présentées par - X, -i x', ^ x", sont proportionnel- 
les nu temps employé à les décrire, et les sommes 
des aires décrites pendant l'unité de temps, con- 
servent leurs valeurs initiales pendant toute la du- 
rée du mouvement ; le centre des aires étant un 

45 
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point fixe, le centre de graTÎtë du système, ou tout 
autre point dont le mouTcment est rectUigne et 
uniforme. 

Cest en cela que consiste le prineipe de ia eo»- 
ÉêrvatUm dêê airêê. Il a encore lieu lorsquMl existe 
dans le système un point fixe fers lequel sont diri- 
gées des forces agissant sur un ou plusieurs des 
mobiles, pourvu que Ton prenne -alors oe point 
û%e pour centre des aires ; ce qui comprend le 
théorème du n» 154, relatif à un point niatériel isolé. 

Nous ferons remarquer que, quand les points "m, 
m'^ m", etc. ,- tournent -dans -un même sens autour 
du centre des aires, comme les centres des planè- 
tes autour du soleil , il en sera de même à Tégard 
de leurs projections sur les plans des coordon- 
nées ; de sorte que tous les termes des sommes 

•i X , -^ a', -^ x^, auront le même signe : ils auront 

«u contraire, des signes différons, et ces sommes 
pourront être des .quantités positives ou négatives, 
lorsquVne. partie des mobiles tournera dans un 
sens, et Tautre partie dans le sens opposé, comme 
dans le mouvement des comètes autour du soleil. 
661. Maintenant, soient O{fig.lt0), le centre des 
aires, fixe ou mobile ; Osr , Oy, Os , les directions 
des axes rectangulaires des coordonnées ; M et M^ 
les positions du point quelconque m au bout des 
temps i et i+dt; P et P^ les projections do M et H, 
sur le plan des s et y. Le triangle MOM^ sera Taire 
plane décrite , pendant Tinstant ill^par le rayon 
Tocteur de m , et il aura pour projection sur le 
plan des jr etf , le triangle POP^, ou Taire décrite 
pendant cet instant, par le rayon vecteur de la 
projection de m sur ce plan. Les projections de MOM^ 
sur les deux autres plans des coordonnées , seront 
aussi les aires décrites par les rayons vecteurs des 
projections de m sur ces plans. Il en sera de même 
pour les aires décrites dans Tespace , pendant tou- 
tes les parties infiaiment petites du temps #, par 
les rayons vecteurs de tous les points du système, 
et multipliées par leurs masses, ou, autrement dit, 
pour toutes ces aires augmentées dans le rapport 
des masses m , m', m^', etc. , à Tunité. Par consé- 
quent, les quantités 7 a , 7 ^S -^ x", qu'on vient 

de considérer, seront les sommes des projections 
de ces aires infiniment petites , sur les trois plans 
des coordonnées ; et Ton pourra appliquer à ce sys- 
tème d*aires planes eti leurs projections, les théo- 
rèmes des n<»« 276 et suivans. 

Ainsi, parmi tous les plans qu'on peut faire pas- 
ser par le point 0, il y en a un sur lequel la somme 
des projections des aires planes , prises avec les 
signes qui résultent du sens du mouvement pour 
ohacune d'elles , est un maximum. Si Ton désigne 
par lé la valeur de cette aire ma^rtma, on aura 

et^ si OH est la perpendiculaire à son plan, et qu'on 
fasse 

sOH = C , yOH = C^ *0H = C", 



on anra aussi 

X x' x" 

cos C = — , cos C = — , ces' C = — . 
MA» M 

Or, d'après les valeun de x, x', x", ces formules sont 
la même chose .que 

c . V c*' 

oos<= — , cosC'ss — , '00sC" = — .; (il) 

ir > > 

c, c'y c'',>, étant les mêmes constantes que précé- 
demment, n en résulte donc que la direction du 
plan de Taire -masima demeurera constante pen- 
dant toute la durée du mouvement , et que la nor- 
male à ce plan menée par le centre des aires coïn- 
cidera toujoura avec Taxe du moment principal des 
quantités de mouvement de ions les points du sys- 
'tème. 

On conclut de là que dans le mouvement de tout 
système entièrement libre, dont les points matériels 
nesont sonmis qu'à leurs actionsmutuelles, il existe 
un plan, passant par le centre de gravité, qui de- 
meure constamment parallèle à lui-même, et dont 
on peut, à chaque instant, déterminer la direction, 
au moyen des masses de tout ces points, de leurs 
coordonnées rapportées au centre de gravité comme 
origine, et des excès des composantes de leun vi- 
tesses snr celles de la vitesse de ce centre. 

Ce théorème est dû à Laplace, qui a donné an 
plan dont il s'agit la dénomination de piam wea- 
riahlê, et qui a proposé d*en- faire usage, en Astro- 
nomie, pour rapporter à sa direction constante les 
directions variables (n« 244 ) des plans des orbites 
planétaires. 

062. C'est an plan de Torbite de la terre, et à 
une droite menée, dans ce plsn, par le centre du so- 
leil et parallèlement à la ligne des éqmnoxes, que 
les astronomes rapportent les positions des astres 
et les directions des' plans dans lesquels ils se meu- 
vent. L*écliptique vraie et la ligne des équinoxes 
étant en mouvemeut dans Tespace, on détermina 
lenn positions, à nu instant donné, en les compa- 
rant à celles des étoiles ; mais on peut craindre que 
les roouvemens propres des étoiles , qui sont in- 
connus pour la plupart, ne nous induisent en erreur 
sur les déplacemens absolus de Torbite de la terre, 
après plusieun siècles ; et, pour prévenir cet em- 
barras , il est bon de pouvoir assigner sa direction 
vroie à un instant quelconque. 

Supposons donc que le plan des s et y soit le plan 
de Técliptique à un instant donné , ou , plus exac- 
tement, un plan parallèle à celui de cette écliptiqoe 
et mené par le centre de gravitéO du système solaira. 
Par le point (fig. 117), menons arbitrairement 
dans ce plan les axes Os et Oy ; et d'après les coor- 
données et les vitesses actuelles de tous les points 
du système solaire, rapportées aux axes rectangu- 
laires Os, Oy, Os, et les masses de ces points, sup- 
posons aussi qu'on ait calculé les valeun des 
quantités e, c*, e". Si OH est la perpendiculaire au 
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pUo invariable de ce système, et EOE' rintersec* 
tion de ce plan avec celui des m et y, les équa- 
tions (iQ donneront 

e e' 

ces BOs = —, tang EOjt = — , (•] 

y «'* 

ce qui fait connaître la direction du plan in?ariab1e 
par rapport à celui des s. et y^ Mab pour en xson- 
clure, réciproquement, la direction absolue du plan 
de Técliptique, parallèle à celui des s et y^ il faut 
encore qu^il existe, sur le phn intariable, une 
droite qui demeure* constamment parallèle k elle- 
même, et dont la direction soit connue & chaque 
instant. OK étant cettedroite,.on connaîtra Tangle» 
K.Ojr à Tépoque que Ton considère; de cet angle, 
joint & HOjs.etEO«, on déduira Tangle EOE; et les^ 
deux angles HOs et EOK jdétermineront complète- 
ment la direction absolue du plan de Técliptique. 

Or , Pexistence du plan invariable , dans le sys- 
tème solaire, suppose, implicitement, que Ton fait 
abstraction de Taction des étoiles sur le soleil et 
sur les planètes, et q^e toutes les parties du sys* 
tème sont soumise» uniquement à leurs action» 
mutuelles. Hais, dans ce cas , le mouTcment du 
centre de gravité est rectiligne et uniforme) par 
conséquent, & moins que la direction de ce nmuve- 
ment ne soit exactement perpendiculaire en pUn 
invariable, on aura une droite OK., toujours paral- 
lèle à elle-même , en projetant sur ce plan la droite 
que décrit le point dans Tespace, On ne voit pas 
une autre ligne qu^on puisse prendre pour la droite 
OK j mais pour faire usage de celle que nous indi- 
quons, il faut qu'on ait préalablement déterminé, 
par Tobservation , la direction du mouvement du 
centre de gravité de notre univers, que nous ne 
connaissons encore que très imparfaitement. 

Su comparant les valeurs des angles B0« et EOK, 
déterminées à deux époques différentes, on connaî- 
tra les déplacemena réels de Técliptique qui ont eu 
lien dans Tintervalle , et que le seul angle flO», in- 
clinaison du plan mobile sur le plan invariable, ne 
suffirait pas pour déterminerxemplètement. Toute- 
fois, si les quantités o' et o" sont très petites par 
rapport à o , Tangle KOs sera aussi très petit, et de 
très petites différences dans les valeurs de o' et o'f 
eo produiront de très grandes dans les valeurs de 
BOs, et, par suite, de Tangle EOK ; en sorte qu'il 
paraîtrait, dans ce cas, que Tintersection 0£ de Té- 
Cliptique et du plan invariable aurait éprouvé un 
déplacement très considérable sur ce plan. Hais, en 
général, ce déplacement ne serait pas réel; car les 
petites différences des valeurs de e' et o'' provien- 



dront, en grande partie, de* erreurs inévitable» 
dans les observations qui servent à déterminer ce» 
valeur», et -des quantités qu'on est obligé de né- 
gliger -en les calculant. 

Au reste, quand l'angle BOa est très petit, o*est- 
&-dire , quand Técliptique éat très peu inclinée sur 
leplau' invariable , l'angle EOK , qu'on peut alors 
très difficilement déterminer, n'a que très peu d'in- 
fliience-snr la direction vraie du plan de ToTbite de 
la terre. 

563. Le nombre et les masses des comètes nous 
étant inconnus , on sera obligé de négliger les ter- 
mes qui leur correspondent dans les valeurs de c, 
e', o", relatives au système solaire; mais les valeurs 
de e, c', i^^yàxmviéitA par les formules (e) seront très 
peu altérées par cette omission , vu la petitesse de 
ces masses , et parce que les termes de ces formu- 
les, qui correspondent aux comètes, se détruisent,, 
en grande partie , par l'opposition des signes 
(n«660). 

On calculera de la manière suivante les parties 
de 0, c*, e", qui répondent aux soleil, aux planètea^ 
et aux satellites. 

Soient H la masse d'un de ces corps, et ém l'élé-. 
ment de cette masse, dont jr , y , » , sont les coor- 
données rapportées aux axes Ox, Oy, 0». Appelons 
jTi , yi , jSt , les coordonnées du centre de gra- 
vité deH, par rapport aux mêmes axes, et Sj, y|, js^, 
les coordonnées de if», rapportées à des pacallèles 
à ces axes, menées par ce centre de gravité; do 
sorte qu'on ait, & un instant quelconque , 

# = ar, -f. Jf;» y = y» + y„ »= *i -f »^, 
djr dMx dsi d}f éifi dy, dt dMi du, 

dl dt dt^di di di^ dt dt dt 

L'origine des coordonnées «*!, y^ M^^ étant an cen- 
tre de gravité de H, on a 

fs^dm = , /yjdm-= 0, /»^db = , 

et) par conséquent , 

di J de J dt 

les intégrales s'étendant à la masse entière. D'après 

ds 

cela, si l'on substitue le» valeurs de sr, y^ ») — • j 

di 

dy de 

— , — , dans la première équation (c) , et qu'on y 

di di 

change m et 2 en <2m et/, on trouve 



= "("%■-»"%) +/(''1;'-''ï)*" 



ce qui montre que le moment des quantités de 
mouvement de H , par rapport à l'axe 0» , se jcom- 
pose de deux parties : la première ne dépend que du 



mouvement du centre de gravité de K | et est h 
même que si cette masse était concentrée en oe 
point ; la seconde est indépendante de ce moov»- 
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nèdt, et la mêiiM qae iii le centre de gravité ae% 
4tait en repos, et que l'aie Os fàt transporté en ce 
point, parallèlement à hii-mème. Le aènie résultat 
e'appUque aux quantités e' et e" , et a encore lieu 
par rapporta an ase quelconque. 

■aintenant, soient A, B, G, les niomens iTinertie 



de M, par rapport à ses trois axes principaux qui so 
coupent h son centre de gravité ; p, 9, r, les com^ 
posantes de sa vitesse angulaire de rotation, rela- 
tives aux mêmes axes; x, /u, r, les angles que font 
leurs directions avec une parallèle i Taxe Ojs, me- 
née par leur point d^intersection ^ diaprés ce qu*on 
a vu dans le n» 400, nous aurons 



/ I *, y* — 1 «m = Ap ces X + B9 ces fi + Cr cos r , 

J ^ dt dt^ 

pour le moment, par rapport & cette parallèle, dea 1 provenant de sa rotation autour de son centre de 
quantités de mouvement de tous les points de H, | gravité. Ils>nsuitqnelavaleur complète dee sera 



(dvi dxi \ 

*i — yi "-r^j + i (Ap cos X +. By cos /à + Cr cos t); 



if) 



les deux sommes 2 s^étendant au soleil, à toutes 
les planètes et à leurs satellites , et se composant 
par conséquent de 30 termes. Or, les rapports de A, 
B, G, à H, dépendant de la constitution intérieure 
de ce corps H, ils nous seront, sans doute, toujours 
inconnus : nous savons seulement que ces trois 
rapports diffèrent peu Tun de Tautre, à cause de 
la forme à pen près sphérique des corps célestes ; 
et qu'ib sont moindres que si ces corps étaient ho- 
mogènes , parce que les densités des couches con- 
centriques vont en décroissant du centre à la surface 
de M. Il serait donc impossible de calculer la valeur 
de c, ei de même les valeurs de c' et e", si Ton de- 
vrait avoir égard à la partie de chacune de ces quan- 
tités, qui provient de la rotation des corps célestes. 
Kais quelles que soient la forme de M et sa consti- 
tution intérieure , la partie de Ap cos x -^ Bç cos f» 
-f- Gr cos r, qui est due & Tétat initial de ce corps 
solide , demeure constante pendant toute la dorée 
de son mouvement (n» 416); en sorte que cette 
quantité ne peut varier, pour chaque corps céleste, 
qu'à raison dea attractions des autrea corps, en 
tant que leur résultante ne passe pas eiactement 
par le centre de gravité de 1, c'est-à-dire, en tant 
qu'elles s'exercent sur la partie non sphérique de M. 
n en résulte que pour chaque corps céleste, la par- 
tie variable du second terme de la formule (/) est 
très petite, et peut être négligée par rapport à la 
partie du premier terme, relative au même Corps. 
Ainsi, par exemple, en désignant par h le rayon du 
globe terrestre, par « la vitesse angulaire de son 
mouvement de rotation, qui a lieu autour de son 
axe de figure, et par i l'angle que fait cet axe avec 
la parallèle à l'axe Ox, le second terme de la for- 
mule (/), qui répond à la terre , sera moindre que 

2HA* 

^ m COS t, qui en serait la valeur, si la terre était 

homogène; soient aussi p et I le rayon moyen de 
l'orbite de la terre et sa vitesse moyenne dans son 
mouvement annuel ; le premier terme de la for- 
mule {f) relatif à la terre, aura par conséquent Hp*l 
pour valeur; or, si l'axe Os est perpendiculaire au 
plan de cette orbite, auquel ces l représentera 



Tobliquité de l'écliptique, on verra qu'une varia- 
tion de cinq degrés dans la grandeur de cet angle, 
ne produirait pas une variation dans la valeur de 

2Hà> 

' ^ ■ m COS fj qui soit un cent-millionième de la 
o 

quantité Mp^l. On s^en assurera, en observant que le 
rapport de « à I excède à peine 366, que celui de f 
à k est environ 24000, et l'angle ^, à peu près 23<» 28^. 
Il en sera de même à Tégard de toutes les autrea 
planètes. Par rapport au soleil, il y a lien de croire 
que la partie variable du second terme de la formule 
(/) qui loi correspond, est tout-à>fait insensible, à 
cause de sa forme sphérique qui résulte des obser- 
vations, et que l'on peut aussi supposer à ses cou- 
ches intérieures, à raison de la petitesse de la force 
centrifuge comparée à la pesanteur , dans les diffé* 
rens points de ce cerpt (no 260) ; d'où l'on conclut 
que la résultante des attractions des planètes doit 
passer constamment par son centre de gravité, et 
ne produire aucune perturbation dans son monve- 
ment de rotation autour de ce point. 

D'après ces considérations, si l'on fait passer 
dans le premier membre de l'équation (f ), le se- 
cond terme dé son second membre, on pourra 
comprendre dans la constante , la partie invaria- 
ble de ce second terme , prise avec un signe con- 
traire ; et en négligeant seulement sa partie varia- 
ble , et opérant de même sur les équations qui 
donnent les valeurs de c' et &\ on aura , avec une 
approximation bien supérieure à celles des obser- 
vations, 

=2M^,._-y._), 



SI 
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= *■ [9' -jt - '. sr)- 



664. Les coordonnées »i , yt , Si , qui entrent 
dans ces formules,. ont leur origine au centre de 
gravité du système solaire; pour plus de conmo- 
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dite , il est bon de la traniporter ta oenlre de gra« 
▼ité du soleil. 

Pour cela, soient ^, A , A , les coordonnées de ee 
point rapportées aus mêmes aies que «i , f i , Si ; 
appelons Jr , y, s , les coordonnées du centre de 
granité de H, rapportées à des axes parallèles, pas- 
sant par le centre de gravité du soleil ; nous au- 
rons 

*i = «--^, yi = if — A, si=s — A; 

en substituant ces valeurs dans la première équa- 
tion (y], elle deviendra donc 

c = 2M(# y-) +2» (y A~) 



dy ds dg dh 

— yM — + WM— + — 2My 

di di di di 



et Ton transformera de même les expressions de o' 
et 0*'. D^ailleurs, Torigine des coordonnées Sx 9 
ya , Si , étant an oenire de gravité du systAne, on 
en conclut 

y2H = SH«, fcSH^SKy, ilZl^XMs, 

et , par conséqueiit , 

dy ds dk dy dk dm 

— 21=21 — , —2H = 2M— ,—21=21— . 
dl dt dt di dl dt 

Au moyen de ces équations, f élimine y, A, A, 
1^ dA itt 

— , — , —, des expressions de c , c^, 0", qui de- 
di di di 

viennent finalement 



\. 



)W 



21 



dî di^ 

1 / ày ds^ 

(21«.21 21y.21— V 

XM \ di di/ 

(di d%^ 
% « — ) 
di di/ 

1 / d# dsv 

— < — (2VS.2H SI». 21^), 

2H>> dM di/ 

/ *' ^\ 

\ di di/ 

1 / de dy% 

(2My.2I 21S.21— ). 

21 V di ai/ 

Les coordonnées « , y, ' y du centre de gravité 
de chaque planète ou satellite , et les composantes 

dx dy d% 

— , — , — , de SB vitesse , pourront être regar- 
da df dl 

dées comme des données de l'observatjon anx dif- 
férentes époques penr lesquelles on voudra calcu- 
ler les Talenrs de 0, d^ 0", et , par intte, les angles 
10» et S0« relatifs à la direction dv plan intaria- 



ble, au moyen des équations (a). L'origine des ooei^ 
données étant actuellement Je centre du soleil, les 
sommes 2 qui s*y rapportent , ne contiendront pas 
la masse du soleil, laquelle se trouvera seulement 
dans 21 , et rendra conséquemment très petit le 
second terme de chacune des formules (à) par rap- 
port an premier. 

$ rV. Primeipeê dêê forcée e»va« tidê ia mgimirê 

action* 

665. Lorsque les équations (2) du no 632 ne ren- 
fermeront pas le temps explicitement , on satisfera 
aux équations (3) du même numéro , en prenant 
pour ISf ly, Xs, 1^', etc., les différentielles ds, dy^ 
de, ds\ etc., relatives à cette voriahle; car alors 
ces dernières équations deviendront les différen- 
tielles complètes des premières, savoir : 



dL = 



etc. 



, dL' = 0, dL" = 0, 

et les quantités L , L', L", etc., étant nnlles par hy- 
pothèse , pendant toute la durée du mouvement, 
leurs différentielles complètes, prises en considé- 
rant jr , y, s , s', etc. , comme des fonctions de f , 
sont aussi égales à 0. lais si L, par exemple , ren- 
ferme le temps explicitement, sa différentielle 
complète sera 

dL dL dL 

dL = — dt-l dx + " dy + etc. ; 

di ds ^y ' 

et en prenant 

lgz=sdx, fy=dy, /j = ds, 1:^ =r ds', eto.. 
la première équation (3] ne s^accordera avec Téqua* 
tlon dL=0, que pour les valeurs particulières de #, 

dL 
s^il en existe , pour lesquelles on aura — = 0. Je 

di 
supposerai dans ce qni va suivre , que les condi- 
tions du système de points matériels m, m', m", etc., 
exprimées par les équations (2), sont indépendan- 
tes du temps <; les quantités L, L', L'', etc., seront, 
d^ailleurs, des fonctions quelconques des coordon- 
nées de ces mobiles , qui ne contiendront pas seu- 
lement leurs distances mutuelles , et le système 
pourra renfermer des points fixes et des points as- 
sujettis à demeurer sur des surfaces ou sur des 
courbes immobiles. 

Cela étant , si Ton substitue les valeurs précé- 
dentes de iy , ly, etc., dans Téquation (1) dn nu- 
méro cité , elle deviendra 



2m 



fd* g 



(ïf''+ 



à-H 



«^ + 



d«a 



d^ ' * di* 
= 2» (Xd* + Ydy + Zda) 



'■) 



En oppelant e, e', e", etc. , les vitesses des poinU ai, 
m', m", etc. , au bout du temps #, on aura, relative- 
ment au point quelconque m. 



dx* 

"dfT 



*1 
di* 



de- 
di* 



= V* 
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mobile , lorsque Ton aura égard au frotiemeil du 
point m contre cette surface; la variation de force 
vive produite par 1c frottement, dépendra de la 
pression , qui est égale et contraire à la forée in- 
connue 19 ; on ne pourra donc pas calculer, â priori, 
la grandeur de celte variation ; mois il est facile 
de prouver que Teffet du frottement sera toujours 
une diminution de force vive. 

£n effet, à cause que le frottement est propor- 
tionnel à la^iresslon, on pourra représenter celui 
du point m , contre la surface dont Téquation est 
L=0, par /^, en Résignant par f une fraction 
donnée qui sera une quantité positive , ainsi que 
Tinconnue N. De plus , la direction du frottement 
étant tangente à la trajectoire du mobile , et dirigé 
en sens contraire de sa vitesse , si Ton appelle * 
Tare déerit par le point m pendant le temps t , les 
Composantes de la force /*N , -seront 



ds 
d$ 



de 



dM 

de 



parallèlement aux axes des « , y, a ; donc , à couse 
de dx* -^ dy* -^ d** =dê* , le terme du second 
membre de Téquation (a) , qui provient de cette 
force, se réduira à — /Kcb ; et il en résultera, 
dans le second membre de Téquation (6), un terme 
— 2fflid» , dans lequel on prendra l'intégrale de 
manière qu^elle s^évanouisse avec «, et qui expri- 
mera évidemment une diminution de force vive. 

Ce résultat conviendra également au cas où un 
corps du système glissera sur Tautre : en prenant 
pour de rélément de la courbe décrite par leur 
point de contact en vertu de ce glissement , pour 
If la pression réciproque de ces deux corps , et 
pour /'un coefficient dépendant de la nature de 
leur surface , la quantité — 2jf^dê exprimera en- 
core la diminution de force vive due à ce frotte- 
ment. 

On verra de m^me que la résistance d^un milieu 



produira Misai constamment une diminution de 
force vive, qui dépendra de la vitesse drts mobiles. 
Ainsi , les frottemens des parties d'un système , 
entre elles ou contre des obstacles fixes , et lea 
résistances du milieu que les mobiles traversent , 
diminuent continuellement la aomme des forces 
vives de tous ces corpa; et c'est de cette manière 
que ces forces finissent toujours par réduire au 
repos le système entier, s'il a été mis en mouve- 
ment, puis ensuite abandonné à lui-même, sans 
être soumise à d'autres forces motrices qui puis- 
sent reproduire incessamment les forces vives 
détruites par ces résistances. Cest ce que fait, 
par exemple , la force du ressort dans les pendules 
ordinaires : son action restitue au corps oscillant 
la force vive qu'il aurait perdue sans cela, à 
chaque retour à la verticale, et le fait ainsi remon- 
ter constamment à la même hauteur, malgré la 
résistance de Tair et les frottemens. Dans lea hor- 
loges k poids , la force vive perdue est restituée an 
pendule par un poids , qui descend un tant soit 
peu pendant chaque oscillation. 

670. Si l'on représente par jti ) yi « ai » les 
coordonnées du centre de gravité du système des 
points matériels m, m', m", etc., & un instant 
quelconque, et qu'on fasse 

* = «, + *,, y = y» + y,, s = «i-f-s,, 

de sorte que s^^ y,, «|^ soient les coordonnées 
du point quelconque m , rapportées à ce oeotro 
comme origine , on aura 

ds, dy, dit 

Im — =0, tm — =0, Ssi — =0, 
dt di di 



et à cause de 

V* - 
il en résultera 



dx* + dy* + de* 



di* 



2mi>* 



=( 



dsi* + dy»« + rfsi« 



dt* 



ou, ce qui est la même chose , 

tmv* = v,> Sm -f" S">9/ , 

en désignant par Vi la vitesse du centre de gravité 
et par v, la vitesse du point m dans son mouve- 
ment autour de ce centre. Par conséquent, on 
aura la somme des forces vives absolues de tous 
les points du système , en ajoutant le produit du 
carré de la vitesse de leur centre de gravité et de 
lu somme de leurs masses , à la somme des forces 
vives de tous ces mêmes points dans leur mouve- 
ment relatif autour de ce centre. 

D'oprès ce théorème, si Ton appelle m la masse 
de Tun des corps célestes , U la somme des forces 
vives de tous ses points dans son mouvement de 
rotation autour de son centre de gravité , et qu^on 
désigne par*ii la vitesse de ce centre dans l'espace, 



) ÏTO + Xm C 



^,* + ^îfl* + <*»!* 



dt^ 



-)■ 



on aura U -(- mu* , pour la somme dtê forces 
vives absolues de m. En appliquant Téquation (ft) 
au système solaire, on aura donc 

2U + -imu* = D + 2f (x, y, s, *', etc.) ; 

les sommes S s'étendant au soleil , aux planètes, 
aux satellites, et même aux comètes, si leurs 
masses éUient connues ; D éUnt une constante 
arbitraire dépendante des positions et des vitesses 
de tous ces corps à un instant donné ^ et f dési- 
gnant une fonction relative à leurs attractions 
mutuelles. £n vertu du même théorème , on aura 
aussi 

ïmii» = V" ïm + Si» ( -^ J • 
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eD désignant par V U vitesse du centre de grsTÎié 
du système solaire dans Tespace, et par m^^ y,, Sj, 
les coordonnées du centre de figure de m, rapportées 
à ce centre de gravité comme origine. Par consé- 
quent, Féquation des forces vÎTes deviendra 



2n + V*2m + 2«^^ 



<**/ + ^1* + ^'i* 



dt* 



) 



r= D + 2^ («, f , s, *», etc.). (c) 

Pour obtenir Teipression de la fonction f , ob- 
servons qu'à raison de la forme à peu près spbé- 
rique des corps célestes, et de la petitesse de leurs 
dimensions par rapport aux distances qui les sé- 
parent , on peut les considérer comme des masses 
réunies à leurs centres de gravité (n® 242). Soient 
donc f Tintensilé de l'attraction universelle à l'u- 
nité de distance et rapportée à des masses prises 
pour unité, m et mf les masses de deui de ces corps, 
et f la distance de leurs centres de gravité ; leur 



attraction mutuelle sera , et le terme corres- 

f 
pondant de la fonction ^ aura pour valeur 



d'où il résultera 



♦(*! y» *i »'» «te.) == — 2 



flURr 



pour sa valeur complète , la somme 2 s'étendant 
i tous les corps célestes, pris deux ii deux. 

Observons maintenant , pour simplifier l'équa- 
tion (c), que si l'on ne tient pas compte de l'action 



des étoiles sur les corps du système solaire, le 
mouvement de son centre de gravité est rectiligne 
et uniforme , et la vitesse V , une quantité con- 
stante; de plus, abstraction faite des perturbations 
du mouvement de rotation de chacun des corps 
célestes , qui proviennent des attractions de tous 
les autres sur la partie non spbériqae de celui que 
l'on considère , la quantité U est aussi constante 
pour chaque corps en particulier (no 419) ; si dono 
on néglige la partie variable de 2U, et qu'on 
mette une outre constante C, à la place de 
D — 2mU -* Yt 2m, l'équation (c) deviendra 

Si l'on veut transporter l'origine des ooordon* 
nées an centre de figure du soleil , on désignera 
par ^, k, ft, les coordonnées de ce point ^ dont 
l'origine est au centre de gravité du système so- 
laire ; par s, sf, a, les coordonnées du centre de m, 
rapportées à celui du soleil , de sorte qu'on ait 

«1=*— sff ifi=y — *, «, = *-.*, 

pour les coordonnées du centre de m , dont l'ori- 
gine est au centre de gravité du système. U en 
résultera 



dg ds dk 

— 28i=:2m— , — 
di di d$ 

et à cause de 



dy dh dM 

=2m— , .— 2iii=:2ni— ; 
di dt di 



( 



dT^+^j^+dM^\ _ 



dit 



)=-(■ 



djp* + dy* + dm 
S5 



-) 



dg dx dh dy dk djt 

— 2 — 2m 2 — 2m 2 — 2m — 

di di di di di di 



, /dg» + dk*+ dh \. 



l'équation {dj se changera en celle>ci : 

2m 






dg dh dk 

après rélimination des quantités — , — , — . 

^ di di di 



mmf 



ne com- 



Les sommes 2 , excepté 2m et 2 , 

P 
prendront plus la masse du soleil. On peut aussi 

séparer de ces deux sommes les termes relatifs à cet 



astre , lesquels sont 

„ Mm 



'' r ' 



Mm' Mm" 
~9 TîT» •**^-» 



en appelant M la masse du soleil, et r, H, r", étc"., 
les distances des centres de m, m', mi*', etc. , au 
centre de M. De cette mauière l'équation des forces 

46 
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YÎTei, appliquée au système solaire , deviendra finalement 
2m 






zfmx 2fxZZ 

r P 



les sommes 2 ne s^ëtendant plus qu*aux planètes, 
aux satellites et aux comètes , s*il est possible ; et 
Torigine de leurs coordonnées étant actuellement 
au centre do soleil. 

Nous ferons remarquer, à cette occasion , que le 
moyen le plus direct de savoir si l*ensemble des 
actions des comètes exerce une influence sensible 
dans le système du monde, serait de calculer, à des 
époques éloignées Tune de -l^autre , la valeur de la 
quantité'C , déduite de cette équation , d'après les 
vitesses relatives , les distances mutuellea , et les 
masses des autres corps célestes, à ces différentes 
époques : si Ton trouvait des valeurs de C sensible- 
ment inégales, on pourrait attribuer leurs varia- 
tions à Taction des comètes, en négligeant toujours 
Taction des étoiles, et en supposant qu'il n*y ait 
eu ni choc , ni explosion dons Tintervolle ; car on 
verra bientôt que les changemens brusques de vi- 
tesse altèrent la somme -des forces vives do sp- 
tème , et font changer, par conséquent , la valeur 
de la quantité C. 

671. D'après ce qu^on a vu dans le n» 647, la 
fonction désignée par ^ dans Téquation (6), est un 
masimwm ou un minimum pour les valeurs des 
coordonnées jr , y, s , ir', etc. , qui répondent à une 
position d'équilibre du système j il s'ensuit donc 
que la somme des forces vives de tous ses points 
cesse d'augmenter ou de diminuer, toutes les fois 
que le système, pendant son mouvement, passe 
dans une position où il demeurerait en équilibre , 
si ses points n'avaient pas de vitesses acquises ; et 
comme les maxima et les nmiMia de cette fonction 
dn temps devront être alternatifs, il en résuite aussi 
que les positions d'équilibre par lesquelles le sys- 
tème passera, seront alternativement êtaHes et 
non êtabUêf celles-ci répondant au mtfiima de la 
fonction 9, et celles-là à ses maxima. 

Toutefois , le caractère distinctif des deux états 
d'équilibre a été seolemeat énoncé dans le n« 347 ; 
et ilaous reste à prouver qu'en effet, la stabilité 
de réqutlibre a lieu , quand la fonction p est un 
maximum i ce que nous allons faire au moyen de 
l'équation (è). 

Pour cela supposons que a, 6, c, a', 6', c', etc., 
soient les coordonnées des pointa m , m', »", etc., 
dans un éUt d'équilibre du système ; supposons 
aussi qu'on les écarte un tant soit peu de leurs po- 
sitions , et qu'on leur imprime de très petites vi- 
tesses ifc, V^ k^^ etc. ; au bout du temps <, soient 

»'=«' + !»', y'=*'+9', »'=c'+r', 
etc. , 



les coordonnées des mêmes points ; il s'agira de 
falre< voir que les variables p, g,r,p', etc., demeu- 
reront toujours très petites , si la quantité ^ (a , 6 , 
c,4k', etc.]| est un masùnum» 

£& effet , je développe f (x , y, « , tf', etc.), sui- 
vant les puissanceset les produits de p, 9, r, j/, etc. 
Par la propriété commune aux maxima et aux ni- 
iiMia^ia somme des termes dépendansdes premiè- 
res puissance de ces variables sera toujours nulle, 
quel que soit le nombre des variables indépendan- 
tes que la question comporte. On démontre aussi , 
dans le calcul différentiel, que la somme des termes 
dépeodans des carrés et des produKs de p, 9, r, 
p', etc., c'est-à-dire la somme des termes du second 
ordre par rapport à ces quantités, pourroce décom- 
poser dans le cas du maximum^tn plusieurs carréS| 
pris a vec le signe —, et dont le nombre est celui des 
variables indépendantes. En désignant par R, le 
reste de la série comprenant les termes du troisième 
ordre et des ordres supérieurs , on aura donc 

♦ (*> y» «I *'» «*cO = * («1 *i c, o', etc.) 

_(,« -J.i»t -j-/'« -f-etc.}-(-R; 

«, v', a", etc., étant des fonctions linéaires dep, f , 
r, p', etc., qui seront toutes nulles en même tempe 
que ces variables. La substitution de cette valeur 
de f dans Téquation (a} donne 

i.2«À« _(*«+«'• + #"•+ etc.) +R. 

Or, au commencement du mouvement, les va- 
riables p, 9, r, p', etc., sont d'abord très petites j 
tant qu'il en est ainsi , les quantités ê , s'y a'', etc., 
sont également très petites ; et, réciproquement, à 
des valeurs très petites de «, «', /', etc., correspon- 
dent toujours de semblables valeurs dep, 9,r, 
p', etc. D'ailleurs, pour de telles valeurs, chaque 
terme du second ordre est plus grand , abstraction 
faite du signe, que R, qui ne renferme que des 
termes d'un ordre supérieur au second ; par consé- 
quent , tant que tous les carrés #•,#'>, j*** , etc., 
sont encore très petits , chacun d'eux surpasse la 
valeur de R. 

Cela posé , nous sommes en droit de conclure 
que toutes les quantités «, f*,'", etc., demeureront 
toujours très petites , et que chacune d'elles ne 

surpassera jamais [/ Ji^ 2A« ; cor, ces quantités va- 

riant par degrés continus, cela ne pourrait arriver 
avant que la plus grande d'entre elles, qui sera m , 

par exemple, ne soit devenue égale à J/'^ïJk»; et 
comme cette valeur de « serait encore très petite* , 
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pnisqoo tontes les quantités l, V^Jif\ ete. , sont 
très petites, par hypothèse , on aurait & la fois 

t» = 1 2*« , t'» > B , #"• > R, eto. , 
i 2met = — (^* -1- »"« + etc.) + R ; 

ce qni serait absurde , puisque — Imv est essen- 
tiellement une quantité positive. Donc aussi les 
variables p, fp , f , p', etc. , resteront constamment 
très petites , et le système ne fera qu*osciller au- 
tour de sa position d'équilibre , qui est alors un 
équilibre stable; ce qu'on se proposait de démon- 
trer. 

Lorsque la quantité ^ (a, 6, o, o^, etc.) est un 
m imimu m, la somm&des termes du second ordre, 
dans le dé?eloppement de e ( j; , y^ s , s\ etc.), est 
une quantité positiTo; Péquation des forces TÎtes 
peut alors aubsister, sans que les Tariables P) 7, r, 
p', etc. , soient toujours très petites \ mais cela ne 
suffit pas pour en conclure quelles cesseront , en 
effet, de Tètre au bout d'un certain temps, quel- 
que petites qu*on les suppose à Torigine du mouve- 
ment| ainsi que les vitesses initiales A, k\ A", etc.; 
et ce n'est qu'en déterminant , dans chaque pro- 
blème, leurs valeurs en fonctions de t, qu'on 
pourra s'assurer qu'elles ne sont pas limitées. 

672. ies vitesses initiales, dont les composantes 
ont été représentées par a, &« o, a', b\ o^, etc., dans 
le no 636) et que les points m, m', m", etc., ont 
prises effectivement , quand le mouvement du sys- 
tème a commencé , satisfont nécessairement aux 
conditions données qni lient les mobiles entre etiz 
et à d'autres points de l'espace ; et comme, par hy- 
pothèse, ces conditions sont exprimées par des 
équations, savoir, par les équations (2) du n**632^ 
Il s'ensuit que si l'on désigne par • un temps infini- 
ment petit, et qu'on prenne 

i»=zat, Jy = (t, #s = et, ix^ = «'•, etc. , 

les déplacemens des points m, m\m"j etc., qui 
répondent à ces accroissemens de leurs coordon- 
nées , et aussi les déplacemens contraires , satisfe- 
ront aux conditions données, c'est-à-dire, ans 
équations (3), qui ont été déduites des équa- 
tions (2) dans le n» 632. On pourra donc employer 
ces valeurs de ^«, fyi etc., dans l'équation (6) du 
n» 630; en sorte qu'à l'origine du mouvement, et 
en supprimant le facteur • commun à tous les ter- 
mes, on aura cette équation 

Sm[(A-o)o+CB-ft)ô-KC— c)c]=0, (s) 

entre les composantes A, B,Cy A', etc., des vitesses 
que les points m , m', m*', etc. , prendraient s'ils 
étaient libres et isolés , et celles des vitesses qu'ils 
prennent réellement. 

Il est facile de vérifier cette équation dans le 
mouvement initial de rotation d'un corps solide 
autour d'un point fixe. Bn effet, changeons m en dm 



et Z en/, et faisons 

de sorte que h représente la somme des forces vi- 
ves de tous les points du corps. L'équation précé- 
dente deviendra 

/(Ao + U + Ce) dmz= h. {f) 

D'aillenrsy on aura (n» 408) 

«=5f«j — ry» * = *■«,— l»«i» c=rpy^ — ç*,; 

*ii 9n 'il ^^nt les trois coordonnées de dm, rap- 
portées aux axes principaux du corps qui se cou- 
pent au point fixe, et p, 9, r, désignant les compo- 
santes de la vitesse de rotation autour de ces mêmes 
axes. De plus , en appelant k le moment principal , 
relatif au point fixe, des quantités de mouvement 
imprimées à tous les points du corps, et », C, y, les 
angles qufi ('axe de ce moment fait avec les axes de 

*ii yo *i. on »"f* 



S(B*, 


— Aji,) dm = k eoB y. 


S (A., 


— Cx,) dm ^ k eoi C, 


S{Cy, 


— Bs,) dm s=: k ooê m\ 



car il est évident que les premiers membres de ces 
équations sont les momens , par rapport anz axes 
des dTi, yj, M„ des quantités- de mouvement dont A 
est le moment principal; en sorte que les valeurs 
dé ces intégrales doivent se déduire do la valeur 
de A , en la multipliant par cos y, cos C , cos « 
(n» 281). Or, si l'on substitue lès valeurs de a, 5, c, 
dans l'équation (/*), et qu'on ait égard à ces der- 
nières équations, il vient 

h (p cos • + q cos C -f- r cos )^) = A; 

donc , en désignant par m la ooniposante de la vi- 
tesse angulaire de rotation autour de L'axe du mo- 
ment principal, de sorte qu'on ait 

« = p cos • + ç cos C -^ r cos y , 

il en résultera 

U= A; 

00 qui s'accorde aveo le théorème du n» 419, d'a- 
près lequel cette composante de la vitesse de rota- 
tion est égale à la somme des foroes vives , divisée 
par le moment principal des quantités du mouve- 
ment. 

673. Maintenant, s'il survient pendant le mouve- 
ment nu changement brusque dans les vitesses des 
mobiles, on pourra prendre pour 1», ly, etc., dans 
l'équation (6) dnno:630, les déplacemens infini- 
ment petits de ions les points du système , qni ont 
effectivement lien à une époque quelconque de ce 
changement, pourvu qu'à cet instant, coonne on 
l'a expliqué dans le numéro suivant, les points 
par lesquels les parties du système sont en contact, 
aient une même vitesse , pour les deux parties ad- 
jacentes , dans le sens normal à leur surface corn- 
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mune. Cela étant, il y aura deux cas distincts h 
examiner. 

lo Si le changement brusque est produit par la 
rencontre de deux ou plusieurs corps du système , 
ou par le choc de ces mobiles contre des obstacles 
fixes, la condition dont il s'ogit sera remplie à Pin- 
stant de la plus grande compression (n^ 460). En 
anpposant donc que les composantes a, 5, c, a', etc., 
des vitesses des mobiles se rapportent k cet instant, 
et A, B| C, A', etc., au commencement du choc, on 
pourra prendre, comme dans le numéro précédent, 

l^=at, iy=:6i, l^seï, |^'=:a'«, etc.; 

et l'équation (a) aura lieu outre les composantes 
des vitesses à ces deux époques , qui seront celtes 
du commencement et de la fin du choo, lorsque 
les mobiles n'auront aucune élasticité. Or, cette 
équation (a) donne 

2m(Aa + M -f Ce) = Sm (a* + &• -(- c> ); 
et comme on a identiquement 

2m [(A — fl)« + (B — *)« + (C — c)«] 
r= 2m(A« 4.B> + O) + In {a* + h* +e*) 

M ^ u -22«(Aa+M + Cc), 

il en résulte 

2m (A* 4- B* + C*) -* Xn (a* + &• + e^ 

==S[(A-«).+ (B-»). + vC-e).]; 

en sorte que l'excès de la somme des forces vives 
de tous les points du système avant le choc , sur la 
somme des forces vives après le choc, est une cer- 
taine somme de forces vives , et , conséquemment, 
une quantité positive. Par conséquent , dans les 
changemens brusques de vitesse, provenant du 
choc des corps dénués d'élasticité, entre eux on 
<x»ntre des obstacles fixes, il y a toujours perte de 
force vive , ainsi que nous Tavons déjà vu , dans 
le choc de deux corps sphériques et homogènes , 
dont les centres se meuvent sur une même droite 
(n« 861). 

2» Lorsque le changement brusque sera produit 
par des explosions intérieures qui briseront un ou 
plusieurs corps du système, ce senties composantes 
A, B, C, A', etc., des vitesses au commencement 
du phénomène, et non pas les composantes a, 6, e, 
«', etc., des vitesses finales, qui satisferont à la 
condition du n» 687 *, en sorte que, dans ce cas, on 
ne pourra plus employer les valeurs précédentes 
de 1^, Jy, etc.,-dana l'équation (6) do n» 636. Hais 
en désignant toujours par « un temps infiniment 
petit, on pourra prendre 

tessAt, ly=B«, 1»=C«, l»'a=A'f, etc.; 

ce qui changera l'équation (6) en celle-ci : 

2«[(A-a)A + (B — 6)B + (C-c)C]=0î 
d'où l'on dédoit 

2m (a» +èi 4. et )-.2( A«+Bi +C» ) 
= *» [«-A). + (6 ^ B)« + (e - C).]; 
ce qui montre que h somme des forces vives de 



tous les points des parties des mobiles, après l'ex- 
plosion, est toujours plus grande que la somme de 
leurs forces vives avant l'explosion. U est évident, 
en effet, que si les mobiles sont en repos avant la 
séparation de leurs parties, cette séparation sera tou- 
jours suivie d'une augmentation de force vive; 
mais, en vertu du théorème qu'on vient d'énoncer 
quels que soient les mouvenens de translation et de 
rotation d'un corps, le changement brusque produit 
par une explosion intérieure, donnera toujours lieu 
à une augmentation de force vive, et non pas à une 
diminution , comme dans le cas d'une rencontra de 
corps dénués d'élasticité. 

Sans qu'il soit nécessaire de rien ajouter à ce que 
nous avons dit, dons le n« 470, sur le choc des corps 
élastiques , on voit que la première partie de ce 
phénomène, depuis le commencement jusqu'à l'in- 
stant de la plus grande compression, peut étra assi- 
milée au premier des deux cas précédens, et la 
seconde partie^ depuis cet instant jusqu'à la sépa- 
ration des mobiles, au second de ces deux cas : il y 
a donc perte de force vive pendant la pramière 
partie , et aecroissement pendant la seconde. De 
plus , si les mobiles sont parfaitement élastiques , 
de sorte qu'ils reprennent, en se séparant, la même 
forme qu'ils avaient avant le choc, et que les deux 
parties du phénomène soient exactement aembla- 
blea, l'augmentation de force vive, pendant la se- 
conde partie , sera égale à la diminution qui aura 
eu lieu pendant la pramière; par conséquent, la 
somme des forces vives du système sera la mèms 
avant et après le choc, conformément à ce qu'on a 
vu dans le n» 666. Gela suppose, toutefois , qu'on 
fasse abstraction de la perte de forae vive, qui aun 
toujours lieu (n» 660), s'il y a glissement et frotte- 
ment des corps l'un contre l'autre pendant la durée 
de leur contact. 

674. Le firtfict]pe de ia wumdrt tieUân, qu'il nous 
reste à considérer, consiste en ce que, dans le mon* 
vemeut d'un système de corps pour lequel le prin- 
cipe des forces vives a lieu, si l'on fait le produit 
de la vitesse de chaque point matériel du système, 
de sa masse et de l'élément de sa trajectoire ^ que 
Ton prenne la somme des produits semblables pour 
tous les mobiles j et qu'on intègre cette somme, 
depuis une position donnée du système jusqu'à une 
autre position aussi donnée, la valeur de cette in- 
tégrale sera généralement un msnimiMi. 

Ce théorème est une extension de celui du n» 160, 
et se démontre de la même manière; c'est pourquoi 
nous en supprimerons la démonstration, pour abré- 
ger. Si l'on appelle de l'élément de la trajectoire 
de m, dont la vitesse est e, ce sera l'intégrale de 
2eivdrqui aura, en général, une valeur ntsmeia; 
mais dans quelques cas, comme dans celui du mou- 
vement d'un point matériel sur une surface fermée, 
le mlfitaïKm pourra être remplacé par le wutsimmn ; 
et ce que l'on démontre seulement , c'est que la 
variation infiniment petite àtflmvdt est toujours 
égale à séro. 
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A cause de i2« = vdt, rinlégrale dont il s^agit est 
la même chose qnefYdi^ en faisaot V = 2iii9* . 
Le principe de la moindre action revient donc à 
dire que Tintégrale du produit de la force vive du 
système et de l'élément du temps, est généralement 
un wnmmum ; en sorte que, dans la nature, un sys- 
tème de corps est transporté d^une position dans 
une autre , en dépensant la moindre quantité pos- 
sible de force vive. Lorsque les mobiles ne sont 
soumis à aucune force motrice , la quantité Y est 
constante (n« 066], et c'est le temps du trajet qui 
estunfBsmoiiim. 

Si l'on compare le principe de la moindre action 
aux principes des forces vives , de la conservation 
du mouvement du centre de gravité, et de la con- 
servation des aires, on voit que le premier n'est 
qu'une règle pour former les équations différen- 
tielles du mouvement , maintenant inutile , puis- 
qu'on obtient ces équations d'une manière plus 
directe et plus générale, au moyen de la formule (1) 
du n» 682; tandis que les autres principes, outre 
qu'ils renferment des propriétés importantes du 
mouvement, ont encore l'avantage de fournir des 
intégrales de ces équations différentielles, qui sont 
les seules que l'on connaisse dans la plupart des 
problèmes. 

Le principe de la conservation du mouvement du 
centre de gravité fournit trois intégrales en quan- 



tités finies, savoir : 



Zmy 
2«is 



atm -^ Af, 
ftZm 4- Bl, 
c2m + Ct'f 



a, 6, c, A, B, C, étant les six constantes arbitraires, 
dont les trois premières représentent les coordon- 
nées du centre de gravité du système à l'origine du 
mouvement, et les trois autres sont les sommes des 
quantités de mouvement imprimées, à cette épo- 
que , à tous les points du système , parallèlement 
aux axes des coordonnées. 

Les intégrales qui résultent du principe de la con- 
servation des aires sont trois intégrales prem^res, 
savoir : • 

fds) = edig # 

• gâm] =: o'^, 
. Êdy) s= e"<if I 



2m (jsdx 
2m {jfdg 



c, e', c", étant les trois constantes arbitraires qui 
expriment les momens des quantités de mouvement 
initiales de tous les points du système, par ropport 
aux axes des s, y, ff, ou le double des aires décrites 
dans l'unité de temps, autour de ces mêmes axes. 

Enfin, le principe des forces vives ne fournit 
qu'une seule intégrale, qui est l'équation (5) du 
no 666, et qu'on peut écrire ainsi : 



i - /^* -i- dy* + dg*\ ^ . , 



D étant une constante arbitraire. 
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675. VJIydroslaiiquê est la partie de la Statique 
qui traite deTéquilibre des fluides. On y considère 
un fluide comme un amas de points matériels qui 
cèdent an moindre effort que Ton fait pour les sé- 
parer les uns des autres. Les fluides que la nature 
nous présente approchent plus ou moins de cet état 
de fluidité parfaite : Tadhérence qui existe entre 
les molécules de plusieurs, de ces substances , et 
qui produit cequ^on appelle leur vûcoêité, s^oppose 
à la séparation de leurs parties; mais, dans la théo- 
rie que nous allons exposer, nous ne nous occupe- 
rons que des fluides parfaits; et, si Ton excepte 
quelques liquides où la viscosité est très considé- 
rable , les lois de Téquilibre auxquelles nous par- 
viendrons B^appliqueront , sans erreur sensible , à 
tous les autres fluides. 

Ces substances , comme les corps solides , sont 
composés de molécules disjointes, et séparées par 
des espaces vides; mais si Ton divise un fluide en 
parties d^une étendue insensible, dont chacune 
renferme, néanmoins, un nombre immense de mo- 
lécules, on pourra admettre que les conditions 
dMquilibre de chaque partie sont les mêmes que 
si elle était infiniment petite, qa^elle conservât 
toujours sa fluidité, et qu'elle eût pour densité 
celle du corps, telle qu'on Ta définie dans le n* 08. 
Cela revient à considérer un fluide comme une 
masse continue , dont la densité est constante , ou 
variable par degrés insensibles. 

676. On distingue deux sortes de fluides, savoir : 
les liquidée et les fluides aériformêt. 



On appelle aussi les liquides des fluides Moom- 
preênhiêê; mais , dans la réalité, ce sont des sub- 
stances qui ne se comprimentsensiblement que sous 
des pressions extrêmement grandes. Si, par exem- 
ple, un cylindre vertical est rempli d'eau jusqu'à 
une certaine hauteur; que cette eau n'éprouve 
d'abord aucune pression à sa partie supérieure, et 
qu'elle soit ensuite chargée d'un poids équivalent 
à la pression atmosphérique , l'observation a fait 
voir que la hauteur primitive de l'eau diminue seu- 
lement de 46 millionièmes , en supposant que le 
cylindre conserve son diamètre , et que ses parois 
ne cèdent pas à la pression qui leur est transmise 
par le liquide. En augmentant la charge du li- 
quide, et la portant à plusieurs centaines de pres- 
sions atmosphériques, l'expérience a donné une 
condensation de l'eau croissante dans le même 
rapport que cette charge. Le mercure est encore 
moins compressible que l'eau ; et , quelque effort 
que l'on ait fait, on n'est pas parvenu à diminuer 
son volume d'une manière appréciable. 

Les fluides aériformes , comprenant Pair atmo- 
sphérique et les différons gai, sont compressibles et 
doués d'une parfaite élasticité ; en sorte qu'ils peu- 
vent changer , à la fois , de forme et de volume par 
la compression, et revenir exactement à leur forme 
primitive dès que cette compression a cessé. On 
les nomme aussi, pour cette raison, des fluides élas- 
tique*. 

Les vapeurs sont également des fluides élasti* 
ques; mais, pour une température donnée, unes- 
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pace aussi donné ne peut contenir quVne quan- 
tité déterminée de vapeur; de manière que si la 
▼apenr a atteint cette limite , et qu''on diminue 
un tant soit peu, soit Tespace, soit la température, 
une portion de vapeur se liquéfie. L'expérience a 
prouvé que ce maximum de vapeur est le même , à 
température égale, dans un espace vide d'air et 
dans un espace rempli d'air plus ou moins dilaté ou 
comprimé. La densité de la vapeur est, en général, 
peu considérable , relativement à celle du liquide 
dont elle provient ; mais, quand un liquide est con- 
tenu dans un vase fermé, dont il occupe, par exem- 
ple, -le tiers ou la moitié; et qu'on élève saiempé- 
rature à un très haut degré, le liquide tout entier, 
après s'être dilaté, se réduit subitement en une 
vapeur transparente dont la densité est le tiers ou 
la moitié de la densité primitive de ce même li- 
quide. 

L'air et les gas sont appelés des fluides pêrma" 
iMiw, par opposition aux vapeurs; mais il y a lieu 
de croire qu'ils peuvent être liquéfiés par une très 
grande compression ou par un très grand refroidis- 
sement; et c'est, en effet, ce que l'on a vérifié à 
l'égard de plusieurs d'entre eux. 

677. La propriété caractéristique des fluides, qui 
les distingue essentiellement des corps solides et 
qui servira de base à la théorie de leur équilibre , 
est la faculté qu'ils ont de transmettre également , 
en tous sens, les pressions exercées à leurs surfaces. 
Dans mon Mémoire sur les Équations généralêa de 
VèqmUbfB et du mouvement des corps élastiques et 
des fluides *, j'ai fait voir comment cette propriété 
provient d'une disposition respective des molécules 
du fluide, à laquelle il revient très rapidement 
quand il a été comprimé ou dilaté ; et comment la 
résultante des attractions et répulsions moléculai- 
res, qui produit les pressions intérieures,peut varier 
dans un très grand rapport , pour les très petites 
variations de distance des molécules, qui ont lieu 
dans les liquides. Mais, dans cet ouvrage, on regar- 
dera la propriété dont il s'agit comme une donnée 
de l'expérience, admise par tous les physiciens et 
les géomètres qui se sont occupés de THydrostati- 
que, et dont Texactitude ne peut laisser «ucun 
doute. C'est ainsi qu'en traitant de l'équilibre de la 
lame élastique (n^ 306), nous sommes partis d'un 
principe secondaire , au lieu de remonter aux ac- 
tions moléculaires dont il dérive. 

678. Pour nous former une idée précise du prin- 
cipe de l'égalité de pression en tous sens , consi- 
dérons d'abord les fluides incompressible. 

Supposons qu'un vase prismatique, droit et posé 
sur un plan horizontal, dontABCD(fig. 118) repré- 
sente une section verticale, soit rempli jusqu'en £F 
d'un liquide, tel que l'eau, par exemple ; supposons 
aussi que Ton recouvre cette eau d'un piston hori- 
xontal qui ferme le vase exactement. Pour simpli- 
fier la question, faisons abstraction de la pesanteur 



de l'eau , de sorte que ce fluide n'exerce , par lui- 
même, aucune pression sur les parois du vase; en- 
fin, posons sur le piston un poids donné P, compre- 
nant le poids même du piston. Il est évident que la 
base horizontale du prisme sera pressée de la même 
manière que si le poids P était posé immédiatement 
sur cette base, et qu'il fût distribué uniformément 
sur toute son étendue. Tons ses points éprouveront 
des pressions verticales égales entre elles ; la pres- 
sion qui en résultera, pour une portion quelconqne 
• de cette base, sera proportionnelle à • : elle équi- 
vaudra à une force verticale , appliquée au centre 

P« 
de gravité d« l'aire «, et exprimée par — , en dési- 

a 
guant parti l'aire de la base entière du prisme, qui 

est aussi celle de la base du piston en contact avec 
le liquide. Or, le principe de l'égalité de pression 
en tous sens , consiste en ce que la pression 
que le poids P exerce à la partie supérieure de 
l'eau, se transmet, par l'intermédiaire du fluide, 
non seulement sur la base du vase , mais encore 
sur ses faces latérales : tous les points du vase sont 
également pressés dans des directions perpendicu- 
laires aux parois ; et une aire «, prise sur une des 

faces latérales du prisme, éprouve la même pression 
P« 

— , que si elle faisait partie de sa base horizontale. 
a 

Généralement, supposons que le vase ait la forme 
d'un polyèdre quelconque, dont la figure 1 19 repré- 
sente une section. Ce vase étant fermé de toutes 
parts, et fixement attaché, concevons qu'il soit 
rempli exactement d'un liquide sans pesanteur. Si 
l'on enlève une face de ce vase , et qu'on la rem- 
place par un piston, auquel on applique une force 
donnée P, perpendiculaire à la surface du liquide 
adjacent, le vase et le fiuide demeureront en repos, 
et^ d'après le principe que nous expliquons, la près* 
sien que la force P exerce sur la surface adjacente, 
se transmettro, par l'intermédiaire du liquide, sur 
toutes les faces du polyèdre. Tous les points du 
vase, en y comprenant les points de la base du pis- 
ton, seront également pressés de dedans en dehors, 
suivant les directions perpendiculaires aux parois; 
et, relativement à une oire «, prise sur une do ces 
parois, ou sur la surface du piston , la pression sera 

une force perpendiculaire à son plan, appliquée à 

P« 
son centre de gravité, et égale à — ;a étant l'aire 

a 
entière de la base du piston, en contact avec le li- 
quide. 

Cette pression transmise s'exerce de la même 
manière dans l'intérieur du liquide; et si l'on y 
considère une portion du liquide terminée par des 
faces planes, ou un polyèdre solide qui y soit 
plongé, chaque partie* de Tune des faces éprou- 
vera aussi, de dehors en dedans, la pression nor- 

P« 
maie égale i -*« 



368 



TRAITÉ D£ HÉCAI^IQVE. 



On étend, sans difficulté, ces résultats au cas où 
la surface pressée n^est plus supposée plane; il suf« 
fit alors do la décomposer en élémens infiniment 
petits , que Ton regardera comme les faces planes 
d*un polyèdre infinitésimal j et si Ton désigne par m 

Vm 
Taire d^on de ces élémens, on aura — pour la près* 

a 
sion normale qu^il éprouve ; a étant toujours Taire 
du piston, et P la force perpendiculaire qui y est 
appliquée. En désignant par ji la pression constante 
qu'éprouverait une aire plane égale à Tunité, on 

P 
aura — =p ) et les produits fm et j»« eiprimeront 

a 
les pressions surrélément u et sur faire plane égale 
à«. 

Si le liquide a an certain degré de viscosité , la 
propriété de presser également en tous sens a en- 
core lieu ; seulement, il arrive que la pression ne se 
transmet pas latéralement avec la même rapidité 
que suivant la direction même de la force Jf\ 
mais, après un temps convenable, la pression 
latérale devient égale à la pression directe; et 
cVst à cet instant que Ton considère Téquilibre du 
liquide. 

679. Quand le liquide contenu dans un vase est 
pesant, il transmet les pressions que Ton exerce à 
sa surface , de la même manière que quand il est 
dénué de pesanteur; mais il exerce en outre, sur 
les parois du vase, une pression due à son poids et 
variable d'un point à un autre : il en est de même 
à regard d'un liquide dont les points sont sollicités 
par la pesanteur et par d^autres forces données, et 
qui demeure en équilibre dans un vase. Si les parois 
du vase sont nécessaires à l'équilibre , en sorte 
qu'on n'y puisse pas faire une ouverture sans que 
le liquide ne s'échappe aussitôt, il en faudra con- 
clure que les parois éprouvent, en chaque point, 
une pression particulière, dirigée de dedans en de- 
hors, suivant une normale à la surface du vase ; car 
ce n'est que suivant cette direction qu'une surface 
peut empêcher de se mouvoir un point matériel en 
contact avec elle, et détruire, par sa résistance , 
la force niofrice de ce mobile. 

La même chose a lieu dans l'intérieur du liquide, 
comme on l'a dit dans le numéro précédent, soit 
sur des portions du liquide même, soit sur des corps 
qui y sont plongés. La pression en un point quel- 
conque est une quantité inconnue, que nous déter- 
minerons dans la suite, et qui dépendra de la position 
de ce point et des forces motrices appliquées au 
fluide. Comme elle change, en général, d'un point à 
un autre , on ne peut la supposer rigoureusement 
constante que dans une étendue infiniment petite; 
or, pour mesurer la pression exercée sur un élément 
déterminé d'une surface, on conçoit une aire plane, 
que l'on prend pour unité, et qui éprouve , dans 
toute son étendue, la mén^ pression que cet élé- 
ment : f» étant la pression totale que cette aire 
supporte, et « l'étendue infiniment petite de cet 



élément, le produit pm sera la pression correspon- 
dante à cet élément , et normale à la surface dont 
il fait partie. Le coefficient p sera une fonction des 
coordonnées de ce même élément, que nous appel- 
lerons la pression ropporiée à tuniié d» surfaes. 

Cela posé, si l'on enlève une portion plane de la 
surface du vase, qu'on la remplace par un piston 
de même étendue, et qu'on applique à ce piston une 
force égale et contraire à celle que cette portion 
du vase éprouvait, il est évident que l'équilibre 
subsistera comme auparavant. De plus , si le vase 
est fermé de toutes parts, partout en contact avec 
le liquide, et fixement attaché , l'éqnilibre ne sera 
pas non plus troublé en ajoutant à cette première 
force une autre force quelconque P ; car les forces 
appliquées aux points du fluide étant en équilibrei 
tout doit se passer, relativement à cette force P, 
comme si ces forces n'existaient pas, et de même 
que dans le numéro précédent. Par conséquent, la 
pression exercée par cette force P, sur la surface da 
liquide en contact avec le piston , sera transmise 
également en tous sens, par l'intermédiaire da 
fluide, et la pression p, rapportée à l'unité de 
surface, se trouvera augmentée , en chaque point, 

P 

d'une quantité constante et égale à — ; a étant 

a 
toujours l'aire du piston , en contact avec le li- 
quide. 

Il est important de distinguer, comme noua le 
faisons ici , les deux sortes de pressions qui sont 
exercées sur les parois d*un vase contenant un li- 
quide en équilibre , ou que supportent les parties 
mêmes de ce fluide : l'une de ces pressions, qui 
varie d'un point à un autre, est due au poids et aux 
autres forces motrices de la masse fluide ; l'autre , 
qui est partout la même, provient des forces appli- 
quées à sa surface , et transmises par son intermé- 
diaire. Ces deux pressions s'ajoutent en chaque 
point, pour former la pression totale. 

680. D'après la propriété de transmettre égale- 
ment en tous sens les pressions exercées sur sa sur^ 
face, un fluide incompressible, contenu dans ua 
vase fixement attaché, doit être regardé comme une 
véritable machine; car une machiné est, en géné- 
ral, un apporeil au moyen duquel une force agit sur 
des points qui sont hors de sa direction, et exerce 
sur ces points des efforts plus grands ou plus petits 
que si elle y était immédiatement appliquée, ce qui 
est le cas de la force P, que nous avons considérée 
dans les numéros précédens. 

Le principe des vitesses virtuelles s'observe dans 
l'équilibre de cette machine, comme dans celui de 
toutes les autres machines connues. Pour le prou- 
ver, considérons un vase immobile et de forme quel- 
conque ( fig. 120] , qui ait un nombre quelconque 
d'ouvertures ; à chacune de ces ouvertures, appli- 
quons un cylindre qui se prolonge indéfiniment en 
dehors du vase; emplissons ce vase d'un liquide, 
tel que l'eau, dont nous ne considérerons pas la pe* 
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santour*, supposons que Peau s^étende dans tons 
les cylindres, jasqu^à une certaine distance de leurs 
orifices, et qu'elle y soit terminée par des surfaces 
planes , perpendiculaires aux longueurs des cy- 
lindres; enfin, posons sur ces surfaces ET, B*F, 
£"?" , etc. , des pistons qui les recouvrent exac- 
tement , et qui puissent , néanmoins , glisser sani' 
frottement le long des cylindres. Soient a , a\ 
a", etc. , les bases de ces pistotis, qui sont aussi 
celles des cylindres; appliquons à ces corps des 
forces P , P', P" , etc. , perpendiculaires à leurs 
bases, et dirigées de dehors en dedans ; et suppo- 
sons que ces forces données, qui ogiront Tune sur 
Fautre pnr Tintermédiaire de Peau, se fassent équi- 
libre. Dans cet état, la pression rapportée à Tunité 
de surface doit être la même sur toutes les parois 
du vase , en y comprenant les bases des pistons 
(n* 678). Si donc on la représente par p , on aura 
|Ni,ji'a,p"a,etc., pour les pressions totales que sup* 
portent de dedans en dehors les bases des pistons. 
Ponr Péquilibre, ces pressions doivent être respec'- 
tivement égales aux forces P, P", P", etc. ; par con- 
séquent, on aura 

P = op, P* = o'p, P" = a"p, etc. (o) 

L'une de ces équations servira à déterminer la va- 
leur de|> ; et en la substituant dans toutes les au- 
tres, on aura les équations d'équilibre du système , 
qui seront en nombre égal à celui des pistons 
moins un. . 

Maintenant, imaginons, conformément à Ténoncé 
du principe des vitesses virtuelles, que Ton déplace 
les parties du sytième, de manière que les pistons 
répondent actuellement aux sections CD, CD', 
CD", etc. , des cylindres. Une partie de ces corps 
aura avancé, et Tautre partie aura reculé ; je repré- 
senterai leurs déplacemens par h y h'. À", etc. j et 
je considérerai ces quantités comme positives ou 
comme négatives , selon que les pistons auront 
avancé ou reculé. Ainsi, dans la figure, lo distance 
h comprise entre les sections £F et CD, est positive, 
et la distance V comprise entre les sections £'F' 
et CD', est négative. Les volumes d'eau qui sor- 
tent des cylindres pour entrer dans le vase , répon- 
dent aux valeurs positives de h , h\ h'\ etc. , et 
ceux qui sortent du vase pour entrer dans les cy- 
lindres, à leurs valeurs négatives ; les uns et les 
autres seront exprimés par les produits ah , a'hf^ 
a'^hPf etc. , abstraction faite des signes. Par con- 
séquent, Peau étant considérée comme incompres- 
sible, et la figure du vase comme invariable, la 
somme de ces produits , positifs ou négatifs , devra 
être nulle, et Pon aura 

mh + a*hf + a"k!* + etc. = 0. (6) 

Je multiplie cette équation par p; et en ayant 
égard aux équations (a) , il vient 

Ph + VV + P"k" + etc. = 0; {e) 

ce qui est Péquation résultante da principe des 



vitesses virtuelles, appliqué aux forcei P, P', 
P", etc., çt aux déplacemens h, k\ hf\ ete., de 
leurs points d'opplication. 

La condition du système, qui est ici Pinvariabî- 
lilé du volume du liquide, est eiprimée par Péquo" 
tion (è). Non seulement les déplacemens /k, h\ 
h" y etc. , remplissent cette condition , mais aussi 
les /léplacemens contraires — A , — h\ — h'\ etc. , 
ainsi que Pexige le principe des vitesses virtuel- 
les (no 331). Les quantités h , hf, V, etc. , peuvent 
avoir des grandeurs finies , pourvu qu'aucun 
des pistons n'entre dans le vase, et ne sorte du 
cylindre où il doit être contenu. 

681. Le principe de Pégalité de pression en tous 
sens convient aux fluides élastiques comme aux 
liquides $ mais relativement aux premiers, il n'est 
pas nécessaire que des forces motrices agissent sur 
leurs molécules, ou qu'on exerce des pressions sur 
leurs surfaces, pour qu'ils pressent eux-mêmes les 
parois des vases qui l'es contiennent ; il sufiit pour 
cela de leur élasticité , en vertu de laquelle ces 
fluides font continuellement effort ponr occuper 
un plus grand volume. En supposant donc qu'une 
masse d'air , d'un gax ou d'une vapeur , soit conte- 
nue dans un vase fermé de toutes parts , et qu'on 
fasse abstraction de la pesanteur du fluide , les 
parois du vase éprouveront des pressions égales 
en tous leurs points, et dirigées de dedans en de- 
hors, suivant les normales i ces parois. La pression 
ropportée à Punité de surface sera la même dans 
tonte Pétendue du vase; pour la déterminer , on 
fera une ouverture en un endroit du vase , pris an 
hasard ; on y appliquera un piston , et à ce corps , 
la force nécessaire pour le maintenir en équilibre; 
en divisant cette force par Paire de la base do 
piston en contact avec le fluide , on aura la pres- 
sion demandée ; et Pon trouvera toujours le même 
quotient , quel que soit l'endroit où le piston aura 
été appliqné. Si , par exemple, le vase représenté 
par la figure 120, est rempli d'un fluide élastique, 
les forces P , P', P", etc. , qu'on devra appliquer 
aux pistons qui ferment les cylindres ,' pour les 
empêcher de glisser , seront proportionnelles aux 
bases a, a', a", etc. ; le rapport de chaque force à 
la base correspondante , sera le même pour tous 
les pistons; et Péquation (c) aura encore lieu, mais 
seulement pour les mouvemens du système dans 
lesquels le volume total du fluide ne changera pas. 

Cette pression constante qu'un fluide élastique 
exerce sur les parois du vase qui le. renferme , 
dépend de sa matière , de sa densité et de sa tem- 
pérature. On la nomme aussi la forcé élaâtiquê da 
fluide. L'expérience prouve que, pour un même 
fluide, et la température ne changeant pas, la 
force élastique est proportionnelle k la densité ; de 
sorte qu'en désignant par p la mesure de la force 
élastique, c'est-à-dire, la pression rapportée à 
l'unité de surface , et par f la densité , on a dans 
chaque fluide , 

P = *PÎ 

47 
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h étant on coefficient qui ne dépend pins que de 
la matière et de la température dn fluide. 

Lorsqu'on aura égard à la pesanteur du fluide , 
ou pins généralement , lorsque ses molécules se- 



ront sollicitées par des forces données, la pression 
p Tariera d'un point à nn autre du vase , saiTant 
une loi dépendante de ces forces, et qu'on défcer* 
minera dans la suite. 
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ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE l'ÉQUILIBRE DES FLUIDES. 



682. Pour traiter la question de la manière la 
plus générale , considérons une masse fluide 
ABCD (fig. 121), homogène on hétérogène , com- 
pressible oif incompressible, dont tous les points 
matériels sont sollicités par des forces données , et 
proposons-nous d'exprimer par des équations les 
conditions de sou équilibre. 

Soient « , y, s, les coordonnées d'un point quel- 
conque M de cette masse , parallèles aux axes rec- 
tangulaires 0« , Ojf , Os ; nous supposerons , pour 
fixer les idées , le plan des jt et y hori'iontal , l'axe 
Om dirigé dans le sens de la pesanteur , et la masse 
ABCD comprise au- destons du plan des « et y , 
dans l'angle trièdre des trois plans des coordonnées 
positives. Partageons la masse fluide en parties que 
nous traiterons comme des élémens infiniment 
petits, d'après ce qu'on a dit précédemment 
(no 076];* supposons ces élémens compris entre des 
plans infiniment rapprochés l'un de l'autre, et 
parallèles à ceux des coordonnées ; de sorte que 
ces élémens soient des paralfélipipèdes rectangles, 
dont les c6tés adjacens seront parallèles aux axes 
et égaux aux différentielles des coordonnées : les 
deux bases horiiontales de celui qui répond au 
point quelconque M, et qui est représenté dans la 
figure, seront égales à dxd^ ; il aura ds pour sa 
hauteur verticale HH', et dxdyd% pour son vo- 
lume. 

En appelant f , la densité du fluide en ce point 
H, telle qu'elle a été définie dans le no 98, et dé' 
signant par dm l'élément différentiel de la masse 
ciirres pondant à ce même point, on aura donc 

dHi = fdxd^dM. 
Le facteur f sera une quantité constante dans 



les liquides homogènes , abstraction faite des pe- 
tites compressions qu'ils éprouveront et qui pour» 
ront être inégales en des points différens; f sera 
une fonction connue ou inconnue des coordonnées 
s, y, s, dans les liquides hétérogènes, et dans les 
fluides élastiques qui ne seront pas partout égale- 
ment comprimés. 

Soient aussi Xdm , Y<im , Zdm , les composantes 
parallèles aux axes des s, y, a, de la force motrice 
donnée qui agit sur Télément dm , de sorte que X, 
Y , Z , soient les composantes de cette force rap- 
portée à l'unité de masse , ou de la force accéléra- 
trice relative au point H. Chacun a de ces trois 
quantités sera une fonction de dr , y , s , dont on 
regardera les valeura comme positives ou comme 
négatives , selon que la force qu'elle représente 
tendra à augmenter ou à diminuer la coordonnée 
à laquelle elle est parallèle. L'élément dm sera, em 
' outre , pressé de dehors en dedans sur set six faces, 
par le fluide environnant ; et, pour quUl demeure 
en repos , ces pressions extérieures devront faira 
équilibre aux forces intérieures Xdm, Tdas, Zdsi. 

Cela étant, désignons par pdaedy^ la pression 
verticale qui s'exerce sur la base supérieure dsdff^ 
dans le sens de la pesanteur , de manière que p ex- 
prime la pression rapportée k Tunité de surface , 
qui répond à cette base infiniment petite (n* Ô78]. 
Cette quantité p sera une fonction inconnue des 
coordonnées s, y, s ; au point H', dont lès coordon- 

nées sont sr, y , a 4" c^' t eWe deviendra p -|- ^ da , 

ds 

et elle exprimera la pression verticale, rapportée à 

r unité de surface et relative à la base inférieura 

de dm. Cette seconde base éprouvera donc , dans 

le sens de la pesanteur, une pression égale à 
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lequel réiément dm est appuyé, sera une force 
égale et contraire à cette pression ; en sorte que 
cet élément sera poussé verticalement par les deui 

forces contraires pds dff eil p'^ dM \dx dff^ 

\ ds J 

dp 
ou par une force égale à leur différence — ds dy dst 

da 
et dirigée du bas en haut. Or^ pour que cet élément 
dfn ne sMlève ni ne s^abatsse , il faudra que cette 
force so^t égale à la composante 'verticale lèm de 
la force motrice , qui agit dans le sens opposé \ par 
conséquent, on aura d^abord 

dp 

-^ dsdydB =z 1dm. 

dM 

On trouvera de même les équations 

dq dr^ 

— dbidy<la = Ydas, — dmdy dM=:Xdm^ 
dy ds 

qui seront nécessaires pour que Télément dm ne 
se meuve ni dans le sens des y, ni dans le sens 
des X , et dans lesquelles g et r représentent lès 
pressions rapportées & Funité de surface , qui ré- 
pondent aux faces de dm , parallèles aux plans des 
dr et a et des y et jb , et les plus Toisines de ces 
plans. En substituant dans ces trois équations , la 
Valeur précédente de iliii , et supprimant 1» facteur 
commun ds dy rfa-, elles doTiennenl^ 



dp d% dr 

-- = P^i "7 == f^» T ^ f^' 
d£ dy ds 
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683* Observons aetoellementqne ^lesélémens 
dans lesquels nous avons partagé la masse ABCD , 
étaient solides , de sorte que cette masse fût un 
assemblage de parallélipipèdes rectangles, solides 
et juxtaposés , il n^y aurait ancnne relation néces* 
saire entre les- pressions qne chacun de ces paral- 
lélipipèdes épronvcrait sur ses faces non parallè- 
les ; réiément dm pourra it^ par exemple, éprouver 
une pression quelconque sur ses bases horison- 
tales , et n'en éprouver aucune sur ses faces Tcrti- 
oales; mais cet élément infiniment petit devant 
être considéré comme fluide, aussi bien que toutes 
les parties de la masse totale , qui auraient une 
grandeur finie (no 675), il suit de la propriété fon- 
damentale des fluides, que les trois quantités 
Pt 9 9 ''t doivent être égale» entre elles, ou du 
moins, quMl ne peut exister entre elles qu'une dif- 
férence infiniment petite, négligeable dans les 
équations (1). 

En effet, la pression que le fluide environnant 
exerce sur chacune des faces du parallélipipède 
d9 dy d%y se transmet sur les autres faces , par 
rintermédiaire do fluide , dont Télémeot dm est 



composé ; cette transmission se fait de la manière 
que Ton a expliquée précédemment , et d'où il ré- 
sulte qu'ayant appelé pdx dy la pression qui a lien 
de dehors en dedans , sur la base horizontale supé- 
rieure , il faudra représenter, en même temps , par 
pds ds tipdy dz , les pressions transmises sur les 
faces latérales , et qui s'exerceront de dedans en 
dehors; de plus , & ces pressions transmises , il fau- 
dra ajouter celles qui résultent de la force motrice 
du fluide dm\ par conséquent, si l'on appelle 7^ la 
pression due à cette force , et exercée, par exem- 
ple , sur la face dy d% , la plus 'voisine du plan des 
y et js , on aura pdy dx-^-y pour la pression totale, 
qui a lieu de dedans en dehors , ou de droite i 
gauche , sur cette même face. D'un outre côté , la 
pression provenant du fluide environnant , et exer- 
cée de dehors en dedans, ou de gauche à droite^ 
sur cette face dydz^^M représentée par rdy d» ; 
cette force est la résistance que le fluide environ- 
nant oppose à la pression intérieure pdydM «^ y ; 
par conséquent il faut qu'on ait 

rdy d% = pdy d% -|- >• 

Or , quoique la valeur de y soit inconnue , nous 
sommes certains, néanmoins, q|ie cette quantité 
ne peut être qu'un infiniment petit du troisième 
ordre , comme la force motrice de dm , dont elle 
provient; en négligeant donc >• par rapport kpdyda^ 
nous aurons r c= ji ; et l'on prouvera de même que 
r«n doit aussi avoir q =:|>. 

La conclusion serait encore la même-, si l'élé- 
ment dos , auiieu d'être un parallélipipède rectan- 
gle, était un polyèdre c|uelconque dont toutes le» 
dimensions fussent toujours infiniment petites; et 
l'on démontrerait de la même manière, que In pres- 
sion extérieure exercée normalement sur toutes ses 
(aces par le fluide environnant , est proportionnelle 
à leurs aires respectives, et indépendante de la 
force motrice- du polyèdre. Il s'ensuit donc que 
tous les éjémens de surface qui passent par le point 
M, éprouvent une même pression rapportée à 
l'unité de surface , et que si », est l'aire de l'un 
d'entre eux , la pression normale qu'il supporte^ 
sur l'un ou l'autre de ses deux côtés , est égale 
à pm , quelle que soit la direction du plan auquel 
il appartient. 

D'après la condition r = ç=p,|es équations 
(1) deviennent 



dp dp dp 

— = fX, — = pT, — = pZ; 

d» dy dM 



(8) 



et elles sont maintenant les équations générales 
de THydrostatique , qu'il s'agissait de trouver. 

684. Les oonditions d'équilibre qu'elles expri- 
ment se réduisent, dans chaque cas particulier, 
à ce qu'on puisse trouver pour p une fonction de »^ 
y, s, qui satisfasse eb même temps ii ces trois 
équations. Or , si on les ajoute après leaaToir mul- 
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tipUéet pur dl», ^ , tf j , il Tient 

dip = P (Xir + Ydy + M«); (8) 

il faudra donc , ponr que la ?aleur de p soit possi- 
ble , que le produit de f et de la formule "Xds -|" 
Ydy-j-ïdMy soit une différentielle exacte d^une 
fonction de trois variables indépendantes s^y^ s. 
Kéciproquement, quand cette condition sera rem- 
plie , on prendra pour p Tintégrale de ce produit , 
et l'on satisfera de cette manière aux équations (2). 
En mettant dans cette yaleur de p ^ à la place de 
s , y y a , les coordonnées d'un point quelconque 
de la surface de ABCD , on aura la pression qui 
aura lien en oe point sur la paroi du ?ase dans le- 
quel cette masse fluide sera contenue; pression 
qui sera toujours détruite , pourru que cette paroi 
soit fixe et susceptible d'une résistance indéfinie ; 
mais dans les endroits où le vase est ouvert, et où 
le fluide est entièrement libre ^ rien ne pourra dé- 
truire la pression p ; par conséquent , il faudra que 
sa valeur soit nulle, pour tous les points de la 
surface libre d'une masse fluide en équilibre ; ce 
qui donne 

Um + rdy + Zdg::xO, (4) 

]iOQr l'équation différentielle de cette surface. 

CSette équation subsistera encore lorsqu'on exeri 
cera une pression constante à b surface libre du 
flyuide; car alors il faudra qu*on ait (^ s= , pour 
tous ses points ; et la densité f n'étant pas nulle, 
l'équotion (4) résulte alors de la formule (3). Si 
Ton exerçait, par un moyen quelconque , une 
pression variable d'un point à un autre de la sur- 
face libre d'un fluide , et que cette pression , rap- 
portée à l'unité de surface , fût représentée par 
f (« , y , a) , il fsudrait que la valeur de p , tirée de 
l'équation (4), coïncidât, pour tous les points de 
la surface libre , avec cette fonction donnée de s , 
y , a ^ et y dans ce cas, l'équatien différentielle de 
cette surface serait ' 

f (X«te + tdy + ldM) = df{x, y, a). 

Dans la suite , nous supposerons toujours que la 
pression extérieure est nulle ou constante dans 
tonte l'étendue de la surface libre d'un fluide en 
équilibre. 

La pression p étant proportionnelle k la densité, 
dans lés fluides élastiques (no 681) , il s'ensuit que 
cette pression ne peut jamais être zéro dans un 
fluide de cette nature , tant que la densité n'est pas 
nulle , c'est-ii-dirc , tant que te fluide existe , et 
qu'il n'a pas perdu, parle froid, toute sa force 
élastique. Un fluide élostique ne peut donc être 
en équilibre que quand il est contenu dans un 
vase fermé de toutes parts, ou bien lorsqu'on 
exerce & sa surface des pressions dirigées de dehors 
en dedans. 

586. Il suit de l'équation (4) , que la résultante 
des forces accélératrices X , T , Z , qui agissent sur 
chaque point d'un liquide en équilibre, apparte- 



nant à sa surface libre , est perpendiculaire à cette 
surface , soit qu'il n*y ait avcune pression exté- 
rieure , soit qu'on exerce à cette surface une pres- 
sion constante d'un point à un autre. En effet, tra- 
çons sur la surface libre une courbe quelconque , 
et soit de Pélément différentiel de cette courbe , 
correspondont au point dont les coordonnées sont 

dat dy d% 
jr,y, a, de sorte que —, —, —, soient les cosi- 

dê d» de 

nus des angles que la tangente à cette courbe , en 
ce même point , fait avec des parallèles aux axes 
des coordonnées. Appelons R la résultante des 
forces X , T , Z } les cosinus des angles que fait sa 

X T Z 
direction avec ces porallèles, seront — , — , — ; 

B. E R 

or, si l'on divise l'équation (4] par Rdif, on aura 



\ da T iy Z d% 

+ + = ai 

R <if R i2r R i2r 



ce qui montre que la direction de la force R , et la 
tangente k la eourbe qu'on a tracée arbitrairement 
sur la surface, sont perpendiculaires Puneà l'autre, 
et, par conséquent, que cette direction coïncide 
avec la normale au point que l'on considère. Cette 
force agira , en général , de dehors en dedans ; mab 
quand la pression extérieure ne sera pas nulle , 
elle pourra être dirigée, au contraire, de dedans 
en dehors. 

Si l'on intègre l'équation (4) , et qu'on donne à 
la constante arbitraire , contenue dans son inté- 
grale , autant de valeurs |)articulières qu'on vou- 
dra , les équations déterminées qui en résulteront, 
appartiendront & autant de surfaces , dont chacune 
aura l'équation (4) pour équation différentielle , et 
jouira , par conséquent , des propriétés d'être éga- 
lement pressée dans tonte son* étendue et de cou- 
per à angle droit , en tous ses points , la direction 
de la résultante des forces X , T , Z. Celles de ces 
surfaces qui passent dans l'intérieur du fluide, 
d'après la râleur de la constante arbitraire, sont 
ce qu'on appelle des tmfacês de mrsoii. Si Toa 
fait croître cette constante par degrés infiniment 
petits , on divisera la masse fluide en une infinité 
de couches infiniment minces, et comprises entre 
deux surfaces do niveau consécutives, que l'on 
nomme , pour cette raiaon , des c<mck99 de ftâMou. 

La valeur de la constante qui répond à la surface 
extérieure se déterminera, dans chaque caa, d'après 
le volume donné du liquide ; en sorte que la pres- 
sion extérieure n'aura aucune influence , ni sur la 
figure d'équilibre, ni sur les dimensions de ce 
fluide regardé comme incompressible. L'équilibre 
ne sera pas troublé si le liquide vient à se solidi- 
fier ; il s'ensuit donc qu'une pression constante et 
normale , exercée de dehors en dedana sur tous les 
élémens de la surface d'un corps liquide ou solide, 
se détruit d'elle-même, et ne peut imprimer à ce 
corps aucun mouvement de translation on de rota- 
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tton. Pour «n liquide , eet équilibre des preaeions 
extérieures résulte de la propriété cuaotértstiqiie 
des fluides , de trsnsnieltre égsieinent en tous sens 
les pressions exercées à leur surface (u» IS78); on 
vériÎBera, par la suite, quUl est indépendfnt de 
cette propriété , et qu'il a également lieu pour un 
corps solide déforme quelconque. 

686. Supposons actuellement que le fluide en 
équilibre soit formé dWe matière homogène , et 
qu'il ait partout la même température et la même 
densité. la quantité f étant constante , il faudra , 
d'après l'écpiation (8) , que la formule JÂs -|- Tdjf 
4- Zds soit «la dilTérentieUe exacte d'une fonction 
de trois variables indépendantes. Si cela n'a pas 
lieu , l'équilibre est impossible dans la masse 
fluide, quelque forme qu'on lui donne, et lors 
même qu'elle serait renfermée dans un vase fermé 
de tontes parts. 

■ais la condition d*intégTabilité est toujours 
remplie à l'égard des forces de la nature , qui sont 
des attractions ou des répulsions , dont les inten- 
sités varient en fonctions des distances aux centres 
dont elles émanent (no 168). L'équilibre d'un li- 
quide homogène, sonmis à de semblables forces , 
sera donc possible ; et pour qu'il ait lieu effective- 
ment , il faudra donner au fluide une forme, telle 
fue sa surface libre coupe à angle droit, dans toute 
son étendue , la résultante de ces forces attractives 
ou répulsives. 

Si , par exemple, la masse fluide est entièrement 
libre; que l'on exerce à sa surfooe une pression 
constante , et qu'il n'j ait qu'une seule force di- 
rigée vers un centre fixe, la figure de la masse 
ABGB, en équilibre autour de ee point, sera une 
sphère qui aura ce point pour centre , et dont le 
rayon se déduira du volume donné de cette masse. 
Sn supposant que la force dirigée vers le centre 
Sae soit une attraction en raison inverse du carré 
de la distance , désignant par g Tintensité de cette 
force aecélératriee à la surface du liquide , par a 

gQt 

son rayon , et ^ m la pression extérieure, — sera 

l'attraction à la distance r , et l'on conclura de 
l'équation (4) 

P = « + -;;: 9pû, 

pour la pression à la même distance. La même 
chose aura lieu si l'on remplace le centre fixe par 
une sphère solide dont tous les points attirent ceux 
du liquide en raison inverse du carré de la distance; 
mais alors c étant le rayon de cette sphère, la va- 
leur dep ne s'appliquera qu'aux valeurs de r com- 
prises depuis r z=z jusqu'à r=. a. Lorsqu'on 
changera l'ottraction en une force répulsive , il 
suffira de changer le signe de ^ ; en sorte que l'on 
aura 



P = « + yf« — 



^f0« 



La plus petite voleur de p répondra à r = o , et 

sera 

9pa (a — o> 
p = ^ 1 

n faudra qu'elle soit positive, sans quoi la couobe 
liquide se détacherait du corps solide, et serait 
dispersée dans l'espaoe ; par conséquent , il faudra 
que la pression extérieure m surpasse la quantité 

f!?iiLZ-J. En général, il est nécessaire, dans 
c 

l'équilibre d'un fluide , que la pression p ait une 

valeur positive dans toute l'étendue de sa masse , 

afin que les parties coutigués s'appuient partent 

l*une contre l'autre, et que le fluide ne se divise 

pas. 

Quand le rayon e est très grand , la force attrac- 
tive dirigée vers le centre de la sphère est sensi- 
blement parallèle , et la surface du liquide, sensi- 
blement plane et perpendiculaire à la direction de 
cette force, dans une étendue peu considérable.. 
Ce cas est celui d'un liquide pesant , que nous 
considérerons spécialement dans le chapitre sui- 
vant. 

687. Quelles que soient les forces d'attraction 
ou de répulsion dirigées vers des centres fixes qui 
agissent sur tous les points d'une masse fluide 
ABCD , faisons 

XrfjP + Ydy -1- Zds = d^', 

^ désignant une fonction des coordonnées x , y , s, 
dépendante des lois de ces forces en fonctions des 
distances. 

L'équation (3) deviendra alors 

Pour qu'elle subsiste quand la densité f sera va- 
riable , il faudra que cette densité soit une fonc- 
tion de la quantité ç; et, réciproquement, lorsque 
cette condition sera remplie , il y aura toujours une 
valeur de p qui satisfera à cette équation d'équili- 
bre. Or , d'après l'équation (4) , la quantité ç est 
constante dans toute l'étendue de chaque couche 
de niveau ; dans un fluide hétérogène et dans un 
fluide compressible en équilibre, il est donc né- 
cessaire que la densité soit constante dans toute 
l'étendue d'une même couche \ et la couche super- 
ficielle, soumise à une pression constante et 
donnée, étant une couche de niveau, il faut aussi 
qu'elle ait une même densité dans toute son éten- 
due. 

Si le fluide est incompressible, la densité p 
pourra être une fonction quelconque , continue ou 
discontinue, de la quantité ç; quand elle seru 
donnée , on en conclura la valeur de p en fonction 
de f , en intégrant la formule fdç, et déterminant 
la constante arbitraire d'après la grandeur con- 
stante, et aussi donnée, de la pression extérieure. 

Dans le cas d'un liquide hétérogène soumis à une 
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force oentnle , il faudra | pour Téquilibre , que ta 
masse soit formée de couches sphériques et con* 
centriques, dont la densité sera la même dans 
tonte rétendue de chacune d'elles , et pourra Ta- 
rier arbitrairement d^une couche à une autre. De 
même , si plusieurs liquides pesana sont contenus 
dans un vase, il faudra, pour Téquilibre, que 
chaque couche horizontale et infiniment mince ne 
contienne qu^nn seul liquide ; condition qui sera 
remplie , si la surface supérieure , quVn suppose 
soumise à une pression constante , et les surfaces 
de séparation de deux liquides consécutifs , sont 
toutes planes et horixontales. La stabilité de l'équi- 
libre exigera, de plus, que les densités des liquides 
superposés décroissent, en allant du liquide le 
plus bas au liquide le plus élevé , afin que le cen- 
tre de gravité de ce système de corps pesans, soit 
le plus bas possible ( n» 348 ). 

688. Dans un fluide élastique , la densité est 
liée à la pression (no 681),- et ne peut plus être 
donnée arbitrairement, comme dans un fluide 
incompressible et hétérogène. £n divisant les équa- 
tions dp =z fdf et p := kf Tune par Tautre , il 
▼ient 

dp df 

- = T- W 

8i la température est partout la même , Jk sera une 
quantité constante; et, en intégrant, on aura 



„ = -*, r-j*'. 



(») 



pour exprimer les lois de la pression et de la den- 
site , dans Tétat d'équilibre du fluide ; e désignant 
la base des logarithmes népériens , et m étant une 
constante arbitraire , qui exprimera une certaine 
pression, et se déterminera d'après la pression qui 
aura lieu en un point donné. 

Si la température varie d'un point à un autre , k 
variera également ; mais pour que l'équation (6) 
subsiste, il faudra que cette quantité soit une fonc- 
tion deç, qui pourra être donnée arbitrairement. 
La température devra donc être aussi une fonction 
de 9 ; par conséquent, la température est constante 
dans toute l'étendue de chaque couche de niveau 
d'un fluide élastique en équilibre. Cette condition 
étant remplie, il faudra remplacer les équations (6) 
par celle-ci : 



P = 






Jk 



Abstraction faite de la force centrifuge et de la 
non sphéricité de la terre, la pesanteur des molécu- 
les d'air est dirigée vers le centre de la terre , et les 
couches de niveau de la terre sont sphériques et 
concentriques. Pour que l'atmosphère demeurât en 
équilibre, il faudrait donc que la température fût 



partout la même, à une même hautour «uodesmis 
de la surface de la terre, et qu'elle ne variAt qu'aveo 
l'élévation des couches concentriques. Or, il ii'eo 
est pas ainsi ; et le soleil échauffe inégalement los 
différens points de la surface de la terre et de cha- 
que couche atmosphérique. La température dépen* 
dant de la latitude , cette circonstance empêche 
l'équilibre d'avoir lieu, et produit des vents perma- 
nens, que l'on observe, en effet, près de Péqua- 
teur.Au reste, la condition del'équilibr^des oouohes 
atmosphériques ne pourrait rien nous apprendre , 
relativement à la variation de la température dans 
le sens vertical ; car l'équation (6) a lieu, quelle 
que soit la valeur de A en fonction de tf et, par 
conséquent, quelle que soit la loi de cette varia- 
tion. 

Lorsque la masse ABGD est composée de plusieurs 
gaz de nature diverse , les conditions d'équilibre 
peuvent être remplies de deux manières différen- 
tes : quand ces gai sont parfaitement mêlés en- 
semble, de sorte qu'ils forment un fluide homogène 
dans toutes ses parties; et quand ils sont, an con- 
traire , disposés en couches superposées , dent les 
surfaees de séparation sont toutes des surfaces de 
niveau. Le premier cas a lieu dans l'atmosphère 
dont la composition a été trouvée la même A toutes 
les hauteurs. Cet étot d'un mélange parfait est ce- 
lui de l'équilibre le plus stable; et quand deux gas 
différens sont superposés dans un vase fermé de 
toutes parts, ils finissent, à la longue, par se mêler 
exactement, à moins qu'on ne parvienne à garantir 
le vase qui contient ces fluides , des plus petites 
agitations. 

689. Les centres des forces attractives ou répul- 
sives, qui agissent sur chaque point H de la masse 
fluide ABCD , peuvent être tous les autres points 
matériels de cette masse. Dans ce cas , les compo* 
sentes X , T, Z, de la force occélératrice totale du 
point H, se composeront d'une infinité de termes; 
ce qui n'empêchera pas qu'elles ne soient de cer- 
taines fonctions de s , y, s, communes à tous les 
points des fluides , en supposant que la loi natu- 
relle de l'action égale et contraire à la réaction, ait 
lieu dans leurs attractions et répulsions mutuelles, 
et que tous ces points soient d'ailleurs soumis aux 
mêmes forces étrangères. 

Dans la nature, ces actions mutuelles sont de 
deux sortes différentes : les unes varient en raison 
inverse du carré de la distance , et les intensités 
des autres sont* exprimées par des fonctions qui 
décroissent avec une extrême rapidité et n'ont de 
valeurs sensibles que pour des distances insensi- 
bles. On calculera les composantes totales X, T, Z, 
des forces de la première espèce , en partageant 
la masse de ABCD en élémens inflniment petits 
(n® 98}, et foisant ensuite , par le calcul intégral , 
les sommes des attractions ou répulsions de tous 
ces points , suivant chaque direction. Quant aux 
actions de la seconde espèce, que l'on appelle pro- 
prement les forces wMeukarêê, et qui sont attrac- 
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tivet on répnbÎTCt , selon que rattraction de la ' 
matière pondérable est plut grande ou plus petite 
cfue la répulsion oalorifiqoe, tfh oe devra pas en 
tenir ooropte dans le oalcol des forces X , Y, Z , 
relatÎTes à on point intérieur H \ car ce sont pré- 
cisément ces forces mcMoulaires qui produisent la 
pression p , égale en tous sens autour de X , à la- 
quelle on a déjà eu égard en formant les équations 
d'équilibre. 

Il résulte de cette dernière consid^ation , que 
les équations (2) auxquelles on est parvenu , sont 
les conditions d'équilibre, nicêsêaires et êvffiêtm- 
Uê, de toutes les forces, y compris les aotions mo- 
léculaires, qui agissent sur un élément quelconque 
dm de la masse fluide { en sorte que Téquilibrea 
lieu, certainement, quand il existe une valeur de p 
qui satisfait à ces équations pour tous les points 
du flnide , qui coïncide avec la valeur donnée di- 
rectement de la pression à la surface libre, et qui 
ne devient négative en aucun point , afin que les 
parties do fluide reAent contiguës. 

Si la loi des forces moléculaires , en fonction de 
la distance, était donnée , et qu*on pût déduire de 
ces forces Texpression de la quantité p en fonction 
de Tintcrvalle moyen des molécules (n» 98], on 
substituerait cette expression dans les équa- 
tions (2); Tune d'elles déterminerait la grandeur 
de cet intervalle, quia lien, dansTétat d'équilibre, 
autour du pointM; etles deux autres exprimeraient 
les conditions de cet équilibre. La valeur numéri- 
que de p résulterait ensuite de celle de Tintervalle 
moyen , ou de la valeur correspondante de la den- 
sité; et j'ai expliqué, dans le mémoire cité précé- 
demment (no 677), comment cette pression p peut 
varier, dans de très gronds rapports , pour de très 
petites variations de la densité qu'on observe dans 
les liquides. Mais la détermination directe de la 
pression p étant impossible , on est obligé de dé- 
duire sa valeur des conditions mêmes de l'équi- 
libre, ou de la formule (3), qui en est la consé- 
quence. 

lorsque le point H est situé à la surface du 
fluide , ou qu'il n'en est éloigné que d'une distance 
moindre que le rayon d'activité des forces molécu- 
laires , on doit avoir égard à ces forces et à la va- 
riation rapide de la densité superficielle, dans le 
calcul des composantes X, T, Z , et , par suite , de 
la valeur de p, déduite de la formule (3). Il en 
résulte une influence des forces moléculaires sur la 
figure du liquide en équilibre , qui n'est pas sensi- 
ble , en général , et qui n« le devient que dans les 
espaces capillaires. On n'y aura point égard dans 
ce Traité; et, pour tout ce qui oonceme les phéno- 
mènes de la capillarité, je renverrai à la AouvêUê 
ihioriê de P Action eapiUaire, que j'ai publiée il y 
a deux ans. 

690. Si un liquide homogène ou hétérogène 
tourne uniformément autour d'un axe fixe, les for- 
mules précédentes feront connaître les conditions 
nécessoires et sufiisantes pour qu'il conserve une J 



figure permanente , et se meuve comme on eorps 
solide. Il suffira pour cela , de joindre aux compo- 
santes X, Y, Z, celles de la force centrifuge qui ré- 
sulte de cette rotation. 

Prenons alors l'axe de rotation pour celui des a. 
Soit r la distance du point quelconque H à cette 
droite, de sorte qu'on ait 

r* == ff « -|- y> . 

Appelons • la vitesse angulaire constante et com- 
mune & tous les points du fluide ; r« sera la vitesse 
absolue du point H ; et comme il décrira un cercle 
dont le rayon est r, la force centrifuge aura r«> pour 
valeur (n® 174). Cette force étant dirigée suivant 
le prolongement de r, on obtiendra ses composan- 
tes parallèles aux axes des d? et des y en la multi- 

pliant par — et — ; ce qui donne jta* et y«* , qu il 
r r 

faudra ajouter aux forces X et Y ; et comme la 

force Z ne changera pas , la formule (3) deviendra 

4» = f (Xdi -I- Ydy + ldz+ m*xdx + »*ydy). (a) 

La quantité comprise entre les parenthèses sera 
encore une difi'érentielle exacte , savoir,^ la diffé- 
rentielle de la fonction ^ du n9 687, augmentée de 

— A*(x* -|- y*), ou de •« m*r* . Par conséquent, la 

forme permanente sera possible ; et si la surface 
libre du liquide éprouve une pression constante 
dans toute son étendue, l'équation commune à 
cette surface et à toutes les surfaces de niveau 
sera 

Tidx 4- Ydy + Ui + a^ {sdx + ydy) = 0. (6) 

Dans le cas d'un liquide homogène, il suffira que 
la surface libre soit déterminée par l'intégrale de 
cette équation différentielle , dont on déterminera 
la constante arbitraire, d'oprès le volume entier du 
liquide , comme on le verra tout à l'heure .par un 
exemple. Dans le cas d'un liquide hétérogène, il 
faudra, de plus , qu'il se compose de couches ho- 
mogènes, dont les figures seront aussi déterminées 
par r intégrale de cette même équation , et qui ne 
différeront de la figure extérieure , que par les va- 
leurs de la constante arbitraire. * 

691. Appliquons l'équation (è) au cas d'un li- 
quide homogène , soumis à la pesanteur, tournant 
autour d'un axe vertical, et contenu dans un vase 
ouvert à sa partie supérieure. 

En appelant g la gravité , et comptant les a posi- 
tives dans le seus contraire à cette force, nous au- 
rori 

X = 0, Y = 0, Z = — g. 

L'équation (6) deviendra donc 

gdu =r •• (sds + y Jy) ; 

d'où l'on tire en intégrant, et désignant parc la 
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confiante arbitraire 



«• 



a = -- ( s» + sf« ) + « î 
2g 

ce qui montre que la figure libre du liquide sera 
celle d'un parabololde de réfolutiondont Taxe sera 
celui de la rotation. 

Pour déterminer la constante , supposons que 
le vase soit un cylindre vertical i base circulaire , 
dont Taxe de figure soit Taxe des a ou de rotation. 
Appelons a son rayon , et A la hauteur due à la vi* 
tesse absolue a«dela surface, de sorte qu^on ait 

a*m* = 2gh , et par conséquent a = '— 4" ^' ^'^ 

aussi 6 la hauteur de Teau avant le mouvement ; 
««•è sera le volume du liquide qui ne changera pas 
pendant la rotation ; or, en divisant le parabololde 
en couches cylindriques et infiniment minces, qui 
aient pour axe commun celui des s, on aura tterdr 
pour la base , et 2wsrdr pour le yolume de la cou- 
che dont le rayon est r et Tépaisseurifr ; ce volume 
total s^obtiendra donc en intégrant 2iranb*, de- 
puis r = jusqu^à rzi^û] d^ou Ton conclut 



a> 6 



='/: 



jfdr. 



En substituant pour r sa valeur et effectuant Tin- 
tégration, on en déduit 

c = 6 — - A, 

pour la Taleur de c. 

L^équation de la surface supérieure du liquide 
•era donc 

kr* 
*=.i— +d^ 1 A. 
a» « 

La plus pe{ite et la plus grande valeur de s qui 
répondent àr = Oetr=:a, seront 5 •— -^ A et 

A ^ -« A ; en sorte que l*abaissement du liquide 

dans Taxe et son élévation à la circonférence, qui 
résulteront de la rotation , seront les mêmes , et 
auront pour valeur la moitié de la hauteur due & la 
vitesse de la circonférence. 

592. Quand les forces dont X, Y, Z, senties com- 
posantes , proviennent des attractions de tous les 
points du liquide, en raison inverse du carré des 
distances , ou suivant d'autres lois , les valeurs to- 
tales de X, Y, Z, dépendent, en général, de la forme 
du liquide et de ses couches de niveau j et , réci- 
proquement, cette forme dépend des valeurs de ces 
composantes. Cette dépendance mutuelle des at* 
tractions du fluide et de sa figure , rend la déter- 
mination de celle-ci très difficile au moyen de 
l'équation (6). Lors même que le liquide est homo- 
gène, on n'est parvenu à résoudre ce problème, dans 



le cas ordinaire de l'attraotion en raison iaTerse do 
carré des distances^ qu'en supposant la forée c6d* 
trifuge peu considérable , de manière que le fluide 
s'écarte peu de la fornae sphériqoe qu'il pourrait 
prendre si cette force était tout*A-fait nulle, c'eat- 
à-dire, si le fluide était «n repos. On démontre 
alors , par une analyse fondée sur la considération 
des séries , et qui ne peut pas trouver place ici , que 
la figure du fluide est nécessairement celle d'un el- 
lipseide de révolution , dont on détermine l'aplatis- 
sement , d'après la grandeur de la force oentrifage 
à l'équateur, comparée à l'attraction dnflaide aa 
même point. 

Hais , il est facile de 'vérifier que la figure ellip- 
tique satisfait toujours à l'équation (A) , lorsque La 
vitesse « ne dépasse pas nue certaine limite , et 
qu'il y a alors deux ellipsoïdes de révolution qui 
répondent à une même Tsleur de cette viteaae de 
rotation. Supposons , en effet, que la surface do 
fluide , dans son état permanent , a pour équation 



*» + y* 



ai 

7+0- (l + >•) 



= l, 



w . 



qui est celle d'un ellipsoïde de révolution, dont 
l'axe de figure et le diamètre de l'équateur ont 2e 

et 2e |/i -|- y* pour longueura. Appelons X , Y , 
Z, les composantes de la force accélératrice prove- 
nant de Tattraction totale de ce corps sur le point 
de sa surface qui répond A jr , y , a , et dirigées 
suivant les prolongemens de ces coordonnées, 
c'est-à-dire, en sens contraire dea composantes 
dont on a donné les expressions dans le n« 106. En 
changeant les signes de ces expressions , et obser- 

▼ant que y wfc* ( ^ 4" >* ) est la masse de l'ellip- 
soïde , nous aurons 



Y = 



Z = 



^[>-(l+>-)arc(tang = >)], 



Wt (1 + >* )' 



[arc (Ung = >) — >]; 



/*étant , comme dans le n» cité , l'intensité de l'at- 
traction à l'unité de distance, et entre des masses 
dont chacune est égalé à l'unité. Il s'agira donc de 
prouver que ces valeurs , jointes à l'équation (e) , 
satisfont à l'équation (6). Or , en les substituant 
dans cette équation, multipliant tous ses termes 
par y^ , ce qui suppose que y ne soit pas léro , et 
faisant pour abréger 
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il «ieni 



f 7 > - 7 (1 + >• ) •" (tMg = >) + t>« ] (s<lr + yify) 
+ ( 1 +>•)[•« (t«ng = >) — y] »d« = j 



en différentUnt réqaatioo (e), on • 

xdM + jfdy 4- (1 4- >* ) mU sr 0; 



et, pour qae cette étpMtîon différentielle ctilneide 
tTec la précédente, il ett nëceasaife'e et il suffit 
qn^on ait 



7 > — 7 { l + >• ) «ro (•■«« = >) + ty» sa arc (Ung = ^) — ^, 



on bien en réduiaant 

?>-±i2Î— «e (tang = >) = 0; (d) 

en sorte qa^il ne restera plus qo^à s'assurer si cette 
équation a des racines réelles , et à en déterminer 
le nombre. 

Ponr cela, je représente par C son premier mem- 
bre, et je suppose que Ton trace la courbe dont 
y et C sont Fabscisse et Tordonnée courantes : 
cette courbe coupera Taxe des abscisses à Tori- 
gine ; mats la racine y = est étrangère à la que»> 
tion , tant que la vitesse • et par suite t n*est pas 
xéro« Les autres racines de Téquation (d) sont deux 
à deux égales et de signes contraires; mais il suf- 
fira de considérer ses racines positites, par exem* 
pie, attendu que Téquation (c) ne contient que le 
carré de y. 

Gela étant, si Ton égale à téro la différentielle 
deC, on'troufe 

t^4 + a (6i — 1) yt + 0« = 0, {e) 

ponr déterminer les abscisses correspondantes aux 
masima et aux mûiMM de cette ordonnée. Or , 
cette équation étant du second degré par rapport 
à y* , il s'ensuit quUl ne peut exister qu'un wuuti- 
mum et un mwitBiimi de chaque côté de l'origine 
des abscisses j d'où l'on conclut d'abord que la 
courbe ne pourra couper qu'en deux points l'axe 
des abscisses positives , au delà de cette origine; 
en sorte qu'il existera, au plus, deux racines réel- 
les et positives de l'équation (d). Observons en 
outre , que si les équations (d) et (s) ont lieu pour 
une même valeur de ^ , la courbe touchera l'axe 
des abscisses en un point qui répondra à une ra- 
cine double de l'équation (iQ. Or, on tire de l'équa- 
tion {e) , 

2» 

en substituant cette valeur dans l'équation (d) , il 
vient 

équation qui ne peut avoir qu'une seule racine 
positive, outre y=0. Cette racine existe effecti- 
vement ; et par des essais, on trouve ponr sa valeur 



approchée 

> = a,i 

La valeur correspondante de • est 

• =s 0,1123$ 

d'oùnont pouvons conclure que ponr des valeurs 
de t pins petites que cette fraction, il y a deux 
intersections distinctes de l'axe des abscisses po- 
sitives, et denx raotnes inégales de l'équation (d); 
que ponr cette valeur de •, ces intersections se 
changent en un contact , et les denx racines d^ 
viennent égales ; et qu'enfin, pour des valeurs plus 
grandes de •, les intersections n'ont plus lieu, non 
plus que les racines réelles de l'équation (d). II est 
certain que ces racines répondent aux moindres 
Taleurs de • , et non pas aux plus grandes ; car 
pour «=00 , l'équation (d) n'a aucune racine dif- 
férente de téro ; et , au contraire , quand « est une 
très petite fraction, on détermine aisément les 
deux racines réelles de cette équation» 

Lorsqu'on aura déterminé , au moyen de l'équa- 
tion (d) , les deux valeurs approchées de y qui ré- 
pondent à une Tsleur donnée de « moindre que la 
fraction précédente, les valeurs précédentes de 
X, X , Z , feront connaître l'attraction du fluide en 
un point quelconque de son intérieur ou de sa sur* 
face , et on déduira les râleurs de e , du volume 
aussi donné du liquide. Quand la valeur de « sur- 
passera cette fraction , on ne sera pas en droit d'en 
conclure que la figure permanente du liquide 
soit impossible, mais seulement qu'elle ne peut 
pas être un ellipsoïde de révolution; car si l'on 
excepte le cas où l'on suppose cette figure très 
peu différente d'une sphère , on n'a point encore 
démontré que la figure elliptique de révolution 
soit la seule qui convienne à l'équilibre des forces 
centrifuges et des actions mutuelles des molécu- 
les : on n'a même pas prouvé que la sphère soit 
la seule figure que poisse prendre une masse 
fluide en repos , dont les molécules s'attirent mu- 
tuellement, quelque naturel que cela paraisse. 

693. Si la quantité « est une très petite fraction , 
on satisfait à l'équation (d) en prenant pour y une 
quantité très petite. On a alors 



arc (tang 
1 



= y) = y — 7 >* + «^Oi 



y) 
1 

s 



— -f» etc.; 
9 
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et ea substitnant cet vaieurs dans l'équation {d) , 
sopiirimant le facteur^, commun à tous les termes, 
et négligeant ensuite les puissances de y supé- 
rieures à la première , on trouve 

ce qui répond à un ellipsoïde très peu aplati. L'apla* 
tissement sera à peu près ^ y* , puisque les deui 

demi-axes sont c et o|/^l -|- y* • On pourra prendre 
•* pour la force centrifuge à T^qutfteur, et 

r '/f^ pour Tattraction en un point de la surface , 

ce qui serait les valeurs exactes de ces deux for- 
ces, si le corps était exocteroent sphérique. Le 
rapport de la.première à la seconde est égal à Si ; 
par conséquent, lorsqu'un fluide homogène tourne 
autour d^un axe fixe, et s^écarte très peu de la fi- 
gure sphérique, son aplatissement est égal à cinq 
fois la force centrifuge à Téquoteur divisée por 
quatre fois l'attraction à la surface. On démontre 
aussi que si le fluide est composé de couches très 
peu aplaties, dont les densités décroissent du cen- 
tre à la surface , l'aplatissement sera toujours plus 
petit que dans le cas de Phomogénéité , et cepen- 
dant plus grand que les deux cinquièmes de celui 
qui répond à ce cas. 

Dans le mouvement de rotation de la terre , le 
rapport de la force centrifuge h la pesanteur, ouà 

l'attraction terrestre, est environ -^ (n» 177] à l'é- 
quateur. Si la terre étoit une masse fluide homo- 
gène, son aplatissement serait donc— ^, dont les 

deui cinquièmes sont -^ : sa valeur — , qui ré- 

snlte de l'observation , est comprise entre ces deux 
limites, comme dans le cas d'une masse fluide 
dont la densité décroit du centre à la surface. 
En faisant 



= e, P^«i + y»=ze[/l + y», 



dans les valeurs de Z et [/X* + Y" , et dévelop- 
pant ensuite suivant les puissances de y, on trouve 



Z = 



-^(■+^+-)' 



pour les attractions qui ont lieu aux pôles et à 
Téquateur. J'ajoute à la seconde la force centri- 
fuge •* 0, dont la valeur est 4/irpei, ou le produit de 

— leffc et de -TTpt d'après ce qui précède; il vient 
3 **' 

i/l[rpfr+.. e=-.i^Yi_3lVetc.), 

3 \ 10 / 



pour la pesanteur à l'équateur. En en retranchant 
la pesanteur Z au pèle, et divisant par celle-ci , 
on a 

en sorte qu'en négligeant le carré de ^* , ce rap- 
port est égal à l'aplatissement - ^* , et par con- 
séquent , la somme de ces deux quantités a pour 
valeur cinq fois la force centrifuge divisée par le 
double de la pesanteur i l'équateur, conformé- 
ment au théorème cité dans le n<* 103. 

Dans ce même cas d'une très petite valeur de t , 
on satisfait encore à l'équation (i) au moyen d'une 
très grande valeur de ^. On a identiquement 



arc 



(teng=>)=: j «^ — arc rtang = — j ; 



pour une semblable valeur de 7^ , on aar« donc, eo 
série convergente , 



arc (tang s= ^) = — w 

2 

oa a de même 



^4- 



1 1 



3>s 6 y^ 



-l-etc. 



1 l « 

-— = — — — ^ etc. ; 

>' + ^ y» yi 

et en substituant ces développemens dans l'équa- 
tion [d)f on en déduira ensuite une valeur de y or- 
donnée suivant les puissances croissantes de • , 
savoir, 

tr 8 

y = — — — -f- etc., 
4i w 

qui sera la seconde racine réelle de cette équation. 

Pour de plus grands détails sur cette importante 
théorie et sur son application à la figure de la 
terre , je renverrai aux tomes II et V de la ifloa- 
nique céleste» 

604. Il y a une différence essentielle entre les 
surfaces de niveau, tracées dans Tintérieur d'un 
liquide soumis à l'action mutuelle de tous ses 
points , et celles qui sont décrites dans un fluide 
dont les points ne sont sollicités que par des forces 
étrangères , c'est-à-dire , par des attractions ou 
répulsions qui émanent de centres fixes, et sont 
fonctions des distances à ces centres. Supposons 
que ABCD(fig.l22)8oitla surface libre d*un liquide 
en repos , ou tournant, pour plus de généralité, 
autour d'un axe fixe. Soit EFGH une surface de 
niveau tracée dans son intérieur ; et appelons R la 
résultante de toutes les forces qui agissent au 
point quelconque H de cette surface. Dans les 
deux cas qu'on vient de distinguer, cette force 
sera dirigée suivant la normale HHP en ce points 
or, dans le second cas , sa grandeur et sa direction 
ne dépendant d'aucune action des points du 
fluide , elle restera encore perpendiculaire a la 
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larface EFGH , si Ton eoIèTe U couche du liquide 
comprise entre EFGH et ABGD ; de sorte qu^après 
cette soustraction , le liquide terminé por EFGH 
demeurera encore en équilibre : mais dans le cas 
des actions mutuelles dea points du système, la 
force R dépendra de Taction de ce liquide inté- 
rieur et de celle de la couche extérieure ; elle 
changera, en général, de grandeur et de direction, 
lorsqn^on supprimera la couche comprise entre 
ABGD et EFGH , et réquilibre du liquide terminé 
par EFGH n'aura plus lieu. Pour qu^il se rétablisse, 
il faudra que la surface EFGH change, et devienne 
perpendiculaire, en chaque point H, à la seule 
partie de la force R qui subsistera. 

L'action de la couche extérieure , comprise en- 
tre ABCD et EFGH , sera nulle sur tous les pointa 
du fluide intérieur et de lo surface EFGH , lorsque 
la masse entière du fluide sera homogène , quVle 
s^écartera peu de la figure sphérique , et que- ses 
points* ne seront sollicités que par leurs attractions 
mutuelles en raison inTcrse du carré des distances, 
et par la force centrifuge. En effet , toutes les sur- 
faces de niteau soat alors des elUpsofdes sembla- 
bles, et, conséqueroment , la couche comprise 
entre deux de ces surfaces ABCD et EFGH^ n'exerce 
aucune action sur les points situés dans Tespoce 
intérieur (no 106). Hais cette nullité de l'action 
dVue couehe terminée par deux surfaces de ni- 
veau, sur le fluide intérieur , n'est pas une condi- 
tion de l'équilibre des fluides; les fbrces étant 
toujours celles qu'envient de supposer, elle n'a 
plus lieu, par exemple, lorsque le liquide cstiiété- 
rogène ; ce qui rend dissemblables les surfaces de 
niveau, qui sont encore elliptiques, et telles que 
l'ellipticité de la surface quelconque EFGH dépend 
de l'épaisseur et de la constitution de la couche 
extérieure*. 

Dans le cas particulier de l'homogénéité, ou- 
peut enlever ou rétablir à volonté la couche ellip- 
tique comprise entre ABCD et EFGH, sans troubler 
l'équilibre ni changer la forme du fluide intérieur, 
en supposant que la vitesse de rotation soit tou- 
jours la même. Hais il y a aussi d'autres couches 
qu'oD peut ajouter ou fluide terminé par EFGH , et 
qui ne troublent pas son équilibre, quoique leur 
attraction ne soit pus nulle sur les points de ce 
liquide. Il est évident que la surface extérieure de 
la couche additive peut être un ellipsoïde sembla* 
ble à EFGH , et ayant pour centre un point de 
l'axe de rotation différent du point 0. La surface 
extérieure de cette coucbe peut aussi avoir ce 
point pour centre , et être un ellipsoïde dont l'a- 
platissement soit diff'érent de celui de la surface 
intérieure. Pour le faire voir, soient ABGD et 
A'B'C'D' (fig.l23)le8 deux ellipsoïdes difTérens qui 
satisfont à la condition d'équilibre d'un même 
fluide homogène tournant autour d'un axe fixe 
avec une vitesse angulaire donnée (n^ 592) j soient 

* JficMifiiv rétttu . torot II, page» 86 et niivantca. 



aussi EFGH et E'F'G'H' deux surfaces de niveau , 
tracées dans l'intérieur de ces ellipsotdes, sembla* 
blés aux surfaces extérieures, ayant le même 
centre que celles-ci, et se coupant au point H *: 
sans troubler Téquilibre du liquide terminé par 
EFGH , on y pourra ajouter la couche comprise 
entre les deux surface» EFGH et A'B'C'IV, dissem- 
blables et concentriques. On remarquera que non 
seulement l'action de cette couche additive sur. 
les points du liquide intérieur et de la surface 
EFGH, n'est pas nulle, mais que cette action sur 
chaque point de la.8ucface n'est pas dirigée suivant 
la normale. Ainsi, au point M, l'action de la couche 
comprise entr& les surfaces EFGH et A'B'C'D', n'est 
pas dirigée suivant la normale NHP à la première 
surface; car déjà l'action du liquide intérieur, 
terminé par cette surface, est dirigée suivant IHMP; 
et si l'action de la couche additive avait 'aussi 
cette direction , l'action de la masse totale , ter- 
minée par la surface A'B'C'D', serait encore dirigée 
suivant cette normale , tandis qu'elle doit Têtre 
suivant la normale N'IIP' à l'autre • surface do ni- 
veau E'F'G'H'. 

Quelles que soient les forces qui agissent sur un 
fluide homogène ou hétérogène tournant autour 
d'un axe fixe, on ne doit pas perdre de vue que ht 
seule condition d'équilibre est l'existence d^une 
quantité^ qui satisfasses l'équation (a), et qui soit 
nulle ou constante à la surface libre du liquide. 
Toute autre condition qu'on y voudrait ajouter est 
déjà comprise dans cellés-lb, ou ne se vérifiera pan. 

595. Parmi les difi'érentes lois d'attraction , il y 
en a une qui n'est pas celle de la nature , mais qui 
jouit d'une propriété remarquable. Celte loi est 
celle d'une action mutuelle en raison directe de la 
distance, et la propriété dont il s'agit consiste en 
ce que la résultante des actions de tous les points 
d'un corps, sur un point -quelconque, est indépen- 
dante de la forme et de la constitution de ce corps, 
homogène ou hétérogène , et la même que si la 
masse entière était réunie à son centre de gravité. 

En effet, soient 4r, y, s , les coordonnées du 
point attiré, s', y', s', celles d'un point attirant , 
/A la masse de ce second point matériel , u la dis- 
tance des deux points, A/um la force accélératrice 
dirigée du premier point vers le second ; k étant 
un coefficient constant. Les composantes de cette 
force suivant dea parallèles aux axes des coordon- 
nées, menées par le point attira, seront k/A («' — f ), 
h/A (y* — y) , kfA (s'— s) , puisque les cosinus des 
angles que fait sa direction avec ces droites sont 
les différences «' — *, y' — y» '^ — '» d»^»sèe» 
par II. Par conséquent , si l'mi oppeile X, Y, Z, 
les composantes totales de la force accélératrice 
du point attiré , on aura 

Y = k:£fAy' — *y2/u , 
Z = k%/A%' — âsS/a; 



SBO 



TRAITi DS liCAinQUS. 



let sommet 2 s*étendani à tout Im points dn corps 
•ttinot. Or, si Pon appelle m U masse entière de 
ce corps, et si , yi , si , les trois coordonnées de 
son oentre de graTÎlé , on aura 

S/» = m, 

Z^' = msi ; 
il en rétiiltera donc 

X = ftm (jTl -^ «)y 

Y = A» (yi— Sf), 
Z = iai (si — s), 



équations qui renferment éridemment la proposi- 
tion quMl s'agissait de démontrer. 
8n substituant ces 'valeurs de X , T, Z, dans l*é- 

quation (6), et faisant, pour abréger, — = «t il 
vient 

(jr. -#)rfjr + (y, -y)ity+(„ -,)rfs 

+ <#AF + y4y) = 0; 

d*où l*on tire,, en intégrant et désignant parc la 
constante arbitraire , 



(*-.#,)• + ( y — yi )•+(*-*»)•-•(•■ + y* ) = <^- 



Cette équation sera celle des surfaces de nÎTcau 
dans un liquide tournant autour de Taxe des s , 
dont les pointa s'attirent en raison directe de la 
distance; elle fait Toir que toutes ces surfaces se- 
ront concentriques et do second degré. De plus , si 
Ton transporte l'origine des coordonnées à leur 
centre commun, c'est-à-dire, au centre de gravité 
du fluide, les premières puissances des coordon- 
nées courantes devront disparaître; ce qui ne 
peutavoir lieu, à moins qu'on n'ait Si =0,yi =0, 
Ji = 0. L'équation précédente se réduit donc à 

par conséquent, les surfaces de niveau sont des el- 
lipsoïdes ou des hyperbolotdes de révolution, selon 
qu'on ai<loui>l;et, dans les deux cas , 
elles ont toutes le même axe de figure, qui est l'axe 
de rotation. 



\ji volume du liquide étant donné, l'kyperbo- 
loide n'est possible que quand le fluide eal oontem 
dans un vase , et alors Téquation {f) s'applique 
seulement \ la partie libre de sa surface. Lors donc 
qu*on a • > 1 , la figure permanente d*un liquide 
libre de toutes parts est impossible, dans le cas dce 
forces que nous considérons. Si l'on a • <1, tontes 
les surfaces de niveau sont des ellipsoides qni dif- 
fèrent par les valeurs de o. Pour déterminer la va- 
leur de cette quantité qui répond à la surface exté- 
rieure, on égalera le volume de l'ellipsoïde , dont 

4ircl/c 
l'expression est , , au volume donné dn li- 

^ 3(1- .)' 

quide. U est remarquable que, dans cet exemple, 
la loi des densités des couches du fluide n'a aucune 
influence sur sa figure extérieure et sur'ç^Ue de 
couches de niveau. 



CHAPITRE III. 



DB L EQUILIBRE DBS FLUIDES PKSAJVS 



6fNI.Soit ABCD (fig.124; un vase ouvert à sa par- 
tie supérieure, et dont la base horisontale ÀB est 
posée sur un plan fixe. Supposons qu'un liquide 
pesant et homogène s'élève dans ce vase jusqu'en 
A'B'. Pour l'équilibre de ce liquide, il faudra que 
la,surface libre A'B' soit horisontale ou perpendi- 
culaire à la direction de la pesanteur, et cet équi- 
libre ne sera pas troublé , si l'on exerce sur cette 



surface une pression conslante et de grandeur 
quelconque. 

La pression rapportée i l'unité de surface sera la 
même dans toute l'étendue de chaque section ho- 
risontale du liquide; en la désignant par p à la 
profondeur m au-dessous de AV, et appelant f la 
densité constante du liquide , et y la gravité , on 
aura dp =: ftfdn , d'après l'équation (8) du n« 684. 
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En intégrant, on aura donc 

P = rs' + •i 

m étant la pression extérieure, qui sera générale- 
ment la pression atmosphérique qui répond à s=0. 
Cette pression constante se transmettra , sans alté- 
ration , sur tous les élémens des parois du vase et 
des corps plongés dans le liquide; elle s^ajoutera, 
en chaque point (n» 670), à la pression variable 
due à la pesanteur du liquide. Il sera donc toujours 
facile d^y avoir égard \ et , pour plus de simplicité, 
nous pouvons la supposer nulle, et réduire l*équa* 
tion précédente à 

Soient h la base AB du vase , P la pression totale 
exercée sur cette base, k la distance de A'B' à cette 
même base , ou la hauteur du liquide ; nous aurons 
& la fois 

« = k, P := 5p = 



ce qui montre que la pression exercée sur la base 
horisontale du vase est égale au poids d^un cylin- 
dre rempli du liquide, qui aurait pour base celle 
du vase , pour hauteur celle du liquide, et dont le 
volume et la masse seraient, conséquemment , hk 
etf^fc. 

Cette pression P est donc indépendante de la 
forme du vase \ en sorte que pour les trois vases 
représentés par la figure 125, qui ont des bases équi* 
▼sJentes , posées sur un même plan horixontal , et 
dans lesquels un même liquide s^élève à une hau» 
tenr qui est aussi la même, les pressions exercées 
sur leurs bases sont égales, quoique Tun des vases 
soit un cylindre droit , qu^un autre s^élargisse en 
partant de la base , et que lé troisième aille en se 
rétrécissant. Cette pression est , pour chacune des 
trois bases , le poids du liquide oontenn dans le 
vasa cylindrique $ résultat très remarquable, qui 
est pleinement confirmé par Texpérience. 

Dans le cas de plusieurs liquides superposés dans 
un vase, il suffira, et il sera nécessaire pour leur 
équilibre, que la surface de séparation de deux li- 
qnides consécutifs soit horisontale (n» 687); et, en 
effet, si cela est, chaque nouveau liquide super- 
posé exercera sur tous les points de sa base une 
pression constante, qui ne troublera pas Téquilibre 
du liquide inférieur. Voici comment ou pourra dé- 
tenninerla pression totale exeroée sur le fond du 
vase. 

597. Versons sur le fluide en équilibre dans le 
vasa ABCD (fig. 124) un nouveau liquide , dont la 
densité soit f', qui ait sa surface supérieure A"B^ 
horisontale , comme celle du premier, et qui s'é- 
lève à une hauteur V au-dessus du niveau A'B' du 
premier; ces deux fluides demeureront en équili- 
bre dans le vase. En appelant V Taire de A'B', qui 
est la base du second fluide , il exercera sur cette 
base une pression égale a p'^fc'6'. Cette pression sera 
transmise, par Tintermédiaire du liquide inférieur, 
sur le fond AB du vase ; et Taire de AB étant h , 



il en résultera , sur cette surface plane , une pres- 
sion exprimée par f^gVh (n» 678) ; par conséquent, 
la pression totale exercée par les deux fluides sur 
la base horisontale du vase, sera jghh -|- f'^^'^* 

Si l'on verse un troisième liquide dans le vase , 
dont la surface A"'B"' soit encore horisontale, Té- 
quilibre ne sera pas troublé; f" étant sa densité , 
V' la hauteur de son niveau A'"B'" au-dessus de la 
surface supérieure A'^B" du second liquide , et 5" 
Taire de cette dernière surface, ce troisième liquide 
exercera sur sa base A"fi", une pression égale à 
f^'gh"V^, qui sera transmise par le second liquide, 
et deviendra f^^ghfV sur la surface tupérieure A'B' 
ou V du liquide inférieur ; cette pression sera trans- 
mise de même , par Tintermédiaire du liquide in- 
férieur, et deviendra ^^gV'h sur le fond AB du vase ; 
par conséquent, les trois liquides superposés exer- 
ceront sur le fond du vase une pression égale à 
^kb + f'gh^b + f'^ghH , ou (pk -♦- p'k' + p"k") 9^- 
En continuant ainsi, on voit que quand un nom- 
bre quelconque de liquides de différentes densités, 
sont superposés et en équilibre dans un vase, la 
pression quHls exercent sur la base horisontale de 
ce vase, ne dépend que de Tétendue de cette base , 
des épaisseurs des différons fluides, et de leurs den« 
sites. Dans le cas d^un vase cylindrique et vertical, 
elle sera égale à la somme des poids de tous les 
fluides ; et elle no variera pas quand on changera 
la forme du vase , pourvu que sa base ne change 
pas d^étendue , non plus que Tépaisseur et la den- 
sité de chaque liquide. 

Ce résulut étant indépendant de l'épaisseur des 
couches horisontales, il subsiste encore lorsque ces 
couches sont infiniment minces, c'est-k-dire, lors- 
que la densité de la masse fluide varie par degrés 
continus dans \p sens vertical, et convient, par 
conséquent, aux fluides compressibles. Il est éga- 
lement vrai quand la pesanteur varie d'une couche 
à Tautre avec la densité; ce qui arriva lorsque la 
hauteur du fluide n'est pas négligeable par rapport 
au rayon de la terre. C'est aussi ce que Ton peut 
déduira de l'équation dp = p^cU, qui convient à 
Téquilibre de tous las fluides pesans , compressi- 
bles on non , et dans laquelle on peut supposer la 
gravité ^ et la densité p, fonctions de Tordonnée 
verticale s. 

608. Considérons actuellement Téquilibre des 
liquides pesans contenus dans plusieurs vases, et 
qui peuvent s'écouler de Tun dans Tautre par des 
ouvertures latérales. Si Ton ferme à la fois toutes 
ces ouvertures, Téquilibre ne sera pas troublé; il 
faudra donc d'abord que les liquides soient dispo- 
sés , dans chaque vase , par couches horisontales ; 
mais cette condition ne suffira pas ; et il faudra en- 
core , quand les ouvertures ne seront plus fermées, 
qu'il existe un certain rapport entre les élévations 
des liquides dans les vases différens, qui dépendra 
du rapport de leurs densités. 

S'il n'y a qu'un seul liquide répandu dans plu- 
sieurs vases communiquans, il faudra que le niveau 
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de ce liquide soit le même dans tous ces yases. En 
effet, considérons un liquide homogène contenu 
dans deui vases , par exemple , qui communiquent 
latéralement par le canal £F (fig. 128), et qui sont 
posés sur des plans fixes horisontauz. Supposons 
qne ce liquide s'élève jusqu'en AB dons l'un des 
vases, et jusqu'en CD dans l'autre, et que ces deux 
sections horisontales ne soient pas dans un même 
plan, do sorte qu^en prolongeant le plan de la sec- 
tion CD de Tun des vases , il vienne couper l'autre 
yase, suivant une section aC située k une distance 1 
au-dessous de AB. Si l'équilibre existe dans cet 
état, il ne sera pas troublé en remplaçant la section 
ouverte CD por une paroi fixe : le fluide compris 
entre AB et «C, exercera sur «C une pression égale 
à fgylf en appelant p sa densité, et y l'aire de cette 
section aC ; cette pression se transmettra , par l'in- 
termédiaire du liquide contenu dons les deux vases, 
jusque sur la paroi CD; et il en résultera, sur ce 
plan horisontal, une pression dirigée de bas en 
haut et exprimée par ^yc^ en désignant par o l'aire 
de CD. Par conséquent, l'équilibre n'aura plus lieu 
dès que Ton enlèvera la paroi CD , à moins que la 
différence de niveau l du liquide dans les deux 
vases, ne soit nulle; ce qu'il s'agissait de démon- 
trer. 

Les deux sections AB et CD étant comprises dans 
un même plan , si l'on verse au-dessus de AB un 
liquide qui s'élève jusqu'en A'B', et dont la densité 
soit p', il exercera sur AB une pression égole à 
f^gbh ; 6 et A étant l'aire de AB et la distance com- 
prise entre les sections horisontales AB et A'B'. 
Cette pression se transmettra sur CD , où elle sera 
égale à p'^cA, et s'exercera de bas en haut ; et pour 
la détruire, il faudra fermer le vase en CD par une 
paroi fixe , ou verser au-dessus de CD un fluide 
dont la pression sur CD soit égale et contraire à 
p'^cA. Dans ce dernier cas ,, si le fluide s'élève jns- 
qu'en CD', que l'on représente par p, sa densité, et 
par h la distance comprise entre CD' et CD, la pres- 
sion exercée par ce fluide sur CD , sera p^^Ao ; et 
pour l'équilibre, il faudra qu'on ait f^k = p'A. 

On voit donc que pour Téquilibre des liquides 
différons contenus dans des vases coromnniquans , 
il est nécessaire que leurs densités soient en raison 
inverse de leurs élévations au>dessus des sections 
de ces vases , faites par un même plan borixontal. 
Si l'on verse de nouveaux liquides au>dessus de 
ceux qu'on vient de considérer, on verra de même 
qu'en désignant par A, A', k", etc. , les épaisseurs 
de ces liquides dans Tun des vases , et par p*, p", 
p'", etc. , leurs «lensîtés , et en représentant par A, 
k, , A,| , etc. , p^ , f^i , p,jj , etc. , les quantités analo- 
gues dans un autre vase , il faudra qu'on ait l'équa- 
tion 

f'h + f"*' + ,■"»"+ etc.=,,* + ,„»,+ f,„*„ + etc.; 

d'où il résultera que les pressions rapportées à l'u- 
nité de surface seront égales sur les deux surfaces 
supérieures AB et CD du liquide homogène qui va 



d'un vase è l'autre, et qui peut être celui dont la 
densité est p', ou celui dont la densité est pp on plus 
généralement un autre liquide quelconque, pourvu 
que les deux surfaces AB et CD, qui le termi- 
nent , soient comprises dans un même plan hoii- 
sontal. 

On peut remarquer que des couches infiniment 
minces, comprises dans des vases différens, et 
contenues entre les mêmes plans horiiontaux , 
éprouveront la même pression rapportée à l'unité 
de surface ; mais au>dessus du plan qui termine le 
liquide inférieur, elles pourront contenir des liqui- 
des différons ; en sorte que les propriétés des cou- 
ches de niveau , ou perpendiculaires è la direction 
de la pesanteur, ont bien lieu,quont à l'égalité des 
pressions, mais non plus quant à l'homogénéité du 
liquide (n» 587), lorsque ses couches sont inter- 
rompues par des parois fixes. 

699. Les lois de Téquilibre des fluides pesans , 
dans des vases commùniquans , sont susceptibles 
d'un grand nombre d'applications dont nous nous 
bornerons à indiquer les plus communes. 

Celle qui se présente la première, et que nous ne 
ferons qu'énoncer , est la théorie des nivellemens 
et des instrumens qu'on appelle des niveaux* 

Dans le siphon, dont les deux branches s'oavrent 
à leur partie supérieure , et qui contient de l'eau 
ou un autre liquide , l'équilibre a lieu quand les 
deux extrémités du fluide sont comprises dans un 
même plan , quelle que soit la grandeur de la pres- 
sion atmosphérique en ces deux points. L'équili- 
bre peut aussi exister dans le siphon renversé, 
pourvu qu'alors la pression atmosphériqne ait une 
grandeur convenable. 

Soient ABC (fig 127.), ce tube renversé, Bson 
point le plus haut, £ et F les points où le liquide 
s'arrête dans sus deux branches , et qui sont sitnés 
dans on même plan horicontal. Si l'on appelle p la 
densité du liquide et A la hauteur du point B au- 
dessus de ce plan , la pression rapportée à Ton ité 
de surface , exercée par le liquide en ces points B 
et F sera égale à p^A ; et en appelant « la pression 
atmosphérique qui s'exerce de bas en haut tù 
chacun do ces points , il faudra donc qu'on ait 
« > fgh , ou tout au plus , m =s p^A , pour qne 
cette pression empêche le liquide de s'écouler. 
Dans le second cas , la pression au point B sera 
nulle { dans le premier, elle sera égale à «r — p^A ; 
et si l'on avait « < p^A , la pression au point B se- 
rait négative , le liquide se diviserait en ce point, 
et s'écoulerait par les deux branches do siphon. 
Au reste , dans le siphon renversé , l'équilibre do 
liquide n'est qu'instantané , et ne peut s'observer 
qu'à raison de l'adhérence de ses molécules entre 
elles ou contre l'intérieur du tube ; dès que son ex- 
trémité F est un peu au«dessous ou au-dessus de son 
extrémité E, l'excès de la pression atmosphériqne 
sur la pression du liquide, est pins grand ou pins 
petit au point £ qu'au point F, et le liquide s'écoute 
par la branche BC ou par la branche BA du siphon. 
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Daus Puiage ordiBAÎro de ce tubo renversé , la 
branche la plus courte BA est plongée dans un 
vase H, contenant un liquide qui s^élèYe jusqu'au 
point D du tube; on fait le iride , en aspirant Pair 
que ce tube renferme ; le liquide s'ëtève au*dessus 
de son niveau primitif , jusqu'à eo qu'il ait atteint 
le sommet B du tube; il descend ensuite jusqu'au 
point C , puis il s^écoule par cette eitrëmité du 
tube. L'écoulement s^arrèterait, lorsque le pointD, 
en s'abaissant dans la branche BA, se trouverait 
au-dessous du point G ; ce qui ne peut arriver , 
puisqu^on suppose que AB est la plus courte des 
deux branches du tube. 

La fr»êê$ hydrauiiquê, dont l'invention est at- 
tribuée à Pascal , consiste en une caisse prisma- 
tique et verticale H (6g. 128) , ouverte k sa partie 
supérieure, et remplie d'eau jusqu'en AB. Un cou- 
vercle placé sur AB, ferme exactement b caisse, 
et peut cependant glisser le long de ses parois. 
Au-dessous de AB se trouve une ouverture C , à 
laquelle on adapte un tube coudé CDE , dont la 
branche verticale DE est ouverte à sa partie supé- 
rieure £. L'eau de la caisse s'écoule par l'orifice C ; 
et, à cause du couvercle posé sur AB, ce liquide 
s'élève , dans le tube DE , jusqu'au point F , situé 
au-dessus du prolongement de cette section hori- 
tontale AB. Cela étant , si l'on ajoute ou poids du 
couvercle un nouveau poids X, le liquide s^abaissera 
en A'B' dans la caisse H , et s*életera en F ' dans le 
tube DE. Par cette addition de X , la pression rap- 
portée à Tunité de surface sera plus grande en A'B' 

X 

qu'en AB, de la quantité — , en désignant par h 



l'aire de la section horisontale de H ; en même 
temps , la pression , aussi rapportée à l'unité de 
surface, et due au poids de l'eau contenue dans le 
tube vertical DE , augmentera d'une quantité fgs 
en désignant par f la densité du liquide , et par # 
l'élévation du point F' au-dessus du point F. Pour 
que l'équilibre subsiste, il faudra donc qu'oa oit 

X = f9hSy 

équation qui fera connaître le poids X d'après l'ob- 
servation de s. On a soin que b soit une très 
grande surface , afin que des élévations peu consi- 
dérables de l'eau dans le tube vertical , puissent 
répondre à de très grandes charges du couvercle 
mobile, et servir à les mesarer. La section hori- 
sontale du tube est très petite par rapport à 6, et 
il en résulta que les abaissemens du couvercle 
dans la caisse H sont très petits, par rapport aux 
élévations du liquide dans le tube ; car si l'on ap- 
pelle 3f la distance comprise entre AB et A'B', et 
la section horisontale dn tube , on aura 6y :=edr , 
puisque le volume total de l'eau doit être invaria- 
ble. Le tube DE pourrait, au reste , n'être ni ver- 
tical, ni cylindrique; et la formule précédente 
donnerait toujours la valeur de X , pourvu que s 



fût la distance comprise entre les deux niveaux du 
liquide en F et en F'. 

Un hortmèire est, en général , un tube ABC 
(fig. 129) , dont les deux branches BA et BC sont 
verticales, et qui est fermé à l'extrémité A de BA , 
et ouvert à l'estrémité G de BG. On fait exactement 
le vide dans ce tube , puis on y verse du mercure , 
qui s'élève jusqu'en D dans la branche AB,et& 
une moindre hauteur, jusqu'en E, dans la branche 
ouverte CB. Si l'on mène par le point E un plan 
horixontal qui coupe en F la brandie AB, le mer- 
cure situé au-dessous de ce plan sera de lui-même 
en équilibre ; et , pour que cet élat subsiste, il 
faudra que les pressions rapportées à l'unité de 
surface, qui sont exercées en F par le mercure FD, 
et en F par l'atmosphère, soient égales entre elles. 
D'après cela , j'appelle m la pression atmosphé- 
rique, je désigne par m la densité du mercure , et 
par k la hauteur verticale du point D au-dessus du 
point E , c'est^-dire , la différence des niveaux D 
et F du fluide dans les deux branches du baromè- 
tre ; la pression du mercure au point F aura pour 
valeur le produit M^li , et l'on aura, conséquem- 
ment, 

myh = «. 

L'équilibre dn mercure ne sera pas troublé , si 
l'on imagine que la branche BC se prolonge verti- 
calement jusqu'à l'extrémité de l'atmosphère ; par 
conséquent, la pression atmosphérique «, qui 
fait équilibre à celle du i^eroure, n'est autre chose 
que le poids de l'air contenu dans un cylindre ver- 
tical ayant pour base l'unité de surface , et s'éten- 
dent indéfiniment dans l'otmosphêre : il dépend 
du déoroissement de la pesanteur, à mesure que 
l'on s'élève au-dessus de la surface de la terre , de 
la densité et de la température des couches d'air , 
et des quantités de vapeur d'eau qu'elles peuvent 
contenir. Ce poids pouvant varier dans un même 
lieu de la terre , la hauteur barométrique h varie 
aussi ; elle change encore de grandeur , à raison 
des vents verticaux , qui rendent la pression atmo- 
sphérique plus grande ou plus petite qu'elle ne 
serait dans l'état de repos de l'air : à Paris , la va- 
leur la plus commune de h est Om; 76. 

Si l'on remplaçait le mercure par un autre li- 
quide dans le baromètre, la hauteur k changerait 
en raison inverse de la densité de ce liquide, com- 
parée à celle du mercure , en supposant toujours 
qu'il y ait un vide sensiblement parfait, an-dessus 
du niveau D , dans la branche fermée dit baromè- 
tre. Pour l'eau , cette élévation h est d'environ 
lO», 4; et o' est aussi la plus grande hauteur à 
laquelle l'eau puisse s'élever dans une pompe , au- 
dessus de son niveau extérieur. Quand il existe une 
couche d'air entre la surface du liquide et le pw- 
tOH, cet air se dilate; il exerce sur le liquide inté- 
rieur une pression moindre que celle de l'atmo- 
sphère, mats qui diminue l'élévation de l'eau, et la 
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rédott à une grandeur que nous dclenuinerons 
dans un autre chapitre. 

000. lîout allons maintenant noua occuper du 
calcul des pressions exercées par les liquides pe- 
sans sur les parois inclinées on courbes des vases 
qui les coatiennent , et snr les surfaces des corps 
solides qui y sont plongés. 

La pression exercée par un« liquide homogène 
sur une paroi plane inclinée, est égale au poids 
d^un prisme de ce liquide qui aurait pour base 
cette paroi , et pour hauteur la distance de son 
centre de gravité au niveau du liquide. En effet, 
soient m un élément de cette paroi, et s sa distance 
au niveau du liquide ; la pression sur cet élé- 
ment sera p^ ou f^s», en mettant pour j» sa valeur 
précédente (no 606); et comme les pressions snr 
tous les élémens sont perpendiculaires à la paroi 
plane , la résultante de ces forces parallèles aura 
pour valeur le produit de f^ et de Tintégrale de «», 
étendue à la paroi entière. Or, cette intégrale est 
égale à 6s,, en appelant & Taire de la paroi , ets^ 
la distance de sou centre de gravité au niveau du 
liquide; la valeur de la pression sur le plan indiné 
sera donc f^is,, conformément à Ténoncé du 
théorème. 

Dons le cas de plusieurs liquides superposés 
dans le vase, on déterminera séparément les pres- 
sions exercées on transmises sur la paroi inclinée, 
par chacun de ces liquides ; et leur somme sera la 
pression totale que cette surface plane aura k sup- 
porter. La pression m de Tatmosphère augmentera 
cette pression totale d'une quantité égale à hm. 

Tous les points de la base horisontale du vase 
éprouvant des pressions égales , la résultante de 
ces forces parallèles passe par le centre de gravité 
de cette base; mais , dans le cas d^une paroi incli- 
née , les élémens inférieurs éprouveront des pres- 
sions plus grandes que celles des élémens supé« 
rieurs ; et le point où la résultante totale vient 
percer la paroi, qu'on peut appeler le eetUrê dêffêê' 
êûm, sera toujours plus bas que le centre de gra- 
vité de cette même surface. Quand une paroi plane, 
plongée dans un liquide homogène , tourne autour 
de son centre de grevité, la pression qu'elle 
éprouve ne change pas de grandeur, mais le point 
d'application de cette force normale et constante 
change de position sur cette surface. 

601. Pour donner un exemple d^ la détermina- 
tion du centre de pression , supposons que la paroi 
plane soit un trapèxe ABCD (fig. 130) , dont les 
deux b^ses AB et CD sont horixontales. Si nous 
partoflèons cette surface en élémens parallèles & 
ces bases et d'une hauteur infiniment petite, cha- 
cun de ces élémens éprouvera la même pression 
dans toute sa longueur, et son centre de pression 
sera situé à son milieu ; or , si l'on prolonge les 
côt^s AC et BD du trapèie, jusqu'en leur point de 
rencontre &, et qu'on mène la droite KH, qui va 
de ce point au milieu H de AB, cette droite passera 
aussi par le milieu G de CD , et par les milieux de 



touè les élémens du trapèxe; elle renfermera donc 
le centre de pression demaiidé ; et il ne s'agîra que 
de déterminer la distance de ce point à AB. 

Soient «' cette distance , # celle d'un élémeot 
quelconque à la même base AB , « la longveur MH 
de cet élément , s sa distance an niveau du fluide , 
h la hauteur du trapèse. L'aire de cet élément et 
la pression qu'il éprouve seront «d» et fg%mdg ; le 

pression totale aura pour valeur / fg^mém ; et 

d'après la théorie des momens des forces parallè- 
les, on aura 

/** /•* 

Soit aussi e la distance de AB an niveau du li- 
quide ; appelons « l'angle compris entre le plan 
Vertical , qui va de cette droite au niveau du li- 
quide, et le prolongement du plan du trapèse; on 
aura 

M = '{' s cos «; 

et si l'on substitue cette valeur de s dans l'équa- 
tion précédente, et qu'on supprime le facteur yf 
constant et commun à ses deux membres, il en 
résultera 

s' le I mi» -^ cos « . / swia\ 

= c / seddr -}- cos « . / «• wix. 

Je désignerai par a et è les longueurs des deux 
bases AB et CD , et par k la perpendiculaire abais- 
sée du point K. sur CD ou 6. La perpendiculaire 
abaissée du même point sur ABou a sera 'k^'kyfX 
sur MN ou «, elle sera )k 4" ^ ~~ ' » ®^ c^> droites 
a, 6, «, étant parallèles , on aura 

Je tire la valeur de )k , de la seconde proportion , 
puis je la substitue dans la première ; ce qui donne 



\ = 



hh 



a — è 



db^(a^è)e 
••= Â 



En mettant cette valeur de % dans l'équation pré- 
cédente , et effectuant les intégrations, on en dé- 
duit 

, _ 2Ac (a -I- 2è) + A> (a -f 'A) cos « 
* "~ 6c (c + 5) + 8* (c + 26) cos « * 

Far conséquent , si l'on mène à cette distaace y, 
une parallèle EF à la droite AB , le point P, où eUe 
coupera la ligne GH, qui va du milieu de ABà celui 
de CD, sera le centre de pression du trapèse. 

La figure 130 suppose que k bei^ supérieure AB 
soit la plus grande ; si le contraire avait lien , il est 
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aisé de Toir qu^U sufiiTsit île remplacer Tangle « 
par son supplément , ou de changer le signe de 
coa », dans cette formule. 

Dons le cas de « = 90^, la paroi est horixontale, 
et la formule se réduit à 



-.» 



fc (a + ?6) 



ce qui coïncide, cffectiTement, avec la distance du 
centre de gravité du trapèze h sa base a. 

Quel que soit Tangle «, si cette base est à fieur 
d^eau, on a c =: 0, et la valeur générale de s' de- 
vient 

, ^ hja + ^b) 

* ii{a + b) ' 

de sorte qu^elle est , dans ce cas, indépendante de 
Tinclinaison de la paroi. Le trapèze se changera en 
un parallélogramme , quand on suppose 6 =a) et 
Ton a alors 

Il se change en un triangle dans les deux cas de 
5 = et a = ; pour lesquels on aura 



= ifc, 



4 



Dans le premier cas, c^estla base du triangle qui 
est à fleur d'eau, et jr' est la distance du centre de 
pression à cette base ; dans le second cas , s' est la 
distance au sommet qui se trouve à la surface du 
liquide. 

602. Sur une portion de surface courbe, les pres- 
sions se détermiperont en décomposant d^abord la 
pression normale a chaque élément, en trois forces 
parallèles aux axes des coordonnées , et calculant 
ensuite par des intégrales doubles, les composantes 
totales suivant ces trois directions, lesquelles com- 
posantes se réduiront au moins à deux forces, qui 
pourront, le plus souvent , n'être pas réductibles à 
une seule (n» 264). Hais quand il s'agira des pres- 
sions exercées sur la surface entière d'un corps 
plongé dans un fluide , la réduction h une seule 
force aura toujours lieu, et cette résultante unique 
sera verticale, ainsi qu'on va le voir. 

Soit AMB (fig. 131] le corps dont il est question ; 
désignons par « , y, s , les coordonnées rectangu- 
laires du point quelconque M de sa surface, et pre- 
nons le niveau du fluide pour le plan des s et y, et 
l'axe des z vertical et dirigé dans le sens de la pe- 
santeur. Appelons « l'élément diflérentielde la sur* 
face, et p la pression rapportée 1 l'unité de surface, 
qui répondent au point M , de sorte que pu soit la 
pression exercée sur cet élément, et dirigée suivant 
la normale intérieure UN. La valeur de p sera la 
même pour tons les points qui sont à la même dis* 
tance s du niveau du liquide , soit que ce fluide 
stagnant soit homogène , ou qu'il soit seulement 
composé de couches horisontales dont la densité ne 
varie que d'une couche k une autre. Soient encore 



«, Ç, >., les angles qne fait la normale HN avec des 
parallèles aux axes desc, y, js, menées par le 
point M dans l'intérieur du corps. Enfin, projetons « 
sur les trois plans des coordonnées , et désignons 
les projections de cet élément, para sur le plan 
des y et jb , par 6 sur cehii des s et ar, et par c sur 
celui des s et y. En observant que «, C, ^, sont aussi 
les inclinaisons du plan tangent en H sur ces trois 
plans, nous aurons {o9 10) 

n = if cos a, 6c=cos«C, c = u cos y ^ 

et si l'on multiplie ces équations par ;>, il en résul- 
tera 



pa=pmCOSa, fl& = f»COSC, pc=:pmCOSy\ 

ce qui montre que les produits joa, j95, pc, sont les 
composantes parallèles aux axes des ir , y, a , de la 
pression normale ^ « ; en sorte que la composante 
perpendiculaire à chaque plan des coordonnées, et, 
généralement à un plan quelconque , se déduit de 
f>« , en y remplaçant l'élément m par sa projection 
sur ce plan. 

Cela posé , le corps AMB étant terminé de toutes 
parts, il y a, au moins, un second élément de so 
surface qui a la même projection sur chaque plan 
donné, que Pélément ». Ainsi, en abaissant du 
point M , une perpendiculaire HP sur le plan des y 
et x, cette perpendiculaire, ou son prolongement , 
rencontrera la surface du corps en un point H', et 
la projection de l'élément #' qui répond à ce point, 
sera égale à o sur ce plan , comme celle de «. Les 
deux élémens étant situés k la même distance du 
niveau du liquide, éprouveront les pressions nor- 
males p^ et ptt\ qui seront entre elles comme lea 
aires m et «', dont le rapport peut avoir une gran- 
deur quelconque. Mais leurs composantes parallè- 
les à l'axe des s^ auront une valeur commune |ia, 
et les forces pw et p»' agissant suivant les normales 
intérieures HN et H'IV', ces composantes égales 
agiront évidemment en sens contraire Tune de 
Tantre , savoir, de H vers H' au point H , et de M' 
vers M au point M'. Par conséquent la composante 
parallêloà l'axe des s , delà pression exercée sur », 
sera détruite par la composante suivant la même 
direction , de la pression exercée sur un antre élé- 
ment «'. On verra de même que la composante 
de ptùy parallèle à Taxe des y, sera aussi détruite 
par la composante suivant cette direction , de la 
pression relative à un troisième élément , lequel ré- 
pondra au point où la perpendiculaire abaissée du 
point M sur le plan des x et s, rencontrera une se- 
conde fois la surface du corps. Or, on conclut de là 
que ces composantes horizontales des pressions 
exercées sur les élémens de la surface du corps 
plongé , se détruisent dans chacune des sections 
horizontales et infiniment minces, et, conséquem 
ment, sur sa surface entière. Il s'ensuit donc aussi 
que toutes ces pressions se réduisent à une seule 
force, qui est la résultante de leurs composantes 
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▼erticales, et qui provient delà prépondérance de 
valeur dep dans la partie inférieure du corps. 

S'ip résultait d^une pression exercée & la surface 
du liquide , sa valeur serait constante dans toute 
l'étendue de la surface AHB ; et les composantes 
des'pressions se détruiraient deux à deux , dans le 
sens vertical aussi bien que suivant les directions 
horitontales. Quelle que soit la forme d^un corps 
solide ou fluide, une pression constante et normale, 
exercée en tous les .points de sa surface , ne peut 
donc produire ni un mouvement de translation, 
ni un mouvement de rotation, comme nous l'avons 
dit précédemment (no 686). 

603. Pour déterminer la résultante des pressions 
verticales exercées sur iUKB , j'abaisse du point 
quelconque fS. une perpendiculaire sur le plan ho- 
rizontal des s et y, qui rencontre en M, cette sur- 
face AMB. Les élémens # et »,, qui répondent aux 
points M et M,, auront une même projection c sur 
ce plan ; mais les pressions rapportées à Tunité de 
surface y seront différentes ; et si on les désigne 
par p et p^, le filet du corps que terminent ces deux 
élémens , et dont la longueur est MIH , sera poussé 
verticalement de bas en haut par une force pe— ^,c. 
Je suppose, pour plus de simplicité, que le liquide 
dans lequel le corps est plongé soit homogène) je 
représente par p sa densité , et par / la longueur de 
lllffj, on aura p — pprpjf/, et la pression verticale ^gk 
sera le poids du volume io du liquide, c'est-ii-dire, 
4e poids du volume du liquide dont ce filet du corps 
occupe la place. En décomposant le corps en filets 
verticaux et infiniment minces , chacun de ces fi- 
lets sera poussé de bas en haut par une sembla- 
ble force; d'où Ton conclut que la résultante de 
toutes les pressions verticales ne différera du poids 
des filets fluides remplacés par ceux du corps 
plongé, que par le sens de son action; en sorte 
qu'elle sera égale au poids total du volume du fluide 
que déplace ce corps solide, et appliquée eu sens 
contraire de la pesanteur, au centre de gravité de 
ce volume; lequel centre de gravité se confondra 
avec celui du corps même , lorsque celui-ci sera 
homogène. 

Si le corps n'était pas entièrement plongé dans 
le liquide, on pourrait, dans le calcul de la pression 
qu'il éprouve , faire abstraction de sa partie située 
au-dessus du niveau du liquide; le point M, appar- 
tiendrait olors & la section du corps faite par le 
prolongement du plan de ce niveau ; et , en pre- 
nant Pj = , ce cas rentrerait dans le précédent. 
La résultante des pressions verticales, qui sera 
toujours celle de tontes les pressions , aura alors 
pour valeur le poids du volume du liquide déplacé 
parla partie plongée du corps flottant, et pourpoint 
d'application le centre de gravité de ce même vo- 
lume. 

604. Ces résultats ont encore lieu, lorsque le li- 
quide est cnniposé de couches horitontales. Ou y 
parvient aussi par une considération indirecte, 
qu'il est bon d'indiquer. 



L'équilibre ayant Heu dans ce liquide , il ne sem 
pastroublé si l'on solidifie une partie quelconque 
du liquide, de sorte que cette partie devienne un 
corps plongé ou flottant. Or, pour que les pressions 
normales exercées sur la surface de ce corps par le 
liquide environnant, 'fassent équilibre au poids de 
celte partie solide, il faudra qu'elles se réduisent 
à une seule force égale et directement contraire i 
son poids. D'ailleurs, si l'on remplace la partie soli- 
difiée du liquide par un autre corps qui ait exacte- 
ment la même surface , il est évident que rien ne 
sera changé aux pressions du fluide* environnant; 
par conséquent , les pressions exercées sur la sur- 
face d'un corps plongé en tout ou en partie dans un 
liquide stagnant, homogène ou hétérogène, se ré- 
duisent toujours à une force unique, égale au poids 
total des couches horizontales du liquide, dontee 
corps occupe la place , et appliquée, en sens con- 
traire de la pesanteur, au centre de gravité de ces 
mêmes couches. 

On conclut de là que, pour l'équilibre d'un corps 
entièrement plongé dans un liquide , il faut que sj 
densité moyenne soit égale à celle du liquide dont 
il occupe la place, et que son centre de gravité, et 
celui de cette portion de liquide , soient situés sur 
une même verticale. La seconde condition est tou- 
jours remplie, quand le corps est homogène , ainsi 
que le liquide. Quant aux corps qui ne sont immer- 
gés qu'en partie, et qui flottent à la surface du li- 
quide , nous examinerons les conditions de leur 
équilibre dans le chapitre snivant. 

605. Ordinairement, on énonce le principe de 
l'Hydrostatique qu'on vient de démontrer, en di- 
sant qu'nn corps plongé dans un liquide , y perd 
une partie de son poids , égale au poids du fluide 
qu'il déplace (n^" 191). 

II en résulte que pour avoir le véritable poids 
d'un corps , il doit être pesé dans le vide. Deux 
corps pesés dans fair, dans l'eau , ou dans tout au- 
tre fluide , et qui se font équilibre au moyen d'une 
balance exacte, ont des poids réellement diBTéreos, 
à moins que leurs volumes ne soient équivalens. 
Le poids le plus grand est celui du corps qui a le 
pins grand volume , puisque ayant éprouvé une 
plus grande perte dans le fluide , il y fait encore 
équilibre à l'autre. 

Si un même corps est pesé successivement dans 
le vide et dans l'eau, et que P soit son poids dans 
le vide , et P' son poids dans l'eau , P et P — P* se- 
ront les poids absolus de ce corps et de l'eau sous 
un même volume; ils sont donc entre eux coname 
les densités de ces deux substances (n» 60). Par 
conséquent, si l'on prend pour unité la densité de 
Peau , et qu'on appelle D celle du corps , on aura 

P 
D = 



P — i' 

C'est d'après cette formule qu'on détermine les 
densités des corps qui peuvent èlro pesés dans 
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Veau , tans s'y dissoudre , au moyen de la balance 
hydrostatique. 

606. La démonstration du n» 602 s'applique éga- 
lement aux parois latérales d'un vase qui contient 
un liquide; et Ton en conclura que les composantes 
horizontales des pressions exercées de dedans en 
dehors , sur toute la surface intérieure du vase, se 
détruisent deux à deux ; en sorte que si le fond du 
vase est posé sur un plan fixe et horitontal, l'action 
des fluides qu'il contient ne pourra pas le mettre 
en mouvement; ce qui résulte aussi du principe de 
la conservation du mouvement du centre de gra- 
vité (no 564). Hais si l'on fait une ouverture à l'une 
des parois latérales, au-dessous du niveau du li- 
quide, celui-ci s'iSooulera par cetorifiee; et la pres- 
sion n'ayant plus lieu sur la partie de la paroi qu'on 
a enlevée, celle qui est exercée à la partie opp^osée 
du vase ne sera plus détruite; par conséquent, ce 
vase sera mis en mouvement en sens contraire de 
Técoulement du fluide. Ce principe est celui des 
diff'érentes sortes de machines à réaction , et sur 
lequel estfondé le moyen proposé par D. Bernouilli, 
pour mouvoir les bateaux sans le secours des rames 
et du vent. 

On verra aussi , par le même raisonnement, que 
dans le no 603, que la pression totale exercée sur 
le fond du vase et sur ses parois latérales , est tou- 
jours égale au poids du fluide qu'il contient , et 
appliquée , dans le sens de la pesanteur, au centre 
de gravité de ce fluide. Chaque filet vertical du 
fluide, qui va, sans interruption, de son niveau à 



un point quelconque do vase, exerce sur ce point 
une pression normale, dont la composante est 
égale au poids de ce même filet. Celui qui rencon- 
tre en deux points la surface intérieure du vase , 
comprenant le fond et les parois latérales , exerce 
en ces deux points des pressions dont les compo- 
santes verticales sont dirigées en sens contraire 
l'une de l'autre. La composante qui répond au 
point inférieur, est dirigée dans le sens de la pe- 
santeur, et l'emporte sur l'autre d'une quantité 
égale au poids de ce filet; et, de cette manière, la 
résultante des pressions verticales de tous ces filets 
fluides, n'est autre chose que le poids même du 
fluide en question. 

Il faut distinguer cette pression de celle qui a 
lieu seulement sur le fond du vase (n® 506), et qui 
n'est égale au poids du fluide que quand le vase 
est un cylindre ou un prisme droit. Elle est moin- 
dre que ce poids , lorsque le vase s'élargit en allant 
du fond à sa partie supérieure, parce que les filets 
verticaux du fluide , qui partent de son niveau, et 
sont interceptés par les parois latérales, ne pressent 
pas sur le fond du vase ; elle est , au contraire, plus 
grande que le poids du liquide, quand le vase va 
en se rétrécissant , parce que les filets verticaux 
qui partent du fond du. vase, et sont interceptés 
par les parois latérales, exercent néanmoins la 
même pression iterticale sur le fond du vase , que 
s'ils s'étendaient iusqu'au niveau du liquide; ce 
qui manque au poids de chacun de ces filets in- 
complets, étant remplacé par la résistance de la 
paroi à laquelle ils viennent aboutir. 
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DB L EQUILIBRE ET DU MOUVEMENT. DES CORPS FLOTTAIÎS. 



607. Pour qu'un corps pesant puisse se tenir en 
équilibre à la surface d'un liquide stagnant, il est 
nécessaire que son poids soit moindre que celui 
d'un volume de ce fluide égal au sien ; toutefois , 
il y a des cas où il se forme autour d'un corps 
flottant un espace vide de peu d'étendue, qui doit 
être ajoutée son volume, et qui diminue, consé- 
quemment , sa densité moyenne; de sorte que des 
corps d'un petit volume peuvent surnager y quoi- 



que leur densité propre surpasse celle du liquide. 
Nous ferons abstraction de cette circonstance, 
qui se rapporte à la théorie des phénomènes ca- 
pillaires, dont il ne sera pas question dans ce 
Traité (no 589). 

La densité du corps solide, s'il est homogène, 
ou sa densité moyenne, s'il ne l'est pas, éUnt 
moindre que celle du liquide , le corps s'enfonce 
dans le fluide, jusqu'à ce que le poids du liquide 
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qy^t déplace soit devena égal à son poids entier ; 
et quand cette égalité a lieu, le corps reste en 
équilibre, si son centre de gravité et celui du fluide 
déplacé sont situés sur une même verticale ^ car 
la pression du liquide qui doit faire équilibre au 
poids du corps , est égale au poids du liquide dé- 
placé, et appliquée à son centre de gravité, en sens 
contraire de la pesanteur (n» 603). 

Si le corps flottant est homogène , aussi bien 
que le liquide, le centre de gravité du liquide 
déplacé coïncide avec celui de la portion immergée 
du corps. Dans Tétat d^équilibre, le volume de 
cette partie du corps est à «elui du corps entier , 
comme la densité du corps est à celle du liquide ; 
et la détermination des positions d^équilibre d'un 
corps flottant se réduit à un problème de géomé- 
trie , dont voici Ténoncé. Couper un corps par un 
plan , de manière que le volume d^un segment soit 
à celui du corps , dans un rapport donné , et que 
les centres de gravité du segment et du corps se 
trouvent sur une même perpendiculaire au plan 
coupant. Quand on a déterminé une section du 
corps qui satisfait à ces deux conditions , on la 
place an niveau du liquide, de manière que le 
segment dont on a considéré le volume , soit situé 
au 'dessous , et Ton a une des positions d'équilibre 
du corps flottant. 

Dans chaque cas particulier , on exprimera ces 
deux conditions par des équations , dont la solu- 
tion complète fera connaître toutes les positions 
d'équilibre de ce corps. Quelquefois leur nombre 
sera infini , comme dans le cas des solides de ré- 
volution dont l'axe est horizontal ; d'autres fois , 
ce nombre sera fini et déterminé; mais il serait 
difficile de démontrer , â priori, qu'il y a toujoura 
une position d'équilibre, quelle que soit la forme 
du corps. 

608. Je choisirai , pour exemple du problème 
qu'on vient d'énoncer, le cas d'un prisme droit et 
triangulaire, dont les arêtes sont horixontales. Le 
plan coupant leur sera évidemment parallèle ; de 
plus , sa direction sera indépendante de la distance 
comprise entre les deux bases. On pourra donc 
faire abstraction de la longueur du prisme, et 
déterminer seulement Tintersection du plan cou- 
pant et de l'une des deux bases ; de sorte que le 
problème se rapportera à la géométrie plane ; ce 
qui aurait lieu également dans le cas d'un prisme 
ou d'un cylindre horizontal à base quelconque. 

Soit ABC (iig. 132) l'une des bases du prisme 
donné. Il peut arriver que deux sommets de ce 
triangle soient plongés dans lé liquide , ou qu'il 
n'y en ait qu'un seul au-dessus du niveau. J'exa- 
minerai d'abord le cas d'un seul sommet immergé^ 
en verra ensuite comment l'autre cas se ramène à 
celui-là. Soient donc G ce sommet immergé , et 
HN l'intersectton du plan coupant et de la base 
ABC , qu'il s'agit de déterminer , et qui représen- 
tera le niveau du liquide. J'appellerai a, (, c, les 
côtés donnés de ce triangle ABC , qui sont res- 



pectivement opposés aux angles A , B, C ; et je dé- 
signerai par s et y les côtés inconnus CM et GN du 
triangle INC ; de sorte qu'on ait 

BC =a, AC = i, AB = c, CB = *, CW = y. 

L'aire d'un triangle quelconque est égale au 
produit de deux de ses côtés et du sinus de l'angla 
compris ; on aura donc 

ABC = - oa sin C, ANC = ^ sy sin C. 

Le prisme entier et le prisme plongé dans le liquide 
sont entre eux comme leurs bases ABC et SUC 9 on 
doit donc avoir 



MNC : ABC 



• • 



li 



r étant une quantité plus petite que l'unité, qui re- 
présente le rapport de la densité du corps flottant 
à celle du liquide. En mettant pour ABC et HNC 
leurs valeurs précédentes , cette proportion donne 

sy = ràb, (l) 

naintenant, soit D le milieu de la base AB; 
menons la droite CD , et prenons sur cette ligne 
DG = - DC ; le point G sera le centre de gravité 
du triangle ABC. De même, £ éUnt le milieo de 
HN , si l'on prend sur CE une partie EF = j CE , 

le point Y sera le centre de gravité de fflUC. La 
droite GF devra donc être perpendiculaire à HH j 
mais , à cause que les lignes CD et CE sont coupées 
en parties proportionnelles aux points G et F , les 
droites DE et GF sont parallèles \ par conséquent , 
la droite DE, qui joint les milieux des deux bases 
AB et MN , est aussi perpendiculaire à HN ; et il en 
résulte que les deux obliques DM et DR sont 
égales. 

Réciproquement si l'on a DM = DU , la droite 
DE sera perpendiculaire à Mlf , ainsi que sa paral- 
lèle GF; donc, pour que la droite qui joint les deux 
centres de gravité G et F soit perpendiculaire à 
l'intersection MU, il est nécessaire et il suffit que 
les valeurs de DM et DN soient égales. 

Cela étant, faisons CD = fc , et désignons par « 
et C les deux parties DCA et DCB de l'angle ACB. 
En considérant lea deux triangles DCM et DCN » 
nous aurons 

DM =r A* 4- «* — 2ks cos « , 
DN = h^ + y* — 2hy cos C ; 
et en égalant ces deux valeurs , il en résultera 
X* — 2hx cos « = y* — Zhy cos C. (2) 

Les équations (1) et (2) sont celles qui devront 
servir à déterminer « et y. Par l'élimination de y , 
on en déduit 

x4 — 2/U-3 cosa+2hrabxcos^—r* a* 5* =0.(3) 
On tirera donc la valeur dt x de cette équation du 
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roi 
qutttnème degré; et Ton aura y =— - pour la Ta- 

X 

leur correspondante de y. 

L*équation (3) étant d^un degré pair , et ayant 
son dernier terme négatif, il s^ensuit qn^elle a une 
racine positive et une négative. Les deux autres 
racines peuvent être réelles ou imaginaires. Si 
elles sont réelles , la règle de Descarte^ fait voir 
que Téquation (3) aura trois racines positives , et 
une racine négative ; car en considérant les signes 
de ses termes , et soit qu'on donne le signe 4' ou 
le signe — au troisième terme , qu^on y peut com- 
prendre avec un coefficient nul, on trouve toujours 
trois variations et une permanence. Le» inconnues 
xety, qui sont les côtés du triangle MNG, ne 
pouvant être que des quantités positives, respec- 
tivement moindres que les côtés CA et GB du trian- 
gle ABC , on rejettera donc , comme étrangères à 
la question , la racine négative de Téquation (3), 
les valeurs de s plus grandes que a, et celles qui 
donneraient une valeur de y plus grande que 6. 
Ainsi , il y aura , au plus , trois positions d^équili- 
bre pour lesquelles le sommet G est seul plongé 
dans le liquide. 

609. Si Ton suppose ce sommet hors du fluide , 
et les deux points A et B au-dessous du i\iveau UN, 



le problème sera le même que dan» le cas précé- 
dent, avec cette seule différence que la quantité r 
devra être remplacée par l — rdans les équations 
(1) et (3). En effet, le triangle ABC, et ses deux 
parties HNC et MNBA , ayant leurs centres de gra- 
vité sur uue même droite , et ceux de ABC et de 
la seconde partie devant être situés sur une per* 
pendiculaire à UN, il faudra toujours que les 
triangles ABC et MMC aient aussi leurs centres de 
gravité sur cette perpendiculaire; en sorte que 
Ton aura d'abord, sans aucun changement, Téqua- 
tion (2) , qui exprime cette condition. D'ailleurs,, 
la proportion 



fflNBA : ABC 



1, 



qui doit avoir lieu maintenant ^ peut être changée 
eu celle-ci : 

MNC : ABC : : 1 — r : 1 ; 

ce qui change aussi Téquation (1) en cette autre : 

sy := {\ — r) ab. 

En s^en servant pour éliminer y de Téquation (2) , 
on retrouvera Téquation (3) , dans laquelle le rap- 
port r sera remplacé par l — r, c'est-à-dire, que 
Ton aura 



ar4 — 2&j5 cos a + 2h {l ^ r) ahx cos C — (1 — r)* o» fi« = 0. (4) 



En raisonnant comme précédemment , on con- 
clura de cette équation , qu'il y a au plus trois po- 
sitions d'équilibre , pour lesquelles les deux som- 
mets A et E du solide sont plongés dans le fluide. 

Si l'on considère successivement les trois som- 
mets A , B , G , et si l'on examine , pour chaque 
sommet, les cas où il est seul plongé dans le fluide 
et seul hors du fluide , on déterminera toutes les 
positions horisontales d'équilibre du prisme donné; 
et il résulte de ce qui précède , que ce nombre ne 
pourra jamais être plus grand que dix-huit. 

610. Lorsque le triangle ABC est isoscéle, on 
peut se passer de l'équation (3) ou (4] , et résoudre 
directement les équations en ir et y. Je suppose 
qu'on ait 5 = a , les triangles CAD et CBD seront 
rectangles et égaux ; on aura 

C = • , II* = a* — - «» , a cos « = A ; 

et les équations (1) et (2) deviendront 

(4a»— c») ^ 

xy = rat , yi _ j.. ..i — _ (y— «) = 0. (6) 

«a 

On y satisfait d'abord , en prenant 

a? = y = a \/7\ 

valeurs qui sont admissibles , à cause de r < 1 et 

o K r < a. n en résulte une première position 
d'équilibre , dans laquelle le triangle MNG est isos- 
céle , et oà la base AB du trkngle ABC sera paral- 



lèle à UN ou horizontale. En changeant r en 1 — r, 
on aura une seconde position , où le point G sera 
situé hors du liquide, et la base AB toujours hori- 
zontale. Mais il peut aussi exister d'autres posi- 
tions d'équilibre , pour lesquelles cette base sera 
inclinée. 

En effet , si l'on supprime le facteur y — jt de 
la seconde équation (5) , il vient 



y + » = 



4o« — c* 
20 



Celle-ci et la première équation (6) donnant la 
somme et le produit de deux inconnues 4r et y , il 
s'ensuit que ces quantités seront les deux racines 
d'une même équation du second degré , lesquelles 
racines auront pour expression 



— Ua» — c» ± J/(4a« — c»)« — 16ra4]. 
4a 

On prendra successivement chacune d'elles poar x 
et l'autre pour y; et quand elles seront toutes deux 
réelles et moindres que a, il en résultera deux 
nouvelles positions d'équilibre, dans lesquelles la 
base AB sera située hors du liquide. En mettant 
1 — >r au lieu de r , et supposant toujours les ra- 
cines réelles plus petites que a , on aura deux au- 
tres positions où cette base sera immergée. 

Lorsque les deux racines qu'on vient d'écrire 
sont égales, la base AB est horizontale, et cos nou- 
velles positions d'équilibre doivent rentrer dans lc& 
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précédentes; et, effectivement, on a alors 4a> — 

c> = 4a* l/r^cc qui donne y = op = a J/r. 

611. Dans le cas du Iriongle éqnilatëral, on fera 
o = a^ dans les formules précédentes. Les valeurs 
égales de f et y ne seront pas changées ; leurs va- 
leurs inégales deviendront 



- (3 ± t/U-ier), 

4 

dans le cas d^ln seul sommet immergé, et 



-(^ ± l/lOr- 7), 

4 

dans le- cas. d^uD seul sommet hors du liquide. Il 
s^agira donc de savoir quelle doit être la fraction r, 
pour que ces valeurs soient réelles et moindres 
que a. 

Or, si Ton a r < ^et > ^ , la première formule 

sera réelle, et ses deux valeurs seront moindres que 
a ; hors de ces limites, cette formule sera imagi- 
naire, ou bien une de ses valeurs surpassera a; et 
de même, pour que les valeurs de la seconde for- 
mule soient réelles et plus petites que a, il est né- 

cessaire et il suffît que Ton ait r <— et > -^. On 

voit donc que depuis r = ^jusqu'à r. = — , la pre- 
mière formule sera seule admissible ; que ce sera, 
au contraire , la seconde qui sera seule admissible 

depuis r = «j- jusqu'à »*=-j^i et que pour »" > -^ 

m 

OU r < '^, les deux formules devront être rejetées. 

Comme tout est semblable par rapport aux trois 
sommets du triangle équilatéral,.le nombre des po« 
sitions d^équilibre sera toujours un multiple de 
trois, et ce nombre total pourra être six ou dix«huit, 
suivant la valeur de r. 

613. Outre leurs .positions horizontales d'équili- 
bre , les prismes et les cylindres homogènes ont 
aussi des positions d'équilibre, dans lesquelles 
leurs arêtes sont verticales, et leurs bases, parallè* 
les au niveau du liquide, et qui sont doubles pour 
chaque corps , parce que Tune ou l'autre des deux 
bases peut être plongée dans le fluide. Un prisme 
vertical et sa partie immergée ont leurs centres de 
gravité sur une même perpendiculaire au niveau ; 
le rapport de leurs volumes est le même que celui 
de)eurs hauteurs; et, par conséquent, la hauteur 
du prisme immergée est à celle du prisme entier , 
comme la densité du corps est à celle du lit^uide, 
ce qui suffit pour déterminer renfoncement du 
corps dans son état d'équilibre. 

Les solides de révolution, et généralement tous 
les corps symétriques autour d'un axe, ont de même 
deux positions d'équilibre dans lesquels cette droite 
est verticale , et qu'on déterminera sans difficulté. 

Supposons qu'il s'agisse, par exemple, d'un ellip- 
soïde homogène» dont les trois demi-axes soient a, 



6, c ; plaçons Taxe 2c vertioalement , et soit ii la 
distance du plan des deux autres axe» à la section à 
fleur d'eau; u étant une inconnue positive ou néga- 
tive, selon que cette section se trouvera au-dessous 
ou au-dessus du centre de l'ellipsoïde. Soit aussi Z 
l'aire de la section horizontale de ce corps, faite k 
une distance quelconque s de son centre; le vo- 

2x 
lame du demi-ellipsoïde étant -— aho, on aura celui 

3 

2w 
du segment plongé, en retranchant de — - o&c, Vin- 

8 

tégrale / Z(f s, qui exprime la valeur de la tranche 

comprise entre la section à flêur éPeau et la section 
horizontale faite par le centre du corps, et qui aura 
le même signe que u. Dans le cas d'équilibre , on 
aura donc 



2ir ^^ 4» 

— abe — / ldBz= — 
3 / » 3 



cAcr'^ 






r étant toujours le rapport do la densité du corps 
flottant a celle du liquide. Ce corps étant un ellip- 
soïde, on aura (n» 89) 

irai , 

et l'équation d'équilibre deviendra 

«3 — 3c« tf _2 (2r — l)c3 — 0. 

Elle aura toujours une seule racine réelle, comprise 
entre ± c, qui sera positive ou négative, selon que 

l'on aura r >«^ ou r <^ . Dans les cas extrêmes 

de r =: et r = 1 , cette racine sera « =: e et 
« = — c. 

Un corps symétrique autour d*nn axe vertical , 
étant plongé successivement et par la même partie, 
dans diff'érens liquides , s'y enfoncera de quantités 
dont les volumes seront en raison inverse des den- 
sités de ces fluides. C'est sur ce principe ^'est 
fondé l'usage du pèêe-UqurnÊT ou aréemètt9, pour 
comparer entre elles les densités de divers 
fluides. 

613. Parmi les différentes positions d'équilibre 
d'un même corps solide flottant à la surface d'un 
liquide, il y en a qui sont stables, et d'autres qui ne 
le sont pas ; et d'après ce qu'on a vu dans le n» 671, 
si l'on fait tourner ce corps autour d'nn axe hori- 
zontal, pour fixer les idées, ses positions successi- 
ves d'équilibre seront alternativement stables et 
instantanées. Il importe de distinguer avec soin les 
premières des dernières, qui ne subsistent asses de 
temps pour être observées, qu'à raison d'une petite 
adhérence du corps flottant, au liquide avec leqnel 
il est en contact. 

Supposons d'abord que le corps flottant soit par- 
faitement symétrique, pour la forme et pour la den- 
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nié de set parties, de part et diantre d'nne section 
verticale ABCD (fig. 133). Soit G sob centre de gra- 
vité, qui appartiendra à cette section. Dans son 
état d*équiiibre, soit aussi AC la droite où cette scc- 
•tion est coupée par le niveau du liquide, prolongé 
dans Tintérieur du corps, et H le centre de gravité 
du volume du fluide déplacé par le corps; ce point 
•appartiendra aussi à la section ABCD, et se trouf era 
sur la perpendiculaire B6K., abaissée du point G sur 
la droite AC. Quand le corps sera homogène, H sera 
nu-dessous de G, comme la figure le suppose; mais 
quand on aura iesti le corps flottant, c'est-à-dire, 
quand on aura augmenté la densité de sa partie in- 
férieure , le -point G pourra tomber au-dessons du 
'point H. 

Gela étant, concevons que Ton écarte un peu le 
corps flottant de sa position d'équilibre, en le faisant 
tourner autour d'un axe perpendiculaire & ABCD , 
et Tabandonnant ensuite à lui-même sans vitesse 
^initiale. Quel que «oit le «aouvement que le corps 
prendra, la section ABCD demeurera toujours ver- 
ticale, et comprendra constamment le centre de 
gravité G. Dans cette nouvelle position , soit A'C 
(fîg. 134), la droite qui représente le niveau du li- 
quide, et qui coupe AC au point E, de manière que 
le segment du corps qui répond à AEA', soit entré 
dans le liquide, et que celui qui répond & CEC, en 
■soit sorti. Je supposerai égaux les volumes de ces 
deux segmens; il en résulte que le volume du li- 
quide déplacé par le corps n^aura pas cbangé ; le 
poids de ce volume de fluide sera donc encore égal 
à celui du corps, comme dans Tétat d'équilibre ; et, 
lo centre de gravité G du corps flottant doit se mou* 
voir comme si la masse de ce corps y était réunie, 
et que le poids de ce corps et la pression du fluide 
y fussent appliquées (n^ 438) ; et ces deux forces 
verticales agissant en sens contraire Tune de Tau- 
ire, et étant égales dans notre hypothèse, on n'aura 
point à considérer le mouvement du point G. 

Soient H' le centre de gravité du volume du li- 
quide déplacé, après que le corps a été écarté de sa 
position d'équilibre. Ce point appartiendra, comme 
le centre de gravité G, à la section ABCD ; mais ils 
ne seront plus situés, en général, sur la même ver- 
ticale; la pression du fluide fera donc tourner le 
corps autour d'une droite passant par le point G, 
et perpendiculaire à la section ABCD; et il s'agira 
de savoir si ce mouvement tendra à ramener le 
corps à sa position d'équilibre , ou à Ten écarter 
davantage, et à le faire chavirer. 

Or, si Ton mène par le point U' la verticale U'H, 
qui rencontre la droite BGK perpendiculaire à AC, 
au point M, il est évident que la pression du fluide 
qui s'exerce de bas en haut suivant la direction H'H, 
tendra à ramener la droite BGK à sa position verti- 
cale, correspondante à l'équilibre, ou à l'en écarter 
davantage, selon que le point M sera situé au-dessus 
ou au-dessous du point G. Dans le premier- cas, l'é- 
quilibre sera stable, et dans le second, il ne le sera 
pas. Quand le point M et le point G coïncideront, le 



corps restera encore en équilibre, dans le position 
voisine de la première, où on l'aura placé. 

Si le centre de gravité G tombe au-^ssous de 
celui du volume du liquide déplacé , qui était H, 
dans l'état d'équilibre, c'est-à-dire, si ce point G se 
trouve entre les points B et H, sur la Kgne B&, le 
point H se trouvera on -dessus de G, et l'équilibre 
sera nécessairement stable. Si, au contraire, l« 
point G est au-dessus de H, comme dans le cas d'un 
corps homogène, le point O pourra se trouver au- 
dessus ou au-dessous de G, et l'équilibre pourra être 
«table ou non stable. Le point M, dont la considéra- 
tion sert à distinguer l'un de l'autre, les deux états 
xl^quilibre d'un corps flottant, symétrique par rap- 
port à une section verticale, est ce qu'on appelle 
ie miiaeentre. Hais nous allons donner une autre 
régie , déduite du principe des forces vives pour 
s'assurer , dans tous les cas , de la stabilité de cet 
équilibre. 

614. Pour cela, considérons un corps d'une forme 
quelconque , homogène ou hétérogène , en équili- 
bre à la surface de l'eau. Soient ABCD (fig. 135), la 
section de ce corps par le niveau de l'eau prolongé 
dans son intérieur, G le centre de gravité du mo- ^ 
bile, H celui du volume d'eau déplacé par la partie 
immergée de ce corps, V le volume de cette partie, 
et M la masse du corps entier; puisqu'on le suppose 
en équilibre, la droite GH est perpendiculaire au 
plan ABCD, et la masse d'eau déplacée est égale à 
celle du corps, de sorte qu'en appelant f la densité 
de l'eau , on a 

M = Vp. 

Supposons qu'on élève la section ABCD au-des- 
sus du niveau de l'eau (fig. 136), ou qu'on l'abaisse 
au-dessous, d'une quantité très petite; qu'en même 
temps, on incline un tant soit peu lo plan de cette 
section ; et, pour plus de généralité, qu'on imprime 
aussi de petites vitesses aux points du mobile. L'é- 
quilibre sera troublé ; et la question de la stabilité 
consistera à examiner si, par suite du mouvement 
que le corps prendra, la section ABCD, fixe dans 
l'intérieur du mobile, s'écartera de plus en plus du 
niveau de l'eau , ou si elle tendra à y revenir, en 
oscillant de part et d'autre de ce niveau. Pendant 
le mouvement qui aura lieu, le niveau naturel de 
l'eau coupe le corps flottant suivant une section 
variable dans son intérieur, qu'on appelle le plan 
de flottaison. A un instant quelconque , soient 
A'B'C'D' cette section ; AB"GD" une autre section 
variable de ce corps, faite par un plan horizontal 
qui passe par le centre de gravité de la section 
ABCD ; AC l'intersection de ABCD et AB"CD", va- 
riable sur ABCD; 6 l'inclinaison mutuelle de ces 
deux sections ; f la distance de AB"CD'' au plan de 
flottaison, laquelle distance sera regardée comme 
positive ou comme négative, suivant que cette 
section se trouvera au-dessous ou au-dessus du ni- 
veau de l'eau. Les quantités variables t et { sont 
supposées très petites à l'origine du mouvement ; 
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il s^agira de savoir si elles resteront très petites pen- 
dant toute sa durée. 

616. En appelant « la vitesse variable d'un élé- 
ment quelconque dm de la masse du mobile, la 
somme des forces vives de tous ses points sera 
donnée par rintégraleyti*«^m étendue à la masse en- 
tière, et Téquation qui résulte du principe général 
des forces vives, sera de la forme (no 666) 

fu» dm z= € + 2^; (a) 

c étant une constante arbitraire, et p une fonction 
dépendante des forces qui sont appliquées aux 
points du mobile. 

Ces forces sont la gravité, qui agit sur tous ses 
points, et les pressions verticales que le fluide 
exerce sur la partie immergée de la surface du 
corps j or , on peut substituer à ces pressions 
des forces motrices agissant sur tous les élémens 
dm de sa masse, qui sont situés an-dessous du 
niveau de Veau, en prenant pour cbaquc élément 
une force dirigée en sens contraire de la pesan- 
teur, et égale au poids du volume d^eau qu^il 
remplace ; car la résultante do ces forces motrices 
aura la même grandeur , la même direction et le 
même point d^application, que celle des pressions 
verticales (n<> 603). Do cette manière, en désignant 
por g la gravité et par dv Félément du volume du 
mobile qui correspond à félément dm de sa masse, 
la force motrice de dm sera gdm — gfdvy si ce point 
matériel se trouve au-dessous du niveau de Teau, 
et gdm sMl se trouve au-dessus. Soit de plus z la 
distance variable de dm au plan de flottaison, posi- 
tive ou négative, suivant que dm sera au-dessous 
ou au-dessus de ce plan \ il résulte de la valeur 
générale dé la fonction ? , donnée dans le n^ 666 , 
que dans la question qui nous occupe , on devra 
avoir 

la première de ces deux intégrales s^étendant à la 
masse entière du corps flottant, et la seconde, seu- 
lement à la partie immergée de son volume. 

En abaissant du centre de gravité G de la masse 
H, une perpendiculaire GE sur le plan A'B'C'D'^ et 
faisant GE= ^^ , on aura d'abord 

fsgdm =: ^Ms, , 

pour la valeur de la première intégrale. Je partage 
la seconde en deux parties , Tune relative au vo- 
lume y situé au-dessous de ABCD, dans Tétat 
d^quilibre, Tautre relative au volume comprise 
entre les sections ABCD et A'B CD'. J'ai alors ^Ypjs' 
pour la valeur de la première partie j s' étant la 
distance variable du centre de gravité H du volume 
V au plan de flottaison, c'est-à-dire, la longueur 
de la perpendiculaire HF abaissée du point H sur 
le plan A'B'C'D'. En représentant donc pour un 
moment par k la valeur de Vïnté'^rtkle fsdv^ étendue 
à tous les élémens dv du volume contenu entre 
ABCD et A'B'C'D', gfh sera la seconde partie do la 



seconde intégrale comprise dans Texpression de f , 
et nous aurons 

pour la valeur complète de cette quantité. Hais la 
droite GH étant perpendiculaire au plan ABCD , 
l'angle qu'elle fait avec la verticale GE est Tincli- 
naison 6 do plan ABCD sur un plan horizontal ; si 
j donc on appelle a la longueur constante de GH , 
on aura 

*^ = »' i c cos 6j 

le signe supérieur ayant lieu quand le point G est 
au-dessous du point H , et le signe inférieur dans 
le cas contraire. En substituant cette valeur de s' 
dans celle de ^, et observant que H=rVf, il 
vient 

^ = ± ^pa V cos B — gfk-, 
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et il ne restra plus qu'à déterminer la valeur de 
Tintégrale représentée par h, 

616. Pour l'obtenir, je décompose Taire delà 
section ABCD en élémens infiniment petits j je les 
prt>jette tous sur le plan de flottaison A'B'C'D' ; ce 
qui divise le volume compris entre ces deux sec- 
tions du corps , en une infinité de cylindres verti- 
caux qui ont pour bases les projections horîxon- 
tales des élémens de ABCD. Je coupe ensuite un 
cylindre quelconque par une infinité de plans ho- 
rizontaux, et je prends pour l'élément <{« du vo- 
lume que je considère, la partie de ce cylindre 
comprise entre deux plans consécutifs , dont les 
distances au plan de flottaison sont s et «-{-ds, de 
sorte que cet élément soit égal à la base du cylin- 
dre, multipliée par d%. Or dK étant l'élément diffé- 
rentiel de la section ABCD , la projection faorizoo- 
tale, ou la base du cylindre correspondant , sera 
dK cos 6, puisque I est l'inclinaison du plan de dx 
sur le plan de projection ; on aura donc 

dp zzz dzdk . cos 6 ; 

par conséquent, l'intégrale/jsile, relative à l'un des 
cylindres verticaux , sera le produit de dx. cos A , 

et defzdz , on égale à - y* cos 6. d\ , en appelant 

y la hauteur de ce cylindre , ou la perpendiculaire 
abaissée de dx sur le plan de flottaison. La quan- 
tité qu'on a représentée par k sera donc 

* = - cos ê/y« dx j 

l'intégrale s'éteudant à l'uire entière de ABCD. 

La perpendiculaire y se compose de deux par- 
tics : Tune comprise entre les deux plans parai* 
Icles A'fi'C'D' et AB"CD", qu'on a représentée par {, 
l'outre comprise entre dx et le second plan , qui 
sera égale à / sin 6 , en désignant par / la distance 
du col éténirnt à l'intersection AC des deux plans 
ABCD et AB"CD"i on oura donc 

V = t -\r ^ sin e. 
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où Ton regardera I comme une ({tiantité posUiye 
on nëgatiTe, selon que ik se trouvera aa-dessons 
on au-dessus du seeond plan. £n substituant cette 



Tslenr dans Téquation précédente , et observant 
que t et • sont constantes dans Tintégration Indi- 
quéey il vient 



jt =: 1 ^« cos tfdk + sin • cos • fbU + ^ sin* I cos tft» dx. 



rappelle 5 Taire de la section ÂBCD , où la valeur 
defdx; la droite ÂC renfermant , par hypothèse , le 
centre de gravité de cette sectioui Tintégraley)^ 
est nulle ; et si Ton fait 

de sorte que y soit une ligne dépendante de la 
figure et de retendue de ÂBCD, on aura finalement 

ft s& i. 6 OM • (e« + ^1 stnt •). 

Cette formule n*est pas rigoureusement la va- 
leur de h ; pour qu'elle le fût , il faudrait que le 
Tolnme oomprb entre les seotions A'B'C'iy et 
ABCD fût un cylindre vertical , tronqué par le plan 
de la section ABCD ; mab quelle que soit sa forme , 
on conçoit que la valeur eiacte de k doit différer 
très peu delà précédente, tant que les variables f 
et I sont très petites ^ et il est facile de s'assurer 
que la différence de ces valeurs est une quantité 
du troisième ordre à Tégard de t et ft. En substi- 
tuant la valeur approchée de k dans l'expression 
de fj faisant aussi 

sin • = • — ---- -}- etc. , cos ft =: 1 -{-etc., 

8.3 2 

et négligeant tous les termes du troisième ordre 
par rapport è ces variables let ^, nous aurons donc 

• = ± ^pVfl T 7 ^fVat« - 7 ^f4 ({* + y» ••), 

ce qui change Téquation (a) en cellc'Ci : 
/•.rfss+5e[*<»+{V±Va)Ml=c, (6) 

en comprenant le terme ± SypVn dans la con* 
étante arbitraire e. 

617. La valeur de cette constante se déterminera 
d'après les Taleun de «, ^, 9, h l'origine du mouve- 
ment, qui sont supposées très petites ; e est donc 
aussi une quantité très petite j et , de plus , l'équa- 
tion (&) montre que sa valeur est positive , si le 
coeiBcientft^* ^Yo est positif, quand le mouve- 
ment commence. Si ce coefficient reste positif 
pendant toute la durée du mouvement , on peut 
conclure de cette même équation, par le raisonne- 
ment déjà employé dans le n« 671 , qne les varia- 
bles ^ et ft demeureront constamment très petites j 
de manière qu'on aura à un instant quelconque , 



.<l/^ 



9r (V ± Va) 



i < 




gfh 



ce qui fait voir que la stabilité de l'équilibre du 
corps flottant tient au signe de la quantité by* ^Ya, 
et que cet équilibre sera stable tontes les fois que 



cette quantité sera positive à l'origine et pendant 
toute la durée du mouvement. 

L'intégrée ft* dk^qai est représentée par ft^* , 
ne peut être qu'une quantité positive , puisque 
tous ses élémens sont positifs. Le terme Ht Yo doit 
être pris avec le signe 4-» quand le point G est plus 
bas que le point H ; donc, dans ce cas , le coeffi- 
cient by^'j^Va est positif, et l'équilibre est 
stable. Lors donc que le centre de gravité de la 
masse entière d'un corps flottant est plus bas que 
celui du volume d'eau qu'il déplace dans sa posi- 
tion d'équilibre, on peut être certain de la stabi- 
lité de cet équilibre par rapport à tous les petits 
mouvemens qu'il est possible d'imprimer è ce 
corps. 

Si, au contraire,le point A est plus bas que le point 
G , le terme ± Ya doit être pris avec le signe «— ; il 
fiut alors qu'on ait by* > Ya , pour que le coeffi- 
cient hy* ±Ya soit positif, et qu'on puisse assurer 
la stabilité de l'équilibre. Or, la grandeur de la 
ligne y varie avec la position de la droite AG , qui 
passe toujours parle centre de gravité de la section 
ABCD, et peut tourner autour de ce point pendant 
la durée du mouvement; mais en faisant faire à la 
droite AG une dévolution entière , il est évident 
qu'il y aura une position dans laquelle la ligne y 
sera plus petite que dans toute autre position ; si 
donc on calcule cette plus petite valeur de y , et 
qu'on trouve By* > Ya, il sera certain que le coef- 
ficient 5^> j:Yanepeut devenir négatif, et, par 
conséquent , que l'équilibre est stable. 

Dans un Tsisseou , par eiemple , il est aisé de 
voir que la droite AC, à laquelle répond leaiMM- 
minn de Yiniégnïefl» dk , est la ligne qui va de la 
froue k la poupe. On partagera donc l'aire de la 
section à fieur tTeau en élémens infiniment petits ; 
puis on déterminera par le calcul intégral la somme 
de tous ces élémens, multipliés respectivement 
par le carré de leurs distances à cette ligne; et 
pourvu que cette intégrale surpasse le produit du 
volume d'eau déplacé par le vaisseau, et de la dis- 
tance du centre de gravité de ce volume à celui 
du vaisseau , on pourra assurer que Téquilibre est 
stable, par rapport à tous les petits mouvemens du 
vaisseau, lors même que le second centre de gra- 
vité sera plus élevé que le premier. 

618. Après nous être occupé de l'équilibre et de 
la stabilité des corps flottans, nous allons actuelle- 
ment déterminer leur mouvement, lorsqu'on les a 
un peu écartés d'une position d'équilibre stable. 
Pour résoudre la question d*une manière complète, 
il faudrait avoir égard à la fois à ce mouvement et 
è celui du liquide ; c'est ce que. je tâcherai de 
faire dans un antre ouvrage. Maintenant, je ne 
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UeQfinû f9A compte du moof f lUQot du fluide i et 
pour iimpUfier le problème, relatÎTemeni aa 
corps solide , je supposerai qu^il soit symétrique de 
part et d'autre d^un plan qui restera Tertical pen- 
dant tout le mouTement. 

Ce plan renferme les centres de gra-vité G et H 
du mobile et du tolume de fluide quUl déplace 
dans son état d^équilibre. Dans cet état, la droite 
GE est verticale i on TincUne en la faisant tourner 
dans ce pla» autour du point G { puis on abaisse 
ou on éléte, parallèlement à elle-même, cette 
droite dans ce même plan ; ou abandonne ensuite 
le mobile h Taction de La pesanteur et du fluide 
enviroimant it sana lui imprimer aucune vitesse 
initiale; et il est évident que la section du mobile 
faite par le plan dont il s^agit , et qui le coupe en 
deux parties symétriques,>demeurera constamment 
verticale. L'intersection AC des sections ABCD et 
AB"GD'', restera toujours perpendiculaire à ce plan 
vertical ; et comme la droite AC renferme , par 
hypothèse, le centre de-:gra vite de ABCD, il s^ensuit 
^ue ce centre sera le point K où elle coupe ce 
même plan , et que la droite AC rencontrera ton* 
jmirs le contour de ABCD dans les mêmes points 
A et C. Indépendamment de la symétrie du corps 
par rappott au plan perpendiculaire à AC, je sup- 
poserai, en outre t pour simplifier encore plus la 
question , que la droite GK soit perpendiculaire 
au plan de U section ABGD^ ce qui aura lieu, par 
exemple, lorsque le plan des deux droites GS.et 
AC coupera aussi le mobile en deux parties symé- 
triquea. 

Au bout du temps quelconque <, compté de 
l'origine du mouvement, je représenterai par j|^ la 
distance GE du point G au plan fixe A'B'C'D', par 
{ la distance mutuelle des deux plans horisontaux 
AB''CD" et A'B'C'D', par I Tangle KGB compris 
entre la droite GE et la verticale GE , par y la dis- 
tance de Télément quelconque d^ de la section 
ABCD au plan A'B'C'D', et par te sa distance au 
plan vertical mené par le point G et parallèle à la 
droite AKC. Je désignerai aussi par / la distance 
constante de cet élément à cette droite, et par h la 
longueur donnée de QS.. Il est aisé de voir qn'on 
aura 

S|S=f4-Aoo8ê,ysi:f4-<8inl,s=lco8 94-Asin9, 

eu Fen regaidera I, A, ^, comme des quantités po« 
aitivea ea négativea, selon que Vêlement dbi est à 
éroite en è gauche de la droite AJLC , que la droite 
G& se trouve à droite ou à gauche de la verticale 
GE, et que le plan AB^'CD" est au-dessous ou au<* 
dessus de k'WGHf. Enfin, h étant Taire de la sec 
tion ABCD, et^ U mèoie ligne que précédemment, 
•naomansat 

fdx^i, //rfA^O, fl*dK^hy*i (l) 

!es Intégrales «'étendant à tous les élémens dé b, 
Lea variables f et • feront connaître la position 



du mobile à chaque instant. Pour f = 0, on aura 

dl dt 

es=», (=€, — = 0, ^ = 0, 

di dt 

parce qu'on suppose nulles les vitesses initiales de 
tous les points du corps , et en désignant par • et C 
des quantités très petites et données. Le problème 
consistera à déterminer les valeurs de I et ^ eii fonc- 
tions de #, en supposant que ces variables demeu- 
rent très petites pendant toute la durée da mou- 
vement ; supposition qui permet de négliger le carré 
de h et le produit de i et ^, et de considérer comme 
nn cylindre tronqué, le volume compria entre 
ABCDetA'B'C'D'. 

619. Le centre de gravité G se mouvra eooKne si 
la masse M du mobile y était réunie, et que le 
poids M^ du corps et la résultante des preastons du 
fluide y fussent appliqués. Cette résultante est di- 
rigée en sens contraire de H^; elle est égale k 
(Y -|" ^)f9i oa désignant par V le voIuom d*eau 
déplacé par le mobile dans son état d'équilibre, et 
par y -f- U ce volume au bout du temps t. La leree 
motrice du point G, dirigée dans )e sens de la pe- 
santeur, sera donc Ug — (V «^ V) fg, ou simple- 
ment — Up^, à cause de H = Vf ; sa vitesse ini- 
tiale étant nulle , il ne sortira pas de la verticale 
où il se trouve à l'origine du mouvement, etTé- 
quation de son mouvement sur cette droite 



= - f^U. 



Abstraction faite du signe,U est le volume com- 
pris entre les deux sections ABCD et A'B^CD' ; de 
sorte qu'en décomposant ce volume en prismes 
verticaux, comme précédemment, on aura 

V =yy cos 9dA) 

Tintégrale s^étendant & tous les élémens de è. En 
mettant pour y sa valeur précédente ^ on ea con- 
clut 

U =. h; cos «. 




Si donc on prend l'unité pour cos ft dans oette 
leur et dans celle de ij, qnV>n les substitue en- 
suite dans l'équation du mouvement du point G, 
et qu'on y mette aussi Yf au Ifou de V, il viené 



.*i + ?^i = 0. 



(8) 



En même temps , le mobile tournera autour du 
point G, comme s'il était fixe, et que les forces qui 
le sollicitent ne fussent pas changées (n» 438). Ce 
mouvement de rotation aura donc lieu autour de 
l'axe mené par le point G, et perpendiculaire au 
plan qui coupe le mobile en deux parties symétri- 
ques ^ et il sera dû uniquement aux pressions du 
fluide environnant, puisque le poids du corps passe 
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constamment par ce point ; par conséquent, Péqua- 
(iun de ce mouirement sera (no 392) 

dm 
MA» — = /., 
dt 

en désignant par HA* le moment dMnertie du corps 
par rapport & Taxe de rotation , par » sa vitesse 
angulaire de rotation an bout du temps <, et par /a 
le moment total des pressions au même instant et 
par rapport au même aie. On regardera la vitesse # 
comme positive ou comme négative, selon que 
le mouvement anra lien dans le sens indiqué par 
la flèche j, ou dans le sens opposé ; de sorte que 
Von aura 

dh du 

di de 



d^% 



et , cela étant , on devra prendre avec le signe 4- 
ou avec le signe — , dans la valeur de /« , les mo- 
mens des pressions qui tendront & fiiire tourner 
dans le sens de la flèche ««ou dans le sens op- 
posé. 

Or, le moment total m pourra se diviser en deux 
parties, Tune relative au volume constant Y, et 
Tautre au volume variable V. La partie de la près- 
•ion correspondante au premier volume est égale à 
Yf9, appliquée au point H , et dirigée suivant HT ; 
U perpendiculaire abaissée du point G sur cette 
droite prolongée, 8*il est nécessaire , a ponr valeur 
a sin f, en désignant par a la distance GH : la pre- 
mière partie du moment /à sera donc tt ^^f9 sin ^) 
où l*on prendra le signe supérieur ou le signe in- 
Mrieuf, aelon que le point H sera plus haut ou 
phia bfes qae 1^ point G. Quant à la partie de /à 



e cds < 




qui répond à U, si l'on décompose toujours ce vo- 
lume en prismes verticaux , et que l'on considère 
la pression correspondante au prisme quelconque 
ycosl^x, laquelle est égale et contraire au poids du 
vehime d*eiu qu'il déplace , on aura f^^ cos IdX 
pour le moment de cette pression, et, par consé- 
quent, fj[/«3f cos tdx pour la seconde partie de fà \ 
l'intégrale s'étendant à Taire 6 tout entière. En 
mettant pour s et y leurs valeurs , et ayant égard 
aux équations ( 1 ) 1 cette quantité deviendra 
(y* cos h ~\'ki) fgb cos t sin ft ; par conséquent , 
la valeur complète de ft sera 

/* = {hy* cos* • ± Vo + bhi cos •) fg sin t. 

Je réduis, dans cette valeur, cos I et sin 9 à Tunité 
et à t, et je néglige le produit de-f et •; puis je la 
substitue , avec les valeurs de H et de #» , dans Té- 
qtiation du motitement de rotation, qui devient, 
de eette manière, 

Le problème dépend donc des deux équations 
différantiellea (2) et (3) ; et comme les tariobitfis f 
et 1^ y sont séparées , il sVnstiit que le mouvement 
de rotation du corps Rbttant et celui de son evntre 
de gravité seront indépendans Tun de Tautre ; clt* 
constance qui tient k ee qu'on a supposé la droite 
GK, qui va du centre de gravité du mobile I celnl 
de ABCD, perpendiculaire à cette section. 

En intégrant ees deux équatiout, et détermlntttt 
les constantes arbitraires d^opfès les valeurs inl^ 

dt » 
tiales de ^, t, — ^ — ^, on a 
dl di 



— , • = « cos 



[t-^ 



s {h* ± ▼^) 



] 



L'ordonnée verticale du centre de gravité étant 
égale à à 4- ^> quand on néglige le carré de t, il 
s'ensuit que le mouvement de ce point sera le même 
que celui d'un pendule simple dont la longueur 

V 
serait — >. Pour que la valeur de 9 ne croisse pos in- 

h 
définiment, c'est-à-dire, pour que Téquilibre, d'où 
l'on a écarté le corps flottant, soit stable, il faudra 
et il suffira que la quantité hy* -j^ Va soit positive; 
ce qui s'accorde avec le théorème du n^ 6 17. Cette 
condition étant remplie, les oscillations de la 
droite GE. , de part et d'autre de la verticale GE , 
seront les mêmes qne celles d'un pendule simple 

V** 
qui aurait ' ponr lon(^neur. 

C>* ±Vo 



Si le corps flottant n'était pas symétrique de part 

et d'autre du plan des droites GK et AEG , et que 

la perpendiculaire abaissée du point G sur laseotios 

ABCD différât de la droite GK, les variables { et 9 

ne seraient plus séparées dans les équations (2) 

et (3) ; la première renfermerait on terme multiplié 

d^% 
par — et la seconde un terme quiaurait i pour fac- 

teur ; les mouvemens de rotation et du point G ne 
seraient plus indépendans Tun de l'autre; et le mo- 
bile pourrait exécuter quatre sortes d'oscillations 
simples, dans lesquelles son mouvement se décom- 
poserait toujours, conformément au principe de la 
coeiistence des petites oscillations , et qui se ré- 
duisent à deux dans le cas particulier que nout Ve- 
nons de considérer. 
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CHAPITRE V. 



DE LA MB9URB DBS HAUTBURS PAR Ii*0]IS£RVATION DU BAROIlKTaB. 



620. D*ftprèft ce qu*on a fa dans 1« U9 609 , l'é- 
quation d^équilibre du mercure contenu dans la 
branche fermée du baromètre , et de la pression 
atmosphérique qui a lieu dans la branche ouverte, 

Mt 



mgh = 



(1) 



• désignant cette pression rapportée à Ponité de 
•orface, ^ la gravité, m la densité du mercure, et k 
la différence de niveau de ce fluide dans les deux 
branches da baromètre ; et en supposant qu^il n^y 
ait aucune pression sensible au-dessus de son ni- 
veau dans la branche fermée. 

De ce que Téquilibre ne doit pas être troublé , si 
Von suppose que la branche ouverte du baromètre 
•e prolonge jttsqu^aux limites de Tatmosphère, nous 
avons conclu que la pression m est le poids d'une 
colonne vertitale et cylindrique de Tatmosphère, 
qai aurait pour base Tunité de surface et pour hau- 
teur celle de ce fluide. Ce poids est donc celui d*un 
cylindre de mercure , de même base , et dont la 
hauteur est environ 0»,76} et il en résulte que la 
pression de Tatmosphère sur chaque mètre carré 
de la surface de la terre , est à peu près dix mille 
kilogrammea. 

Quand on s'élève au-dessus de cette surface, !a 
hauteur et le poids de la colonne d^air qui presse 
sur le mercure du baromètre , diminuent de phis 
en plus ; la hauteur h doit donc aussi diminuer, et 
il doit exister un rapport entre cette hauteur et celle 
dont on s'est élevé , qui fera connaître Tune au 
moyen de l'autre. Cette détermination sera l'objet 
spécial de ce chapitre ; mais auparavant ^ il con- 
vient de tirer quelques conséquences de l'équa- 
tion (1), et d'exposer les lois de la pression de l'air 
ou d'un gas quelconque, relativement è sa densité 
et à sa temp^ature. 

021. En appelant S la surCsoe totale de la terre , 
exprimée en mètres carrés , la masse de l'atmo- 
sphère sera égale à mS (0«,76) ; m éUnt toujours la 

densité du mercure. La masse de la terre est -• ISr, 

en désignant par r son rayon , et par ^ sa densité 
moyenne* Si donc la fraction / représente le rop- 



port de la première masse è la aeooode, on 

A = j; ; 

et comme on a 
8wr = 40000000"», «= 18-,5076, #= 6-,60, 

on en conclura 

/*= 0,0000008854; 

en sorte que la masse de l'atmosphère est un peu 
moindre qu'un millionième de celle de la terre. 

Si l'air avait la même densité dans toute la hau- 
teur de la colonne atmosphérique, la hauteur de 
cette colonne et la hauteur h du mercure dans le 
baromètre seraient eu raison inverse des densités 
de l'air et du mercure j en appelant l la hauteur de 
l'atmosphère, dans cette hypothèse , et désignant 
par p la densité de l'air à la température a^o et 
sous la pression barométrique .0% 70, on aurf donc 

I = * (0-,70) ; 
f 

et à cause de (no 61} 

m 

— = 10462, 

f 
il en résulte , è très peu près, 

1= 7M0». 

L'atmosphère doit évidemment s'étendre beau- 
coup plus haut, puisque la densité et le poids de 
ses couches diminuent à mesure qu'elles s'élèvent 
au-dessus de la surface de la terre. On fixera une 
limite qu'elle ne peut atteindre , en déterminant la 
hauteur à laquelle la force centrifuge est égale à 
la pesanteur; car au delà, la force centrifuge dis- 
perserait les molécules d'air dans l'espace. C'est à 
l'équateur que cette limite est le moins élevée ; or, 

g 

en ce lieu , la force centrifuge est •— ( n» 178) à 



la surface de la terre; è une hauteur m au-dessus 
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de cette surface, elle devient \^^ \ et Pinten- 



e88r 



r* 



site de la pesanteur est > en désignant par 

rie rayon de la terre; la limite dont il s^agit sera 
donc déterminée par Téquotion 



289r (r + »)t ' 

de laquelle oo tire , pour cette limite , 

s 
a = r ( 1/289 - 1), 

cVst-à-dîre , & pen près cinq fois te rayon de la 
terre. Kais il y a lieu de croire que , bien avant 
d^atteindre & une si grande hauteur, Pair est li- 
quéfié par lo froid , qui augmente rapidement à 
mesure qu^on sVtÔTe dans Tatmosphère. Nous ne 
connaissons pas la loi de cette augmentation à 
Pair libre , qu*il ne faut pas confondre aveo celle 
que Ton observe sur les montagnes , où la tempé- 
rature de Tair et celle du sol s^influencent mutuel- 
lement; la seule donnée que nous ayons sur ce 
sujet , est celle qui résulte de l'ascension aérosta- 
tique do K. Gay-Lussao, dans laquelle il s'est élevé 

• & une hauteur de 6980^ • les températures de Tair 
à la surface de la terre et à cette hauteur étaient 
de 30<>,76 et— 9* 50, du thermomètre centigrade; 
ce qui fait une diminution d'environ un degré pour 
175» d'élévation , en supposant le décroissement 
de la chaleur uniforme. 

023. Si l'on ferme en C (fig. 129) , la branche 
ouverte du baromètre, ou, plus généralement, si 
Ton place cette branche dans un vase H fermé de 
toutes paris (fig. 137), l'équilibre du système ne 
sera pas troublé : ce sera alors la pression exercée 
en S par l'air contenu dans ce vase , qui fera équi- 
libre & celle de la colonne DF du mercure , sus- 
pendue dans la branche fermée , au-dessus de son 
niveau E dans la branche ouverte. Cette pression 
rapportée k l'unité de surface , oo ce qu'on appelle 
la force élastique de l'air , aura donc pour mesure 
la pression mgh du mercure , et elle sera équiva- 
lente au poids « de la colonne atmosphérique. Un 
baromètre qui s'ouvre ainsi dans un vase fermé , 
et qui sert & mesurer la force élastique de l'air ou 
d'un fluide quelconque, contenu dans ce vase, 
s'appelle alors un mamomèirê. Le poids mgh du 
mercure dépend de la nature, de la densité et de 
ht température de ce fluide élastique. 

Si l'on transporte un 9umomèire d'un lieu dans 
un autre, et que la température et la densité de 
l'air contenu dans le vase H soient les mêmes en 
ces deux endroits , il faudra que la hauteur du mer* 
cure varie en raison inverse de la gravité , afin que 
le poids de la colonne de mercure reste le même. 
If observation de cette hauteur à des latitudes dif- 

* férentes pourrait donc servir à mesurer les varia- 
tions de la pesanteur ; mais , pour l'exactitude de 



cette mesure', il faudra avoir égard à l'augmenta- 
tion du volume occupé par l'air contenu dans H , 
qui résultera d'une augmentation de hauteur du 
mercure dans la branche fermée. 

Ainsi , supposons que ^ et fc soient la gravité et 
la hauteur DF du mercure , en un lieu de la terre; 
le manomètre étant transporté en un autre lieu , et 
la température étant restée la même , supposons 
que le mercure se soit élevé de D en D' dans la 
branche fermée , et qu'il se soit abaissé , en même 
temps , de E en £' dans la branche ouverte ; me- 
nons par le point E' un plan horiiontal , qui coupe 
eu F' la branche fermée ; désignons par h' la diffé- 
rence D'F' de niveau du mercure dans les deux 
branches, et par g' la gravité correspondante. Les 
pressions barométriques seront entre elles comme 
gh et ijfk' , dans les deux observations ^ elles seront 
proportionnelles aux densités du fluide contenu 
dans H , et , par conséquent , eu raison inverse des 
volumes qu'il occupera dans ce vase; en appelant 
ces volumes V et V» on aura donc 

Or , si l'on appelle o l'aire de la section horixontale 
du tube au point D, le volume du mercure compris 
entre D et D' sera (V — A) c; mois, à cause de 
l'incompressibilité de ce fluide, il faudra , quelle 
que soit la forme du vase H , que le volume V 
surpasse V de cette quantité (A' — A) c ; on aura 
dono 

V = V + (A' — A) c; 

et l'on conclura de l'équation précédente 



9' 



V* 



pour le rapport des intensités de la pesanteur dans 
les deux lieux des observations. Mais, quelque soin 
que l'on apporte dans la mesure des quantités que 
cette formule renferme , ce procédé sera toujours 
beaucoup moins susceptible d'exactitude que ce- 
lui qui est fondé sur les expériences du pendule. 
623. Maintenant, fermons en G (fig. 129) la 
branche ouverte du baromètre, et ouvrons en A la 
branche qui était fermée; la pression atmosphé- 
rique s'ajoutent à celle du mercure , l'air contenu 
dans EG va se comprimer, et, conséquemmeot, le 
diveau du mercure s'élèvera dans cette branche 
et s'abaissera dans l'autre. Ajoutons dans cette 
autre branche une nouvelle quantité de mercure , 
de manière que la difTérence de niveau dans les 
deux branches soit encore égale à A, comme aupa- 
ravant. Dans cet état , si le mercure s'est élevé de 
D en D' et de E en E', et que l'on mène par le point 
E' un phin horiiontal qui coupe l'autre branche en 
F', on aura D'F'ssDF. Au point F, la pression du 
mercure sera in^A; en ajoutant la pression atmo- 
sphérique « , qui a lieu au niveau D^, ou aura 
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M^Jk-f**, ou SMjflk; par tonséqtiMit , lâ forM élai* 
liqne do Talr oontena dans CE', qui t*«seree sur le 
niveaa V et qaî fait équilibre à cette preaaton 
totale , sera double de celle qui aTsit lieu quund 
Tair occupait Tespace CE. Or, Texpérience prouve 
queTespace CE' est moitié de CE; eNe fait voir 
aussi que si l^on triple la pression par une addition 
conrenable de mercure , Tespace occupé par Tair 
est réduit au tiers; et, généralement , on tronte 
que le tolume du fluide Tarie en raison inTerse de 
la pression qu^il éproute , ou autrement dit , que 
la densité croit dans le même rapport que la force 
élastique. 

Cette proportionnalité est ce qu^on appelle lâ 
M d» Mariette , du nom du physicien qui l'a dé- 
duite de Tobservation. Elle suppose que le fluide 
n*éprouTe aucune variation de température ; en 
sorte que, pour Tobserrer exactement, il faut 
doonrr à Tair contenu dans CE , le temps de peN 
dre raugmentation de température qu'il acquiert 
par la compression , et de retenir à sa température 
primitive. Elle a lien pour tous les gaz , et aussi 
pour les vapeurs, en supposant la pression moindre 
que celle qui les rédoit en liquides. Enfin , elle 
subsiste également pour les mélanges de différens 
fluides ; et si , par exemple, deux gat ont la même 
température et un même volume V , que p sôit la 
force élastique de Tun et j^ celle de Taulre , et 
qu^on les réunisse sous le volume V» la tempéra- 
ture du mélange sera encore la même , et la force 
élastique, on la pression quHl exerce sur Tunité de 
surface , deviendra p-^ff, 

624. Au moyen de la loi de Hariotte , on peut 
facilement calculer Télévation de Teau dans une 
pompe , lorsqu'il existe de l'air entre ce liquide et 
le piston ; laquelle élévation serait 10*^, 4, comme 
uous l'avons dit précédemment (n» 699], si l'eau 
était en contact avec le piston. 

Pour cela, soient ABCD (fig. 188) la tuyau cylin- 
drique et vertical d*nne pompe , plongé dans l'eau 
jusqu'en EF , et GH la base horisonlale du piston. 
La pression atmosphérique s'exerce sur le niveau 
extérieur de l'eau, qui est le même que le niveau 
intérieur EF. Cette pression , rapportée à l'unité de 
surface , sera égale à ^1, en prenant la densité de 
l'eau pour unité , et désignant par I la hauteur 
10*,4 de la colonne d'eau qui lui ferait équilibre. 
L>space contenu entre EF et GH est rempli d'air , 
dont la force élastique fait équilibre à la pression 
extérieure, et a aussi gl pour mesure. Dans cet étaf, 
j'appelle <t la hauteur donnée de GH au-dessus de 
EF ) je suppose eusutte qu'on élève le piston jos^ 
qia'«i G'H', et je désigne par c la hauteur aussi 
donnée de G^H' au-dessus de GH. L'eau a'élèvera , 
dans l'intérieur de la pompe , jusqu'en E^F', à une 
hauteur s au-dessus de EF , et s'abaissera en do* 
hors, au niveau d'une section E^F, de pompe, si- 
tuée à «ne distance y au«'dessoua deEF. En app^ 
lant h la section boritooiale de la pompe, et C celle 
du réservoir dans lequel elle est plongée , on aura 



d'abord 

hx 
y = — , 
C 

à raison de l'incompressibilité du liquide; et la 
question se réduira à déterminer la valeur de «. 

Or, l'air qui occupait Tespace EFHG, occupera 
maintenant l'espace E'F'H'G' ; et eelui-ci étant & 
l'autre comme a^^'O — «est à a, il s'ensuit que 
la force élastique gl du fluide sera diminuée dans 

«la 

le rapport inverse, et deviendra — ^ . Ce 

^^ ' a + c— JS 

sera la pression rapportée i funité de surface qui 
aura lieu sur E'F' ; en l'ajoutant à U pression de 
l'eau comprise entre E'F' et EF, , dont la valeur 
est 9 ('-|*y)i o" ^*^* ^* pression totale exercée 
sur le niveau intérieur E^F,, qui devra faire équi- 
libre à la pression extérieure gl\ ce qui exige 
qu'on ait 

la ** 

a •+• s — # ç 

en supprimant le facteur commun g^ et subslttnaot 
pour y sa valeur préoédeulek Cette équation est 
du second degré, et peut s'écrire ainsi : 

*« - * (V + « + ^) + ^ = Os 
en réduisant, et faisant, pour abréger, 

En résolvant cette équation , rni trouvera deux 

Valeurs réelles et positives de m \ mats il est aisé 

de voir que Tune d'elles sera toujours inadmissible. 

En effet , l'élévation s -f- y de l'eau au-dessus du 

niveau extérieur, ne peut pas surpasser l\ à eanee 

dp 
de s -|- y = —, on a donc » <fl\ d'ailleurs» il eaC 

/ 

évident qu^on doit aussi avoir 9 K^a-^e \ or» la 

somme des deux racines de l'équation précédente 
étant /(f -|- a -|- e, si l'une est plus petite que a+e« 
l'autre sera plus grande que/2,oubieny si Tune 
est moindre que //, 4'autre surpassera a -|- e j par 
conséquent, l'une des deux racines sera seule ad- 
missible, et Tautre devra être rejetée comme 
étrangère à la question. 
En vertu de Téquation d'équilibre, la force 

oln 
élastique ■ ■ ' ■. de l'air contenu entre E'F* et 
o-|-e — m 

G'H', est égaleàyl— y(#^-|>y). Il en résulte sur 
la base inférieure du piston , une pression dirigée 
en sens contraire do la pesanteur, et égale à 
gih — y(«4~y)^*^ ^*'* supérieure de ce corps 
est poussée en sens contraire par la pression at- 
mosphérique, égale à y/i; la charge que le piston 
supporte , ou l'excès de cette seconde force aur ta 
première, est donc y (sr-f-y)^* c'est-i-dire , le 
poids de l'eau contenue entre E^F^ et ET, et élevée 
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att-desius du nÎTeau eitérieur^ ce qu'on peut re- 
garder, é priori, comme éTident. 

026. Il nout reste aciaellemeDi à considérer la 
loi de la force élastique de Pair , relativement 
k sa température. 

Si Tair et différens ga» , soumi» à une preasioa 
coDStante , et la même pour tous , sont placés dans 
me enceinte dont la températnrevarie d*un instant 
i Tantre, Tobseriation prouve que tous ces fluides 
se dilatent également, Sn prenant Tun d^eui ^ Tair 
par exemple , pour thermomètre , c'est-à-dire^ en 
divisant sa dilatation totale en parties égales , qui 
marqueront les degrés de la température, il en 
résulte que les accroissemens de toi unie de tous 
ces gaz seront les mêmes pour des augmentations 
égales de température , et proportionnels à ces 
augmentations. L'observation prouve aussi que , 
dans une étendue très considérable, les indications 
du thermomètre à air différent très peu de celles 
du thermomètre à mercure ; en sorte que , dans 
cette étendue , la dilatation d'un gax quelconque 
est proportionnelle à son accroissement de tempé- 
rature , indiquée pur les degrés du thermomètre 
ordinaire. Enfin , de séro à lOO», c'est-à-dire, de la 
température de la glace fondante à celle de Teau 
bouillante , K. Gay-Lossac a trouvé que le Tolume 
de Pair soumis à une pression constante , et , par 
conséquent, celui d*un gaa quelconqne , augmen- 
tent dans le rapport de Tunitéà 1,875; ce qui 
donne une dilatation de 0,00376 , pour chaque de- 
gré du thermomètre centigrade. 

Diaprés cela, soient V le Tolume d*un gas quel- 
conque, à la température zéro, m sa force élastique, 
et D sa densité. La pression « , rapportée à Tunité 
de surface , restant la même , et le nombre de de- 
grés de la température devenant I, désignons par 
V' et ly ce que deviendront le volume et la densité 
du gaa f nous aurons 



il en résultera 



p = *f (l + .1), 



w 



en faisant 



« =s 0,00376} 



et comme la densité tarie en raison iuTerse du to- 
lome^ nous aurons aussi 

D =5-' . 

1 -^ •• 

■aintensnt , supposons qvt\>n fasse varier la pres- 
sion sans changer la température 0. Soient/) et f ce 
que deviennent simultanément la pression et la den- 
sité, qui étaient v et D' ; d'après la loi de Hariotte, 
on aura 

h' 

et en mettant pour IV sa valeur précédente, et fai- 
sant 

1 = *, 
D 



pour Toxpression de la force élastique d'un gaz 
quelconque en fonction de sa densité et de sa tem- 
pérature. 

626. Cette formule convient aux gaz ^ aux va- 
peurs, et à leurs mélanges. La température 6 étant 
indiquée par le termomètre à mercure , elle a lieu 
pour les valeurs négatives de 6 , jusqu'à environ 
— 36o, on un peu moindres que la température de 
la congélation de ce fluide. Elle a aussi été véri- 
fiée pour des températures qui surpassaient beau** 
coup lOOo; et la différence entre les lois 4e dilata» 
tien de l'air et du mercure, ne commence à deveuir 
un peu considérable que quand x s'élève à envi- 
ron 800<» *. 

Le coefficient h est différent pour les différens flui- 
des. Relativement à l'air atmosphérique. Mil. Biot 
et Arago ont trouvé, à l'Observatoire de PariS| 

m 

— = 10482, 

pour le rapport de la densité du mercure à celle de 
l'air, sous la pression barométrique de 0">,76, et à 
la température zéro (n» 61). En faisant donc, en 
même temps, 

« = mGA, h =3 0n,7d, 

la valeur de k sera 

k = (7961,12) Gj •• 

et, dans cette valeur, il faudra prendre pour G la 

m 
gravité an lieu où le rappport — a été déterminé , 

D 

c'est-à-dire, à la latitude de Paris, pour laquelle 

on a 

G =: 9n,8089a. 

Le coefficient de G se rapporte à l'air parfaite- 
ment seo ) si l'air était humide, sa densité serait 
moindre, sous la même pression et à la même tem- 
pérature , et la valeur de h varierait en raison in- 
verse de cette densité. Sous la pression barométri- 
que de 0»^,78 , et à la température zéro , soit , por 
exemple, 1 le rapport de la densité de l'air au maxû 
mmn d'humidité, à la densité de l'air parfaitement 
sec ; on aura, comme on le verra plus loin, 

^ 0»,76^0m,00608 . 10 0-,00608 ^ ^^,^ 
1 =s — l — . — _; ^ --. J ^i -= 0,99749 j 



0"»,7tl 



10 0>n,70 



par conséquent, en divisant la valeur précédente 
de k por cette valeur de I, on aura la vatenr de k 
qui répond au maximtan d'humidité de l'air , sa- 
voir : 

k = 797l»»,09. 

* Fej0t, tm c« pdol, |eKéaioix« de HK. Petit etOulens» iniérc 
dent le 18* cahier dai /«emei tf« l'Écoh Pe/jfwAiMfet. 
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6d7. Hatnteaant, nous formerons sans diffienlté 
les différentes équations d^équilibre d^une colonne 
atmosphérique. Supposons que cette colonne soit 
cylindrique et Terticale, et qu^elle ait sa base à la 
surface de la terre et s'étende josqu^à la limite de 
Tatmosphère. Soit A l'aire de sa section horizontale. 
Divisons cette colonne en couches horizontales in- 
finiment minces, et supposons la surface A assez 
peu étendue pour que la densité et la température 
ne Tarient pas sensiblement d*un point à un autre 
d'aune couche quelconque. Appelons p, f , I, la force 
élastique de Taîr, sa densité et sa température, qui 
ont lieu à la distance s de la surface de la terre. 
Soit aussi ^ la gravité à cette même distance; 
k^fds sera le poids de la couche dont l'épaisseur 
est dis, et dont les deux faces répondent à s et m — d%, 
La pression qu'elle éprouve sur sa face supérieure 
sera Ap ; celle qui aura lien sur sa face inférieure 



aura pour eipressîon A 






Mais en pas- 



teur èi sa snrfaee , on aura 



sant de la première à la seconde face, la pression 
doit augmenter du poids kg'fdm'f il faudra donc 
qu^on ait 

^(p j î= Ap + Asr'frf», 

ou simplement 

41 = - g'fdM î (3) 

ce qui ci|incide avec Téquation qu'on déduira de la 
formule (3) du n» 684, en y faisant 

X = 0, Y = 0, Z = — 9'. 

En éliminant f au moyen de Téquation (2), il 
Tient 

* — — y'^^^ 

^ - * (1 + .»)■ 

Si Ton appelle r le rayon de la terre et g la pesan- 

— grM 

p^^ *(l + •»)('■ + *), f 

pour les expressions de la force élastique et de la 
densité de Pair, depuis la surface du globe jusqu^à 
la hauteur où ce fluide a perdu par le froid tonte 
son élasticité. 

D'après ce qu'on a dit dans le n» 620, le poids de 
la colonne atmosphérique qui a pour base l'unité 
de surface , doit être équivalent à la pression m re- 
lative au point le plus bas; et, en effet, ce poids 

est donné par l'intégrale / f^'cts, dont la Toleur 

est «, d'après les expressions de f et de g', 
628. La force motrice d'un ballon qui s'élève ver- 



9' = 



gft 



(r + a). • 

à la hauteur s, en négligeante variation de la force 
centrifuge, ainsi que Taction do la masse d'air com- 
prise entre les deux surfaces sphériques«t concen- 
triques dont les rayons sont r et r + « , laquelle 
action n'entre pas dans ta valeur de g, et devrait 
s'ajouter à celle de 9^ (n« 101)* Nous aurons, de 
cette manière. 

Pour intégrer cette foVmnle, il faudrait encore 
connaître Pexpreuion de % en fonction de a; maia 
la loi des températures étant inconnue , on est 
obligé de considérer comme une constante; et l'on 
prend dans chaque cas, pour sa valeur, la moyenne 
des températures qui répondent aux points extrê- 
mes de la colonne d'air à laquelle on applique cette 
équation. Son intégrale est alors 



log p = 



gr* 



*(l+-»)(r+*) 



+ C; 



C étant la constante arbitraire. En désignant par m 
la pression atmosphérique qui a lieu & la surface de 
la terre, on aura à la fois 

et il en résultera, à une hauteur quelconque a au- 
dessus de cette surface , 



log — =: — 



gra 



*(! + •«) (r + 41) 



W 



En vertu de cette équation et de la formule (2} , 
et en désignant par a la base des logarithmes népé- 
riens, on aura maintenant 

— gr% 



e *(l + ••)('•+»}, 



* (1 -f ««] 

ticalement dans l'atmosphère, est l'excès du poids 
de l'air qu'il déplace à chaque instant, sur son pro- 
pre poids. £0 appelant /« sa masse et Y son volume, 
cette force sera donc Vf^' — /«^', à la hauteur s au- 
dessus de la terre ; par conséquent, on aura 

d^ a 

""AT = ^*^ ~ '^'' 

pour l'équation différentielle du mouvement verti- 
cal de ce corps, au bout du temps quelconque t. Si 
l'on appelle c sa densité moyenne , de sorte qu'on 
ait fil = cY, et qu'on substitue pour f et g' leurs va- 
leurs précédentes, cette équation deviendra 



d* 



tgr* 



— gri 



dt* jk{i-f •») (f4-«)« 



*(l +••) (r + i»)- 



cgr^ 



ir + »)• 
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En multipliant pur 2d% , intégrant 64 désignant par 
C la constante arbitraire, il tient 

Si Ton suppose que le mobile soit parti de la 

surface de la terre avec une vitesse nulle, on aura 

d% 
à la fois .8 =0 et — = ; il faudra donc qu'on ait 

di 



C = 2« — 2egr; 



et il en résultera 



^' c L 






pour le carré de la vitesse à une hauteur quelcon- 
que. En résolvant cette équation par rapport à éi^ 
on déterminera ensuite, par la méthode des quadra- 
tures, le temps que le mobile emploiera à parrenir 
•i une hauteur donnée. 

d* M 
Cn égalant à zéro la valeur de-7—, on détermi- 

nera la hauteur à laquelle le mobile demeurerait 
«en équilibre, s'il y parvenait sans vitesse acquise; 

dg* 
et de même réquation-^= 0, fera connaître la 

plus grande hauteur & laquelle le ballon sVlèverait 
dans Totmosphère, en supposant que sa masse et 
son volume ne varient pas. La première de ces deux 
hauteurs s'exprimera au moyen d'un logarithme; 
la seconde dépendra d'une équation transcendante, 
et ne pourra se calculer que por approximation. 

620. Proposons-nous maintenant d'appliquer l'é- 
quation (4) à la mesure des hauteurs verticales. 

Soient h et V les hauteurs du mercure dans le 
baromètre, à la station inférieure et & la station 
supérieure ; T et T' les températures correspondan- 
tes du mercure \ teif celles de l'air , qui seront 
différentes de T et T' , lorsque le mercure du baro- 
mètre n'aura pas eu le temps de se mettre, pendant 
les observations, en équilibre de température avec 
l'air environnant. Si m est la densité du mercure à 

(T — V\ 
1+-— — ji 

site à la station supérieure, parce que la densité de 

ce fluide augmente de ----• pour chaque degré de 

6660 

diminution dans la température. Pour plus de sim. 

T— -T' 

plicité, nous comprendrons le facteur 1 +-Tr7r- 



\m sera sa den- 



dans la hauteur h\ qui sera alors Im haotenr obser- 
vée, multipliée par cette quantité, et nous suppo- 
serons ensuite que m soit la densité du mercure 
aux deux stations. De cette manière, nous aurons 



-« r= mghj f 






mg 



au moyen de quoi l'équation (4) deviendra 
log A + 2 log L±lr= iH—^ 



.(6) 



Ainsi qu'on l'a dit plus haut , il faudra prendre 
r C + *') P°"' •• ^" ▼aleur de « est 0,00376 pour 
l'air sec , aussi bien que pour celui qui renferme 
la vapeur d'eau en quantité constante , et dans 
une proportion quelconque. Mais il faut observer 
que , quand la température s'élève, la quantité de 
vopeur augmente , en général , dans l'atmosphère ; 
et comme la densité de la vapeur serait à celle de 
l'air comme 10 est à 16 , sous la pression ordi- 
naire 0», 70, il s'ensuit que la densité de l'air 
libre, dont la température augmente, doit dimi- 
nuer dans un plus grand rapport que celui qui 
répond au coefficient 0,00376. Pour tenir compte , 
autant qu'il est possible, delà quantité de vapeur 
qui se trouve dans l'atmosphère , nous augmente- 
rons donc le coefficient « ; et pour la commodité 
du calcul, nous le ferons égal à 0,004 j en sorte 
que nous aurons 

1000 

Les logarithmes qui entrent dans le premier 
membre de l'équation précédente, sont népériens ; 
pour les convertir en logarithmes ordinaires, je mul- 
tiplie cette équation par le module de ceux-ci, que 
j'appelle M, et dont la valeur est 

M = 0,4342046. 

La gravité g que renferme son second membre , 
est celle qui répond à la station inférieure et à la 
latitude du lieu de l'observation. En désignant cet 
angle par4 j et comparant la gravité g à celle qui 
entre dans les valeurs de k du n» 626 et qui répond 
à la latitude de Paris , on aura 

__ (1^ 0,002688 cos 24) G 

^ "~ 1— 0,002688 oos2(48o 60' 14")* 

D'ailleurs , les coefficiens de G dans ces deux va- 
leurs de k répondant , l'un à l'extrême sécheresse 
de l'air, et l'autre à son extrême humidité, on peut 
prendre la demi-somme de ces deux quantités, ou 
7061», 10, pour le coefficient qui convient à l'état 
ordinaire de l'atmosphère. On aura alors 



— [l — 0,002688 cos 2 {48» 60' 14"}] = (18337«,46) G ; 



51 
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et, au moyen de cette Taleur, jointe à celle de jr , on tirera de Tëquation {6) 



(18837»,46) I 1 + 



s = 



[■ 



a (< + «-) 



1000 



] 



1 — 0,002688 cos ^4 



^Î^ 



w 



+ H log (l + I.) I ^i + 1) 



formule dans laquelle les logarithmes sont actuel- 
lement ceux qui ont pour base le nombre 10. 
Pour faire usage de cette équation, on'négligera 

d^abord la fraction •— contenue dans son second 

r 
membre ; ce qui fera connaître une première va- 
leur approchée de jb : en la substituant dans ce 
second membre , on obtiendra une seconde valeur 
de M, plus approchée que la première, et à laquelle 
on pourra toujours s^arrêter. 

Bn remplaçant le nombre 18337,46 par un coef- 
ficient inconnu a dans cette équation, et détermi- 
nant a diaprés la moyenne d^un grand nombre de 
hauteurs s, mesurées trigonométriquement , on 
trouve 

a == 18330«; 

ce qui diffère très peu du coefficient 18337,40 , 
que nous avons calculé directement. 

630. Si Ton veut employer la formule (6) à dé- 
terminer Télévation d^un lieu de la terre, au-dessus 
du niveau de la mer , on supposera que T', l', V, 
se rapportent à ce lieu , et T , < , ft, au bord de la 
mer qui en est le moins éloigné j et, pour plus 
d^ exactitude , on devra prendre pour 4 une lati- 
tude moyenne entre celles de ces deux points. 
Diaprés la remarque du no 255, il faudra aussi 
avoir égard , dans Texpression de la pesanteur g\ 
à Taction de la couche de la terre dont la hauteur 
est » ; en supposant sa densité égale à la moitié de 
la densité moyenne de la terre, on a alors 



y' = 



^« 



(r + x). 






et , à cause de la petitesse de la fonction — , on 

r 
tronvera qu^en faisant asage de cette pesanteur 

z 

5^, la quantité 1-) — i contenue dans la formule (6), 

r 

6s 
devra être remplacée par 1 4- — . 

8r 
Pour donner un exemple du calcul de cette for- 
mule , ainsi modifiée, je prends celui qui est cité 
dans VAnnuairêdu Bureau des Longitudes, et qui 
se rapporte à la hauteur de Guanaxunto au-dessus 
du niveau de la mer. 



Les données de cet exemple sont : 

h = 0«»,763l« , T = i = 26«» 3 , 

h' == 0",60096 , r = <' = 21« 3 , 4 = ai». 

La hauteur fc', corrigée et multipliée par le facteur 

T — T' 

l-j-—- , qui doit être employée dans la fer- 

6560 

mule (6) , devient 

hf = 0a,60138. 

En négligeant la fraction — dans cette formule , 

r 
on trouve 

M = 2077n»,98, 

pour la première valeur approchée de s ; et en 
substituant cette valeur dans la même ^formule^, 

6x -£ 

prenant 1 -|- — au lieu de 1 -f> — , comme il vient 

Qr r 

d^ètre dit , et observant qu^on a 



on obtient 



r = 6366108», 
s = 2081»,00, 



pour la hauteur demandée , laquelle est moindre 
que celle de r^ftnuatre^ d^à peu près^ mètres 
et demi. 
631. Lorsque la hauteur m n^est pas très considé- 

M 

rable , on peut négliger la fraction — dans la for- 

r 
mule (6) , et remplacer en même temps le nombre 
18337«,46 , par un coefficient plus grand. Celui 
qui résulte d^observations nombreuses que Ramond 
a faites dans le midi de la France , est 18303 mè- 
tres. La latitude correspondante est à peu près 
4=:46o ; et , cela étant , Téquation (6) se réduit à 



[2£+oT * 



S=:l8303n> I 1 + 

ce qui est la formule barométrique dont on fait le 
plus communément usage. 

Dans un même vase, et sous la même pression 
atmosphérique, rébullition de Teau distillée com- 
mence toujours à une même température, et cette 
température sVbaisse à mesure que la pression 
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eitërieure diminiie. Si donc on avait formé , par 
rezpérience , une table des températures où Peau 
commence à bouillir, sous des pressions décrois- 
santes par des différences très petites, etqn^on 
portât un Tase contenant de Teau , à différentes 
liauteurs au-dessus de la terre , les températures 
où cette eau commencerait à bouillir, feraient 
connaître , au moyen de la table que nous suppo- 
sons, les hauteurs barométriques correspondantes, 
que Ton pourrait employer dans la formule précé- 
dente. C'est de cette manière qu'on a proposé do 
déterminer les différences de hauteur au-dessus 
delà terre, par Tobservation de Tébullition de 
Teau , et sans recourir explicitement aux mesures 
du baromètre. 

632. Je terminerai ce chapitre par quelques re- 
marques relatives an poids et à la force élastique 
des Tapeurs, laquelle force est aussi ce qu'on 
appelle la timion de ces fluides. 

Si un vase fermé renferme un liquide en quan- 
tité suffisante pour fournir toute la vapeur qui peut 
s'y former, celle qui s'élève de ce liquide atteint , 
plus on moins vite , un maximum qui ne dépend 
que de la température , et qui est le même quand 
le vase est vide d'air, ou quand il contient de Tair 
ou un gas quelconque , condensé ou dilaté. Soit 
que cette quantité de vapeur ait atteint son maxi- 
mum^ ou qu'elle soit encore au-dessous, sa tension 
s'ajoute à la force élastique du gaz sec, et la somme 
forme la force élastique du mélange. A la même tem- 
pérature, la tension maxima est différente pour les 
différentes vapeurs ; et la loi qu'elle suit, pour une 
même vapeur, n'est pas encore connue en fonction 
de la température. Relativement à la vapeur d'eau, 
les expériences les plus étendues qu'on a faites, 
jusqu'à présent , sont celles des conunissairas de 
l'Académie des Sciences , dont il est rendu compte 
dans les tomes X et XI de ses Hémoires. 

La force élastique maœima de la vapeur d'eau , 
formée dans le vide, à la température de 18^,76, 
par exemple, est mesurée par une hauteur baro- 
métrique de 0°*,016, Quand elle se produit dans 
l'air sec , à cette température et sous la pression 
ordinaire 0<n,76, sa force élastique s'ajoute à cette 
pression , et l'expérience donne effectivement 
O»,770 pour la pression exercée par le mélange. 

Si l'on pouvait , sans liquéfier la vapeur isolée ,. 
élever sa tension de 0<°,01d à O«,70 , sa densité , 
d'après la détermination de H. Gay-Lussac , serait 
à celle de l'air sec, sous la même pression et à la 
même température , dans le rapport de 10 à 10. 
Su vertu de la loi de Hariotte , la densité de la 
▼apeur que nous prenons pour exemple est donc 

10 0,016 

— • ' txnn 'i ^^^^ delair, à la température de l8o76 

16 "»'" 

et sons la pression de 0'n,70, étant prise pour unité. 
Par conséquent , si l'on appelle P le poids d'un 
litre de cet air , et P' celui d'un litre de la vapeur 



d'eau, on aura 



P 
76 



A la température léro , P serait égal à 1000 gram- 
mes, divisé par 769,4 (no 61); pour obtenir sa 
valeur à la température de 18*^,76, il faut diviser 
ce quotient par 1 -(•(18,76) (0,00376), d'après la 
loi d&la densité de Tair; il en résulte 



P= lgr,21433, 



et l'on en déduit 

Pf = Osr ,01697. 

Le poids d'un litre de vapeur, à la température 
de l8o,76, et à son maximum de densité, doit aussi 
être celui de la plus grande quantité de vapeur 
que peut contenir un litre d'air à cette tempéra- 
ture, et quelle que soit sa densité. Or, par une 
expérience directe , Saussure a trouvé 10 grains 
pour le plus grand poids de la vapeur d'eau qui 
peut se former dans un pied cube d'air, sous la 
pression ordinaire et à la température donnée; 
d'où il résulte (0,01646) grammes pour le décimè- 
tre cube ; ce qui diffère peu du résultat précé- 
dent. 

Généralement, sous une pression barométrique 
Jk , et à une température quelconque , si l'on ap- 
pelle A la densité de l'air sec, A' celle de l'air 
mouillé , et a la tensiou de l'air qu'il renferme , 
on aura 

A / 10 V 

A' = - (A-o-|--û); 
h ^ 16 >' 

car un volume quelconque A d'air mouillé se com- 
posera d'un pareil volume d'air sec , dont la force 
élastique serait réduite à A — a , et la densité à 

A 

— ^ — a) , Joint à un égal volume dfl vapeur qui 

% 

10 a 
aurait — — A pour densité j par conséquent, la 

16 à 
somme de ces deux densités , multipliées par A , 
exprimera la masse AA' du mélange \ et en sup- 
primant le facteur commun A', on aura l'équation 
précédente. Cette équation servira à déterminer 
le poids d'un volume donné d'air mouillé, d'après 
le poids de ce volume d'air sec & la même tempé- 
rature , et la tension de la vapeur contenue dans 
l'air mouillé. Sn y faisant A=:0>°,76, supposant 
que la température soit xéro , et observant qu'à 
cette température la tension masima de la vapeur 
d^auest 0^,00608, on en déduira la valeur de t 

du no<626. 

633. Si l'atmosphère qui nous enveloppe n'exis 
tait pas , elle serait remplacée par une autre atmo- 
sphère formée de la vapeur d'eau qui s'élèverait de 
la mer. La loi des densités de ses couches et sa 
hauteur totale dépendraient de la loi de la tempe- 
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rature, qoi aurait lieu dans cette atmosphère de 
Tapeur aqueuse , et que nous ne pouvons aucune* 
meni connaître; mats, quelle qu^elle soit, le poids 
total d^une colonne Terticale cylindrique de cette 
Tapeur, ayant pour base Tunité de surface, sera 
toujours égal à sa force élastique qui répond à son 
point le plus bas (n^ 027) \ et quand sa densité en 
ce point aura atteint son iBOstiiitifii, celte force ne 
dépendra plus que de la température correspon- 
dante. A la Térité, nous ignorons aussi quelle pour* 
rait être cette température ; et il y a lieu de croire 
qu^elle serait beaucoup inférieure à celle qui a lieu 
maintenant à la surface de la terre , parce que le 
fluide qni se trouTcrait en contact avec cette sur- 
face , aurait une densité beaucoup moindre que 
celle de Tatr ordinaire. Pour fixer les idées , sup- 
posons que la température dont il s'agit soit en- 
core 18o,75. Le poids de la colonne d'atmosphère 
aqueuse ayant pour base un décimètre carré, ne 
pourra pas excéder celui d'un prisme de mercure 
qui aurait la même base, et 0ib,016 pour hauteur, 



o'est-à-dire, le poids de 10 centièmes d'un litre de 
mercure , ou à peu près 2300 grammes. Le poids 
de toute la. vapeur d'eau qui peut être contenue 
dans une colonne d'air de notre atmosphère , dé- 
pend de la loi de décroissement de la température 
dans le sens vertical , et ne saurait être calculé ^ 
mais si labasede la colonne est un décimètre carré, 
et la température inférieure l8o,76 , on s'assurera 
aisément que ce poids doit surpasser 2300 gram- 
mes, en observant que, dans toute la partie de cette 
colonne dont la température différera peu de 18»,76, 
et jusqu'à la hauteur où la pression ne sera pas ré- 
duite à 0™,010, chaque litre d'air peut renfermer 
environ 10 milligrammes de v«peur. 

Ainsi, l'atmosphère qui presse sur la surface de 
la terre, n'est pas, comme on le disait autrefois, la 
cause qui empêche les liquides de se vaporiser et. 
de se disperser dans l'espace ; au contraire, sa pré- 
sence permet aux vapeurs de se maintenir, au-des- 
sus de la terre, en plus grande quantité que si l'at- 
mosphère n'existait pas. 



CHAPITRE VI. 



DB LA FORGE MlAST1Q€B ET DE LA CHALEUR DES GAZi 



634. La loi de Xariotte suppose, comme nous 
Tavons dit (n» 023), qu'on a laissé au fluide dilaté 
on condensé, le temps de revenir à sa température 
primitive. Si l'on ne prend pas cette précaution, la 
température augmente ou diminue en même temps 
que la densité , et la force élastique croissant ou 
décroissant ainsi, & raison de la densité et à raison 
de la température , on conçoit qu'elle doit varier^ 
pour un même fluide , dans un plus grand rapport 
que sa densité. Lorsque le fluide est contenu dans 
un vase dont les parois sont imperméables à la cha- 
leur, il conserve tout son calorique, en se conden- 
sant ou en se dilatant, et sa température augmente 
ou diminue en conséquence. U en est de même 
tontes les fois que ses variations de densité sont as- 
ses rapides pour que sa chaleur propre n'ait pas le 
temps, dans le cas de la condensation, de s'échap- 
per sous forme rayonnante, ou de se communiquer, 
par le contact, aux corps voisins, et pour que, dans 



le cas de la dilatation, ces corps ne puissent com- 
muniquer au fluide, par le rayonnement ou par le 
contact, une quantité sensible de calorique. C'est 
ce qu'on suppose, par exemple, comme on l'expli- 
quera parla suite, relativement aux variations de 
densité qui ont lieu dans les ondes sonores, et dont 
U durée n'est que de quelques millièmes de se* 
conde. Dans cette question, et dans beaucoup d'au« 
très , il serait important de connaître l'expressioa 
de la force élastique d'un gas, en fonction de la 
densité, et l'élévation ou l'abaissement correspon- 
dant de lo température, lorsque la quantité de cha-> 
leur de la masse fluide demeure invariable. Haie 
nous manquons , dans l'état actuel de la science , 
des données nécessaires pour la solution complète 
de ce problème ; et je vais exposer , dans ce cha- 
pitre , ce que le calcul et l'expérience nous ont ap- 
pris, jusqu'à présent, sur cette matière. 

036. Soient p la densité d'un gas, 6 sa tempéra- 
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ture en degrés du thermomètre centigrade, et p la 
pression qu'il exerce sur chaque unité de surface, 
ou la mesure de sa force élastique; on aura (n^ 026) 

p = »f (i + •») i (») 

mtik étant deux coefficiens indépendans de f et 0, 
dont le premier est le même pour tous les gax et 
égal à 0,00875, et dont le second doit être donné 
pour chaque gax en particulier. 

La quantité totale de chaleur contenue dans un 
poids donné d^un corps, dans un gramme, par exem- 
ple, ne saurait être calculée ; on la regarde comme 
inépuisable, et comme extrêmement grande par 
rapport aux quantités dont elle Tarie quand ce 
corps change de densité on de température ; et ce 
sont ces quantités additives ou soustractÎTCS que 
Ton compare entre elles, et que Ton soumet au cal- 
cul. Ainsi <, nous désignerons par q Texcés de la 
quantité de chaleur contenue dans un gramme du 
gax que nous considérons, sur celle que ce gramme 
renferme, lorsque le gax a une température et une 
densité choisies arbitrairement, qui seront, pour 
fixer les idés, la température xéro et la densité cor- 
respondante à la pression ordinaire de 0n,70. Cette 
quantité q sera une fonction dep, p, §, ou simple- 
ment de p et f , puisque ces trois tariables sont 
liées entre elles par l'équation précédente. On aura 
donc 

9 = APi f) 5 

/^indiquant une fonction dont il s'agira de détermi* 
ner la forme. 

La chaleur spécifique de ce gramme de fluide est 
la quantité de chaleur qu'il faudrait lui communi- 
quer pour élever sa température d'un degré, ou, 
pour ainsi dire, la Titesse de l'aocroissement de q 

par rapport & I, dont l'expression sera — . Hais on 

pourra la considérer sous deux points de Tue diffé- 
rens : en supposant la pression p constante, et lais- 
sant au gax la liberté de se dilater , ou bien en le 
tenant sous un Tolnme constant, et supposant que 
la pression p augmente avec la température. En 
Tertu de l'équation (1), on a 






J. ^ *^ 



1 + al* 



quand on regarde p comme une constante , et 

*»_ ap 

lorsqu'on suppose f invariable. Si donc on appelle o 
la chaleur spécifique du gax à pression constante, 
et o^ sa chaleur spécifique à volume constant, de 
sorte qu'on ait 



dq df 

" df de 



dq dp 
dp d* 



il en résultera 

dq ap 



dp 1-f «r 



«î 



dq »p 



dp l + a^ 



W 



et, par conséquent, 



dq dq- 

P T + ^^ T = ^' 
dp dp 



(3) 



en désignant par y le rappport des deux chaleurs > 
spécifiques, c'est-à-dire, en faisant 

c 
> = — 

n est évident, à priori, que ce rapport y doit* 
surpasser l'unité; car il faut plus de chaleur pour 
augmenter la température d'un gaz, et le dilater en 
même temps , que pour augmenter sa température 
d'une même quantité , sans écarter ses molécules. 
Mais l'expérience peut seule faire connaître la va- 
leur de y pour les différens gax, et comment cette 
valeur dépend de la pression et de la densité. Cette 
valeur se déduit, comme on le verra tout a l'heure, 
de l'accroissement de la température correspondant 
& une petite condensation du gax, sans aucune 
perte de chaleur. 

OSO.Beprésentons toujours par 6 la température 
dn gai; et soit 6 -|- « ce qu'elle devient après que 
la densité du fluide a été augmentée par une com- 
pression très rapide , dans le rapport de 1 -|- X à 
l'unité ; 1^ étant une très petite fraction. Si la perte 
de chaleur, pendant la durée de cette compression, 
a été insensible , l'accroissement de température « 
correspondant à la très petite condensation Ij est 
la quantité qu'il s'agira d'abord de déterminer par 
rexpérience suivante. 

Pour cela, supposons que le gax soit de l'air at- 
mosphérique contenu dans un vaisseau fermé , et 
dont la pression, la densité et la température soient 
les mêmes qu'à l'extérieur, où nous supposerons 
qu'elles sont représentées par p, p, ft, pendant toute 
la durée de l'observation. On enlève une petite 
portion de l'air intérieur; et, après que l'air res- 
tante repris sa température primitive, on désigne 
par p' et p' sa pression et sa densité. On rétablit en- 
suite la communication avec l'air extérieur; la 
pression, la densité et la température augmentent 
en même temps ; en sorte qu'après un temps très 
court ^ la pression intérieure est égale à la pression 
qui a lieu au dehors. A cet instant, on interrompt 
la communication, et l'on désigne par p" et 9 -f" * 
la densité et la température intérieures. Enfin, cet 
accroissement m de la température se dissipe; et, 
sans que la densité p" varie, la pression intérieure 
diminue , et devient p". 

La densité de l'air intérieur ayant passé très ra- 
pidement de p' à p", si Ton prend , 






f - 



p" - f' 
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et <itt*oa fâise abitraction de la petite quantité de 
chaleur qui a pu être absorbée par le vase, pendant 
le tempi de ce passage, raccroissement de tempe* 
rature m lera celui qui répond à la condensation l, 
et dont on cherche la valeur. L'indication d^un 
thermomètre plongé dans l'air intérieur, serait trop 
lente pour faire connaître cette augmentation de 
température! qui ne subsiste que pendant un temps 
tréi court ; mais on peut conclure la Taleur de « , 
des trois pressions p, p', p"j ou des trois hauteurs 
barométriques correspondanteS| que Ton a le temps 
d*obserTer. 

En effet, il y a deui époques, dans l'expérience 
qu^on vient de décrire, où la même température ft 
répond à des densités différentes f' et p", et ans 
pressions données p.' et p". Diaprés la loi de Ma- 
riette, on a donc 



,»f 



P 



f' 



1,» 



p- 



et , conséquemment , 



t = 



p-'-p- 



(4) 



ce qui fait connaître la condensation X. De plus, il 
y a aussi deux époques où la même densité p" a lieu 
pour les températures 6'-)* « et 6, sous les pressions 
p et p". D'après la loi des forcea élastiques à égale 
densité, on aura donc aussi 

P^^ i + ^C + >) 
ff' 1 + •• ' 

d'où l'on tirera la valeur de » correspondante à la 
condensation S"; 

Dans une expérience faite par MM. Desormes et 
Clément , où le passage de la densité p' à la den- 
sité p'' s'est effectué en moins d'une demi*8cconde, 
on a en 

p=0ni,7ee6, p' = 0«n,7«27, p" = 0«,7«895 

ce qui donne 

1 r= 0,0133. 

On avait aussi 9=12o,5j et, à cause de «=0,00376, 
on déduit de Téquation (4) 

m = lo,3173; 

d'où il résulte que pour une condensation de 
0,0133, sans perte de chaleur, la température de 
l'air augmenterait de lo,3173 , ou d'à peu prés un 
degré pour une condensation 

0,01331 

Cet accroissement de température peut aussi se 
déduire de la vitesse du son j et de cette manière 
j'avais trouvé, autrefois, un accroissement d'un de- 

1 
gré pour une condensation '— , sans perte decha- 

lia 



leur^ résultat dont l'expérience que nous citons ne* 
s^écarte pas beaucoup. 

637. Maintenant, je dis que le rapport y du 
n» 036 a pour expression 



>= l + 



•« 



(») 



(i + .♦) * 

Supposons, en effet, que la force élastique et la 
température d'un gax étant, comme précédem- 
ment, p et ft, la condensation Isoit équivalente à 
celle que le fluide éprouve , lorsqu'on diminue un 
tant soit peu sa température, sans changer la pres- 
sion. En désignant par t cette petite variation de 
température, on aura 



»= 1 + 



«• 



i -I- •« 



Appelons T la quantité de chaleur qu'il faudrait 
communiquer à un gramme du gax que l'on consi- 
dère, pour élever sa température, de — « à 9, sans 
changer la pressionp; la chaleur spécifique, à pres- 
sion constante, étant c, on aura aussi 

T z=z eu 

Après cette communication de chaleur, svpposona 
que l'on comprime subitement ce fluide, denui- 
niére à le ramener à son volume primitif; il éprou- 
vera alors la condensation l*, et s'il n'a perdu au- 
cune quantité de chaleur, sa température aura 
augmenté de »., et sera devenue I -|- •• Dans cet 
état, la pression du fluide sera devenue plus grande 
que p ; mais, sans changer le volume , ai on laiase 
la température s'abaisser jusqu'à — i, cette prea- 
sion diminuera aussi , et redeviendra égale à p. 
Pendant cet abaissement , le gax perdra une quan- 
tité de chaleur proportionnelle à la petite dimi- 
nution de température • -|- « , et exprimée par 
o^(« ^ t»), puisque o^ est sa chaleur spécifique à 
volume constant. Le volume , la température et la 
pression étant les mêmes, après cette perte de cha- 
leur , qu'ils étaient avant que la quantité de cha- 
leur r eût été communiquée au fluide, il est néces- 
saire que la perte c^(i -f- •»} de chaleur soit égale 
à T ; on a donc 



d'où Ton tire 



Cl = c^ (i + t») i 



c « 

^ = - = l + _J 



et, en ayant égard à la valeur précédente de ^, cette 
valeur de y coïncide avec la formule (6). 

P — P 

638. Si nous mettons, dans cette formule * 

au lieu de J", et pour m sa valeur tirée de l'équa- 
tion (4), noua aurons 



V = 1 + 



(y -f'V 
(p"-p')î>"' 
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ce qui fera connatire la 'râleur ^ey, diaprés les 
pressions p, ji', jt", ou les hauteurs barométriques 
correspondantes , qui résultera de Texpérience ci- 
dessus décrite. 

En faisant usage des râleurs numériques dep^ 
*]i'y p''| .précédemment citées, on trouve 

y = 1,3488, 

pour la Talenr du -rapport des deux chaleurs spé- 
cifiques c et c^, dans le cas de l^ir atmosphérique. 
m. Gay-lussac et Welter ont obtenu , par un 
procédé analogue , une -râleur de ce rapport un 
«peu différente, savoir : 

y = 1,3748; 

et ils se sont assurés que cette quantité est indé- 
pendante de la température et de la pression de 
Vair; en sorte que dans Téquation (3), appliquée 
à ce Auide , on pourra considérer y comme une 
({uantilé constante. Par un procédé différent, H. Du- 
long a trouvé, pour Tair parfaitement sec ^9 

y = 1,421 , 

et une valeur sensiblement égale à celle-ci pour le 
gai oxigène et pour le gas hydrogène. Mais pour 
d'autres fluides, tels que Tacide carbonique et le 
gaz oléfiant, ce procédé, que nous indiquerons par 
la suite, a donné des valeurs très inégales de^^, et 
moindres que la précédente ; de manière que ce 
rapport dépend, en général, de 4a nature du gas 
auquel il répond. 

039. En regardant y comme une quantité con- 
stante , l'intégrale de l'équation (3) aux différences 
partielles est 



En éliminant, eo outre, ^ entre ces dernières équa^- 
tions et les précédentes, il en résultera 




/* désignant la fonction arbitraire. On aura récipro- 
quement 

et, èi cause deTéquation (1), 



% = -,>-^*q i 



9 étant une fonction inverse de f, 

La quantité 9 restant la même, sip, p, I, devien- 
nent p*, p', 6^, on aura de même 

ak «4 

1 

On a — = 206,67 ; et pour que t et t' soient des 

degrés centigrades , il faudra que ce facteur de 
leurs expressions exprime de semblables degrés. 

* Mémtim iê VAMdimn Au SrJmcM, tom« X. 



'■ = '(7) • 

fi' = (266o,67 -I- fijT— j — 26flo, 



M«) 



'Ces équations (6) contiennent les lois de la force 
élastique et de la température des gas, comprimé» 
ou dilatés sans aucune variation dans leur quantité 
de chaleur; elles sont fondées sur la seule hypo- 
thèse que le rapport y des deux chaleurs spécifi- 
ques ne varie pas , pour un même fluide , avec la 
pression et la température ; hypothèse qui a été vé- 
rifiée, quant à Tair atmosphérique, par les expé- 
riences citées dans le numéro précédent. 

640. II faut faire une seconde supposition pour 
déterminer la fonction arbitraire / que renferme la 
valeur de q, La plus simple est d'admettre que, 
sous une pression constante , un gax se dilate uni- 
formément pour des augmentations égales de quan- 
tité de chaleur ; ce qui revient à dire que la chaleur 
spécifique *€ est constante, lorsque Taccroissement 
d'un degré de température auquel elle répond 
(no 636) est mesuré par un thermomètre & air. Dans 
cette hypothèse, q devra être une fonction linéaire 
de • ; or, si Ton substitue, dans la fonction/*, la va- 
leur de p tirée de Téquation (1), on a 

on aura donc 

1 

- - 1 (7) 
g s= A -I- B (266o,07 -|- 1)1»^ ; 

A et B étant des quantités indépendantes de p et fi, 
et relatives à la nature du gas que l'on considère. 
D'après les équations (2), on aura 



B l 

, 0, = — p^ 



c = Bp^ « = — «> 



et pour connaître la chaleur spécifique d'un gai, à 
pression constante ou à densité constante , sous 
toutes les pressions , il suffira qu'elle soit connue 
soiis une pression déterminée. Selon MIS. Laroche 
et Bérard, on a, par exemple, c = 0,2669 pour 
l'air sec, sous la pression de 0«,76i la chaleur 
spécifique de l'eau étant prise pour unité. En appe- 
lant «la pression correspondante à cette hauteur 
barométrique , on aura donc 

1 
--1 

0,2669 = B^T' ; 

et si l'on appelle aussi h la hauteur du baromètre, 
exprimée en mètres, et qui répond & la pression 
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quelconque p, dcsofte qu*on ait— 



il en 



■résultera 



= 0,8669. f •—-) 



0,76 
1 



d^où Ton déduira la valeur de o^ en dÎTisadt par la 

constante y. Comme cette constante est plus 

grande que Tunité , ce qui rend positif Texposant 

1 
1 .- f , on Toit que la cbalenr spécifique d^an 

> 

gramme d^air diminuera , quand sa force élastique 

ou la hauteur k augmentera. 

Si Ton désigne par m la quantité de chaleur per- 
due par un gramme d^air, quand sa température 
■^abaissera de «degrés, sans que la force élastique 
Tarie, on aura 



1 



m = n(0,a660) ^^\ > ; 

A ▼«lume égal , et pour une même température 
primitiTe , le poids de cet air sera augmenté dans 
le rapport de h! à fc, sous une pression mesurée par 
ooo autre hauteur hf du baromètre. En appelant m' 
la quantité de chaleur perdue par ce même Tolame 
sous cette autre pression , et pour rabaissement n 
de température, nous aurons donc 

1 
«- = *J (0.8869) (2^y";; 



d^où Ton déduit 



1 



m =(7)^^ 



pour le rapport des quantités de chaleur perdue 
par un même Tolume d'air, sous des pressions dif- 
férentes. 

Dans un cas où Ton avait 

V = lm,0068 , h = 0«",7406, 



[ 



q = C + c l {26f^ fil + •) 

Il serait & désirer que le degré d'exactitude de 
cette formule fut Térilié par Texpérience , et que 
les trois constantes C , e , ^ , qu^elle renferme, 
fussent déterminées avec précision. Si Ton prend 
pour unité la chaleur spécifique d'un gramme d'eau 
à la température léro , on a 

C = 660, 

en adoptant pour C la moyenne des valeurs de 
cette quantité , que différens physiciens ont obte- 



HM. Laroche et Bérard ont trouvé 

m' 

— = 1,8396 ; 
m 

en prenant la moyenne <àe deux observations .'Pour 
ces valeurs de à et -^', et en faisant y =r 1,431 , la 
formule donne 

W 

— = 1,2406 ; 

m 

ce qui ne diffère pas sensiblement du rànltat de 
Texpérience. 

641. Si Ton veut appliquer la formule (7) à la 
vapeur d'eau, il faudra supposer : 

1* Que quand un gramme de vapeur est formé, 
et qu'il ne s'en précipite aucune partie, ni ne s'en 
ajoute de nouvelle , le rapport représenté par y, de 
sa chaleur spécifique à pression constante , à sa 
chaleur spécifique sous un volume constant, ne 
varie pas avec la température et la densité ; 

2o .Que la quantité de chaleur nécessaire pour 
élever la température de ce gramme de vapeur, 
d'un nombre quelconque de degrés , soit sous une 
pression constante, soit sous un volume invariable, 
est proportionnelle à ce nombre, la température 
étant marquée par un thermomètre à air. 

Cela posé , si l'on appelle C la quantité de cha- 
leur nécessaire pour convertir en vapeur , sous la 
pression barométrique de 0>a,76 , et à une tempé- 
rature de lOOo, un gramme d'eau dont la tempéra* 
ture primitive était xéro ; que l'on désigne par q la 
quantité de chaleur qu'il faudrait employer pour 
vaporiser ce même gramme d'eau, et donner à la 
vapeur une température 9 sous la pression quel- 
conque/} ; enfin, que l'on désigne par c la chaleur 
spécifique de la vapeur d'eau sous la pression 
constante de 0'°,76 , et que l'on remplace dans 
l'équation (7) , la pression p par la hauteur baro- 
métrique qui lui sert de mesure , et que nous re- 
présenterons par h , il faudra que cette formule 
donneg==:C, quand ;k=0B,76 et ft=100«, et 
dq 
— =c, lorsque A=0b,76. Or, en déterminant, 

diaprés ces conditions , les deux constantes arbi- 
traires A et B qu'elle renferme, elle devient ensuite 




— 366»,67 



] 



(8) 



nues* En même temps,, on aura 

e = 0,847, 

• 

d'après une expérience asses peu concluante, et 
qui mériterait d'être répétée. Quant à la valeur 
de 7^, elle nous est, Jusqu'à présent, tout-à-fait 
inconnue. 

642. Soit que la densité f de la vapeur d'eau 
correspondanfo àla pression p et à la température I, 
nit atteint son maximum^ ou qu'elle soit au-des- 
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sous , Péqoation (l) , qui convient ai» vapeun et 
aux gaz permanens, fera toujours connaître la 
valeur de p, quand celles de/i et I seront données. 
En appelant D la densité à la température de 100<» 
et sous la pression ordinaire de 0in,76, et désignant, 
comme précédemment , par h la hauteur baromé- 
trique qui répond & p, on déduira de cette équa- 
tion (2) 

Pfc 366o,67 
^ ■"■ 0«n,7d 2660,07 4-1* 

Le poids d^un litre d'air sec , à la température 
séro et sous la pression du 0<",76, étant Hrj21433 

(n» 632) , il deviendra — \ ■■» ou 0' ,883 , à la 

1)376 

température de lOO»; et le poids d^un litre de 
Tapeur d'eau , à la même température et sous la 

même pression, sera il (Or, 883) , ou0r,66; par 

conséquent, on aura 

f>f ^^ 201r,6d 

- (Or,66) = o.n,76 • 2Qô;^/+ 6 ' 

pour le poids d'un volume v de vapeur , à la tem- 
pérature 6 et sous la pression quelconque h. Donc, 
en appelant V la quantité de clialeur nécessaire 
pour former ce poids de vapeur, l'eau étant primi- 
tivement à la température zéro , V sera le produit 
de ce nombre de grammes et de la quantité g 
donnée par la formule (8); en sorte que nous 
aurons 

~ 0«», 76 * 266,67 -f ft ' 

L'unité à laquelle cette quantité V se trouve rap- 
portée , est la quantité de chaleur nécessaire pour 
élever, de séro & un degré, la température d'un 
gramme d'eau ; et cette unité est , comme on sait , 
égale à soixante-quinze fois la quantité de chaleur 
qu'il faut employer pour liquéfier un gramme de 
glace à la température séro, sans élever cette tem- 
pérature. 

Diverses observations ont porté plusieurs phy- 
siciens à penser que quand la vapeur d'eau 
a atteint le maximum de densité , correspondant à 
sa température , la quantité de chaleur que nous 
avons désignée par q ne varie plus avec cette tem- 
pérature. C'est à cet état que l'on emploie ce 
fluide dans les machines à vopeur : le rapport de 
la quantité de chaleur produite V h sa tension h , 
serait donc alors , toutes choses d'ailleurs égales , 
en raison inverse de 266<>,67 -|- 6 ; par conséquent, 
le rapport de la dépense de chaleur & Teffort exercé 
sur le piston, qui a fc pour mesure, diminuerait 
quand la température deviendrait plus grande, et 
ce rapport serait le moindre dans les machines à 
haute pression. Hais Téconomie de combustible 
qui en résulterait en leur faveur serait loin de 
répondre à celle que l'expérience ptraH indiquer) 



et c'est sans doute & d^autres circonstaaces que 
ces machines doivent leur avantage relatif. 

643. Concevons que la partie du cylindre rertî- 
cal ABCD (fig. 138), qui est comprise entre la 
surface £F de l'eau et la base GH d'un piston , soit 
remplie par de la vapeur d'eau au masimum de 
densité, correspondant à la température I de cette 
vapeur , de Toau inférieure , du cylindre et d« 
piston. Dana cet état, supposons que la force élas- 
tique de la vapeur fasse équilibre au poids du 
piston, de sorte qu'en appelant f cette force, P ce 
poids, y compris la pression extérieure que le 
piston supporte ^ et x l'aire de sa base horiaontale, 
on ait 

P =. xp. 

Si l'on augmente le poids P , et qu'il devienne 
P-f^n, le piston descendra, et Tespace occupé par 
la vapeur diminuera ; mais comme on l'a supposé 
& son masimum de densité , une partie se liqué- 
fiera ; et si la température 6 est invariable, la pres- 
siou pie sera aussi. A la vérité, dans le premier 
moment de la compression , la température I aug- 
mentera , de telle sorte que la liquéfaction pourra 
n'avoir pas lieu d'abord , et la pression p pourra 
augmenter. Mais si le mouvement du piston n'est 
pas extrêmement rapide , cette augmentation de 
température disparaîtra avant que le déplacement 
de ce mobile soit appréciable , et l'on devra consi* 
dérer t et p comme constantes pendant tout son 
mouvement. Il faut aussi remarquer que la con- 
densation du fluide , qui le réduit en eau , et qui 
est produite immédiatement à la partie supérieure 
GH en contact avec le piston, se transmet jusqu'en 
£F, dans un temps extrêmement court, pendant 
lequel le déplacement du piston est insensible; 
d'où il suit que la densité du fluide est sensible- 
ment la même dans toute sa hauteur , pendant la 
chute du piston. Cela étant, la force motrice de ce 
corps sera constante et égale à l'excès de P -(- H 
sur Xp, ou à IIj abstraction faite du frottement 
contre les parois du cylindre , son mouvement sera 
donc uniformément accéléré j et si l'on fait aussi 
abstraction du mouvement communiqué à la 
vapeur, c'est'à-dire , si Ton néglige sa masse par 
rapport à celle du poids H , la force accélératrice 
de ce mouvement sera la pesanteur diminuée dans 
le rapport de II à P -|" ^* ^àt conséquent , si l'on 
appelle l la hauteur de GH au-dessus de £F , la 
force vive produite par la chute totale du piston , 
aura 2 II / pour valeur. 

Le piston étant d'abord arrêté en GH, supposons 
que la température de l'eau inférieure soit subite- 
ment abaissée et devienne A', moindre que I. La 
couche de vapeur en contact avec £F se liquéfiera 
par le froid ; elle sera remplacée par une autre qui 
se liquéfiera de même ; et , si la masse d'eau est 
assez grande pour que ces couches successives de 
vapeur ne fassent pas varier sensiblement sa tem 
pérature, les Uquéfactioiis continueront jusqu'à ce 

52 
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qii9 la nasM entière de la Tapeur ait la force élas- 
tique |i', ^ui répond à la température ft' et à son 
masimum de densité relatif à cette température. 
Cependant, la température de la colonife de Ta- 
peur ne sera pas la même, non plus que la densité, 
dans toute ta hauteur; et ee serait un problème 
curieux que de déterminer les lois de sa tempéra- 
ture et de sa densité d*après les températures I et 
ê*^ qui ont lieu constamment à ses deux extrémités, 
et en regardant la densité de chaque couche comme 
nue fonction de sa température , telle que la force 
âastique soit constante et égale à p'. Cette con- 
stance de la pression dans toute la hauteur de la 
colonne de vapeur est évidemment la condition 
d'équilibre de ses couches successives ; et quand 
Téquilibre s'est établi , il est également évident 
que la Talent de la pression constante ne peut pas 
excéder celle qui répond à la plus petite des deux 
températures I et I', tandis qu^elle peut être moin- 
dre que la force élastique correspondante à la plus 
grande. L*expérience montre, au reste, que la Ta- 
peur parTÎent, dans un temps extrêmement court, 
àTétat d^équilibre dont il s'agit; en sorte que si 
une Tapeur d>au , à son nuurimum de densité et 
de pression , est contenue dans un espace fermé 
dont les parois aient partout sa propre tempéra- 
ture, et qu'on Tienne à abaisser inégalement la 
température d'une partie de ces parois, une partie 
de la Tapeur se liquéfiera , et la partie restante 
prendra dans toute son étendue, aTOc une très 
grande rapidité, la force élastique masima qui 
répond à la moindre température. 

Cela posé, lorsque le piston ne sera plus retenu, 
il descendra , et Ton verra , comme dons le cas 
précédent, que son mouTcment sera uniformément 
accéléré, sa force motrice égale à P — xp' ou 
X (p — p') , sa force accélératrice égale à la pesan- 
teur multipliée par le rapport •£ — £-, et enfin, la 

P 

force TiTe produite par la chute totale , égale à 
2x (p— p') /. Quand le piston est parTenu en £F, 
si Ton élève la température de Teau inférieure, et 
que ce liquide produise une vapeur dont la pres- 
sion constante sur la base du piston soit plus 
grande que le poids de ce corps, il remontera d'un 
raooTement uniformément accéléré , et la force 
Tive produite , quand il aura parcouru une lon- 
gueur /', sera égale au double de f multiplié par 
l'excès de cette pression sur ce poids , en faisant 
toujours abstraction du frottement. 

C'est d'après ces considérations que l'on calcule 
la force vive due à la chute ou à l'ascension du 
piston dans les machines à vapeur j laquelle force 
se distribue ensuite dans le système auquel la ma- 
chine est appliquée, et s'y trouve en partie détruite 
par les frottemens, et en partie employée à pro- 
duire un effet utile. Le calcul serait différent, si la 
densité de la vapeur contenue dans le corps de 
pompe n'était pas au imurAkum; ce qui arrive, en 



effet, pendant ce qu'on appelle la détente dtlB 
vapeur , c'est-à-dire, pendant qu'on interrompt la 
communication de ce fluide avec la chaudière, et 
que la vapeur se dilate, sans qu'il s'en ajoute de 
nouvelle : le mouvement du piston est alors celui 
que nous avons considéré dans le n<> 368 ; et d'a- 
près ce que nous avons vu dans le numéro suivant, 
la force vive produite pendant qu'il parcourt une 

ff 

longueur quelconque, a pour valeur 2pv log — , en 

P 
désignant par v le volume primitif du fluide , et 

par p eiff ses forces élastiques au commence- 
ment et à la fin du mouvement. 

644. Il nous reste maintenant à considérer les 
forces élastiques et les quantités de chaleur des 
mélanges de plusieurs gax , comparées à celles de 
ces fluides. 

Supposons qu'on ait deux gaz différons , à la 
même température 6 et sous la même pressionp, 
dont les volumes soient a et a^ Si on les superpose 
dans un vase fermé, dont la capacité soit a -|-a', il 
est évident qu'ils pourront s'y tenir en équilibre , 
puisqu'ils ont la même température, et qu'ils exer- 
ceront l'un contre l'autre la même pression ; mais 
l'expérience prouve que cet équilibre n'est pas 
stable : elle fait voir que ces deux fluides se pénè- 
trent graduellement jusqu'à ce qu'ils soient par- 
faitement mêlés; et elle montre aussi que, dans 
cette opération , il n'y a aucune variation de tem- 
pérature , ni aucune perte ou absorption de cha- 
leur ; en sorte qu'après un certain temps, différent 
pour les différens fluides , on a un mélange homo- 
gèae dans lequel la proportion des deux gax est 
partout la même, et dont la température et la force 
élastique sont toujours I et p. De ces faits, con* 
statés par l'observation, on peut conclure un autre 
résultat que l'expérience vérifie également. 

Si l'on a deux gax mêlés ensemble et remplissant 
un volume e, à la température I, et si l'on désigne 
par pti ff les pressions rapportées à l'unité do 
surface , que ces deux gas supportent séparément 
à la même température et sous ce volume • , la 
force élastique du mélange sera p -|- p\ En effet , 
supposons d'abord que les deux gai soient séparés, 
et qu'on ait p' > p. Sî Ton dilate le gat soumis à 
la pression p', sans changer sa température , et de 
manière que sa force élastique se réduise à p , ton 

ep' 
Tolume sera alors — , d'après la loi de Mariette. 

P 
Supposons ensuite qu'on superpose les deux gai 

dans un Tase fermé , dont la capacité soit v -|- — , 

P 

V 

ou — (p 4~jP') ) ^^^ 6^' *<) mêleront sans variation 

P 
de température , d'après ce qu'on vient de dire; et 

il en résultera un mélange homogène à la tempéra- 
ture % et sous la pression p. Or, la loi de Mariette 
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s^appUquant aox inëlangcs des gtt, aussi bien 
qu'aux gax simples , si Ton comprime ce mélange 
sans changement de température, jusqu^àceque 

V 

sonTolume — (p-f-|/} soit réduit à v, sa force 

P 
élastique p deriendra fi-f-p' \ ce qu^il s^agissait de 
démontrer. Le même principe aura également Heu 
pour trob ou un plus grand nombre de gai , et 
pour un mélange de gas et de vapeurs : la pression 
du mélange sera toujours la somme des pressions 
que ces fluides supporteraient isolément, à la 
même température et sous le même volume que le 
mélange. 

645. Soient actuellement n et n^ les nombres de 
grammes de deux gaz, mêlés ensemble et remplis- 
sant un volume v, à la température 6 et sous la 
pression p \ désignons par c et c' les chaleurs spé- 
cifiques d*un gramme de ces gax , sous une pres- 
sion constante et égale à p , et par c" la chaleur 
spécifique d^uo gramme du mélange sous la même 
pression ; on aura 

(fi + n') c" = «c + »iV. (9) 

En effet , je suppose que les deux gai , au lien 
d^être parfaitement mêlés, ne soient que superpo- 
sés, de sorte quMls occupent des portions séparées 
a et a' du volume v; d'après ce qu'on a dit tout à 
rheure , la quantité de chaleur sera la même dans 
les deux gai séparés et dans le mélange de ces 
deux gax; et cette égalité de chaleur subsistera 
encore, si Ton augmente d^un degré la tempéra- 
ture I AtA deux gax et du mélange. Or , pour cette 
augmentation, il faudra communiquer, la pression 
p restant la même, une quantité (n-|- n')c" de 
chaleur au mélange, et des quantités tic et nV aux 
deux gax. La première quantité devra donc être 
égale à la somme des deux autres \ ce qui donne 
Téquation (9) , que l'on étendra sans peine à un 
nombre quelconque de fluides élastiques. Elle 
donnera la chaleur spécifique d'un mélange, lors- 
que celles de tous tes gai ou vapeurs qui le com- 
posent, et les proportions de ces fluides, seront 
connues; réciproquement, on pourra s'en servir 
pour déterminer la chaleur spécifique de l'un des 
composans , d'après celles de tous les autres et du 
mélange ; et l'on peut remarquer qu'elles ne sup- 
posent pas^ que les chaleurs spécifiques des gai 



mélangés soient indépendantes de leur commune 
température. 

Au lieu de considérer les chaleurs spécifiques o, 
e', c'', des gaz et du mélange sous une pression 
constante, ou aurait pu considérer, de la même 
manière, leurs chaleurs spécifiques à volume con- 
stant; et en les désignant par c^ c/, c/', on serait 
parvenu à une équation semblable à la précédente, 
savoir : 



(ji + «') o/' = «o, + ne/. 
Or, si Ton fait 



(10) 



c 

C. 



~-^' T<-^'' Z, = ■>'"• 



on tirera des équations (9) et (10) 

nyc, + n'y'c,' 

équation qui fera connaître le rapport y" relatif au 
mélange f quand les quantités semblables y et y, 
et les valeurs de o, et e/, seront connues pour iet 
deux gai mélan{;és. Soit qu'on prenne^ = 1,875 
ou ^ = 1 ,421 (n*^ 638) pour la valeur de y relative 
à Tair sec, et quelle que soit la valeur inconnue 
de y^ qui répond à la vapeur d'eau, la valeur de y" 
relotive à Tair ordinaire différera peu de y, à cause 
de la petite proportion de vapeur que cet air ren- 
ferme. 

D'après ce qu'on a vu dans le no 640, si les rap- 
ports y et y sont indépendans de la pression p, 
mais différons pour les deux gax, les quantités e, 
et c/ seront exprimées par des puissances inégales 
dep; d'où il résultera, en vertu de l'équation (11), 
que le rapport ^" relatif au mélange ne pourra paa 
être aussi indépendant de la pression. L'hypothèse 
de l'invariabilité du rapport de la chaleur spécifi*- 
que d'un même fluide sous une pression constante, 
à sa chaleur spécifique sous un même volume , ei 
les formules que nous en avons déduites , ne peu- 
vent donc convenir en même temps aux gax sim- 
ples , pour lesquels ce rapport n'est pas le même , 
et à leurs mélanges en proportion quelconque ; et 
si ce rapport a paru constant dans les expériences 
faites sur l'air à différentes pressions (n» 638), c'est 
parce qu'il est sensiblement le même pour l'air et 
l'oxygène^ et, par conséquent aussi pour l'oxygèoe 
et l'aiote dont l'air est composé. 
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ÉQUATIONS 6ENEBALES DU MOOVBMENT DES FLUIDES. 



046. Les équations de Vëquilibre des flaides que 
nous atons trouvées dans le n» 683 , sont fondées 
sur la propriété caractéristique commune aux li-> 
quides et aux fluides aériformes j de transmettre 
également en tous sens les pressions appliquées à 
leur surface , et d^exercer autour de chaque point 
de leur masse ^ en vertu de l'action moléculaire , 
des pressions égales suivant toutes les directions. 
Cette propriété^ comme nous Tavons dit précédem- 
ment (no 577), tient à ce que les molécules dVn 
fluide qu^on a comprimé ou dilaté reviennent très 
promptement à une disposition semblable à celle 
qui avait lieu primitivement autour d'un point 
quelconque, de telle sorte qu'après sa compression 
on sa dilatation, un fluide est un système de points 
matériels semblable à ce qu'il était auparavant, et 
seulement construit sur nue plus petite ou une 
plus grande échelle. Le temps de ce retour à un 
état semblable n'influe pas sur les lois de l'équili- 
bre, que l'on n'observe jamais qu'après qu'il est 
écoulé; mais, quelque petit qu'il soit, on com- 
prend qu'il peut influer sur les lois de leur mouve- 
ment , surtout dans le cas où les vibrations des 
molécules fluides s'exécutent avec une grande ra- 
pidité; de manière que le principe de l'égalité de 
pression en tons sens peut convenir à l'Hydrostati- 
que, et n'être pas toujours applicable à Vffydrody' 
namique, c'est-à-dire , à la partie de la Mécanique 
qui traite du mouvement des fluides. 

Une différence analogue entre l'état d'équilibre 



et l'état do mouvement, a déjà été remarquée par 
Laplace, relativement à la loi de Mariette. Cette loi 
exige que la température du fluide soit redevenue 
la même, après la compression , qu'elle était au- 
paravant ; et le principe de l'égalité de pression eo 
tous sens suppose , de même , que les molécules 
du fluide ont eu le temps de revenir à une disposi- 
tion respective semblable à leur disposition pre- 
mière. Elle n'a plus lieu, ou doit être modifiée, 
dans les vibrations très rapides des gat , on la 
température primitive n'a pas le temps de se réta- 
blir ; et , de même , le principe de l'égalité de pres- 
sion en tous sens n'est pas rigoureusement et tou- 
jours applicable aux mouvemens des liquides et 
des fluides aériformes. On a reconnu dans la vitesse 
de propagation du son, l'influence de cette modifi- 
cation de la loi de Mariette ; et il y a sans doute 
aussi des phénomènes du mouvement des fluides , 
en général , qui dépendent de la non-égalité par- 
faite de pression en tous sens, résultant de la cause 
que nous indiquons. Cette circonstance introduit 
dans les équations générales du mouvement des 
fluides , des termes qui ne peuvent se déduire de 
leurs équations d'équilibre ; j'y ai eu égard dans le 
Mémoire déjà cité (no 577), et je me propose de 
revenir, por la suite , sur cette importante consi- 
dération. Mais dans ce Traité , je supposerai , sui- 
vant la méthode qu'on suit ordinairement, la 
propriété de l'égalité de pression en tous sens, com- 
mune à l'état d'équilibre et à l'état de mouvement ; 
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et , daas cetia hypothèse , les équations de VHy- 
drostatique, fondées sur cette propriété , s^éten- 
droot immédiatement à rEydrodynamique , au 
moyen du principe de D^Àlembert , qui esi appli- 
cable à tous les systèmes de points matériels, 

647. Considérons de nouveau la masse fluide 
ABGD(fig. 121),doot nous avons déterminé les équa- 
tions d^équilihre ; supposons maintenant qu^elle 
soit en mouvement , et que toutes les notations du 
no 683 répondent à la fin du temps quelconque t, 
compté depuis Torigioe de ce mouvement. Ainsi, la 
masse fluide est homogène ou hétérogène, liquide 
ou aériforme ; ar , y, js, sont , au bout du temps i , 
les coordonnées d^un élément quelconque dm de 
cette masse; p représente la densité du fluide qui a 
lieu en ce point et à cet instant ; etXdm, ICcbny Zdmj 
sont les composantes parallèles aux axes des x , 
y, Sy de la force motrice de dm à ce même instant. 
Les quantités X , T, Z , seront des fonctions don- 
nées de »y y, s, quand elles proviendront d^attrac- 
tions ou de répulsions qui émanent de centres fixes i 
ces fonctions données renfermeront le temps ex- 
plicitement , quand les centres des forces seront 
eo mouvement. Lorsque ces points seront ceux du 
fluide , X, T, Z , seront des fonctions de jt, y, s, 4, 
dépendantes de sa figure à chaque instant , et de 
la loi des densités dans son intérieur. 

Les coordonnées s^ y, s, varieront avec le temps; 
elles varieront aussi d'un point à un autre du fluide \ 
et si Ton désigne par jp', y', jb', leurs valeurs initia- 
les, c'est-à-dire , les coordonnées du point de Tes- 
pace qu'occupait l'élément dm à l'origine du mou- 
vement , les coordonnées jp , y , x , de ce même 
élément au bout du temps t , seront des fonctions 
inconnues de x\ y', s', t : la solution complète du 
problème consisterait à déterminer ces trois fono- 
tions de quatre variables indépendantes. 

Si l'on appelle n, v, ti;, les composantes parallè- 
les aux axes Ox , Oy, Os , de la vitesse dont l'élé- 
ment dm est animé au bout du temps i , on aura 

ds dy dz 

« = --, !> = --, fD = — 5 (1) 



dt 



di 



dt 



on pourra regarder «, v , u^ , comme des fonctions 
inconnues , soit de <, s'^ y', m\ soit de <, s , y, s ; 
c'est sous ce second point de vue que nous consi- 
dérerons ces trois quantités ; et alors , pour avoir 
leurs accroissemens dans l'instant dt^ il faudra les 
différentier par rapport à I et par rapport aux coor- 
données X, y, s. Or, si l'on désigne par q une fonc- 
tion quelconque de / , a; , y, s, et par ^dt sa diffé- 
rentielle prise par rapporta i et aux variables 4?, 
y, s , considérées comme des fonctions de / , on 
aura , par la règle connue de la différentiation des 



factions de fonctions , 

dq dq dx dq dy dq ds 

(?'=- + + + , 

d$ dx dt dy dt dz dt 

ou bien , en ayant égard aux équations (1), 

dq dq dq dq 

dt dx dy dz 

Eo désignant les accroissemens de « , v , w , par. 
u'dtj v^dtj w'dt^ nous aurons donc 

Ju du du du 

dt ds dy d» 

dv dv do do 

v'= |-ii |-c — + w — > 

di dx dy dz 

dw dw dw dw 

dt dx dy dz 

et , de cette manière, les composantes de la vitesse 
d'un même élément dm , dans les deux positions 
qn'il occupe successivement, seront ti, v, t0, et 
u -)- «'ci/, V -)- v^dty w -f w'df. 

Quant à la densité p, ce sera une constante don- 
née, si le fluide est homogène et considéré comme 
incompressible ; s'il s'agit d'un liquide hétérogène, 
la densité p, qui répond à un élément déterminé dm^ 
sera une fonction donnée de ses trois coordonnées 
initiales x', y', z^\ enfin , si le fluide est compressi- 
ble, cette densité p sera une fonction inconnue de f, 
*\ y^i ^'i <^ont la valeur initiale sera seulement 
donnée. Excepté le cas où p est une constante, cette ^ 
densité, rapportée à la position de dm au bout du 
temps tf devra toujours être considérée comme une 
fonction inconnue de J7,y, s, t. Si l'on désigne alors 
par f^dtf son accroissement pendant l'instant d<, on 
aura, d'après la formule (2], 

df dp dp df 

p'rs— +11 i-ç— .+«, — ; 

dt dx dy dz 

et dans le cas d'un fluide incompressible , homo- 
gène ou hétérogène , cette valeur de p' devra se ré- 
duire à zéro. 

648. Les composantes de la force perdue par l'é- 
lément dm pendant l'instant dt, seront 

(X— II»)*», (Y— r»)!*», (Z — u/')dni; 

en substituant donc X — «', Y — f', Z •» u;', à la 
place de X, Y, Z, dans les équations (2) du u» 683, 
il en résultera ces trois équations de son mouve- 
ment : 



dp dp dp 

- = ,{X_«'), - = ,(T-«'), _ = t(Z-»'); 

dm dy dz 
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p étant la pression rapportée h Tanitë de surf aci , 
qai a lieu au bout du temps t , au point qui répond 
aux coordonnées s, y, a, et qu^on suppose la même 
suivant toutes les directions. 

Si ce point appartient à une paroi fixe , p expri- 
mera la pression normale que cette surface aura à 
supporter, et qui devra être détruite par sa résis- 
tance. Si ce point appartient à la surface libre d^un 
liquide, il faudra qu^on aitjp = 0, ou plus géné- 
ralement , <i^ = ; en sorte que Téquation diffé- 
rentielle de la surface libre du liquide en mouve- 
ment , sera 

(X — u') «i« -KY — v') dy -f- (Z — M»»; rfa= 0. 

Diaprés la remarque du no 680, il faudra que la 
Taleur de/i, quand on Taura déterminée, soit con- 
stamment positive dans Tintérieur de ce liquide, si 
Ton vent que sa masse ne se divise pas pendant le 
mouvement : quand elle sera négative en un point 
d'une paroi , ce qui ne pourra avoir lieu que pour 
un liquide, cette surface cessera d^étre pressée de 
dehors en dedans, et le liquide s'en détachera. 

Au moyen des valeurs de «', v\ w\ les équations 
précédentes deviennent 



1 dp du du 

f ds dt ds 

1 dp dv dv 

"~ d$f 

dw 
u 
ds 



du 

V — 
dy 

do 

V 



f dy di 

1 dp dw 



dw 



tdM 



dt 



<h 




Gomme la quantité j» qu'elle renferme est, ainsi que 
' cbacnne des vitesses «, v, 10, une fonction iucon- 
ono de s, jf, jb, 4, il y faudra joindre une quatrième 
équation, lorsque la quantité f sera une constante 
donnée, et deux autres équations, dans le cas gé- 
néral où cette quantité est aussi une fonction in- 
connue de Xj y, s, i. Ces équations s'obtiendront 
de la manière suivante. 

649. Chacun des élémens dm de la masse fluide 
changera de forme pendant Pinstant dt, et il chan- 
gera même de volume, si le fluide est compressible; 
mais comme sa masse devra toujours rester la 
même, il s'ensuit que le produit de son volume au 



bout du temps t-^-dt^ei de sa densité f -f- f'dt qu; 
répond au même instant, devra être le même qu'au 
bout du temps <; par conséquent, la variation de 
ce produit dans l'instant di sera égale à téro ; ce 
qui fournira une nouvelle équation générale du 
mouvement. 

Pour la former , considérons le parallélipipêde 
rectangle dont le volume était ds dy dsj à la fin du 
temps ^, et cherchons la forme que prendra cet élé- 
ment du fluide à la fin du temps <-|-dl. Soit 
H (fig. 139] le sommet de ce parallélipipêde qui 
répond aux coordonnées j?, y, j ; soient oussi HA, 
HB, MC, les trois côtés adjacens à ce sommet et 
respectivement parallèles aux axes Os, Oy, Os ; 
sorte qu'on ait 



HA = dsy 



= dy, ne ss d^; 



supposons que D, E, F, 6, sont les quatre antres 
sommets, et que pendant l'instant dl, les huit pointa 
H, A, B, C, D, E, F, G, soient transportés en H', 
A', B', C, IV, £', F', G'; je dis que le polyèdre dont 
ces derniers points sont les sommets, sera un paral- 
lélipipêde obliqnengle; et pour le prouver, je vais 
déterminer et comparer entre elles les longoeura 
de ses douxe côtés H' A', H'B', etc. 

Les coordonnées s, y, s, du point H deviennent 

s -(• «d/, y •{- vdij M -)- wdt^ 

au bout de l'instant dt ; ces quantités sont donc les 
coordonnées du point H^ ; on en déduira celles de 
tout autre sommet, en y remplaçant s, y, js, par 
les coordonnées primitives de ce sommet ; ainsi, 
Ton aura les coordonnées de C, en y conservent m 
et y, et mettant s-)-ds a la place de jb, parce que x, 
y, s -|- d^ sont les coordonnées de C. De cette om- 
nière, les coordonnées de G' seront 

du 
X 4* vdt -|- — ds dt, 
dz 

do 
y -t- rd/ + — ds dl, 
di 

dw 

s -f d^ •{- wdf -) d» dt; 

ds 

et, en les comparant à celles de H', on en coacln» 



"'"-^(Ê) """" + (1) -«• -^ +(-'+'£''> *)'; 



en extrayant la racine carrée et négligeant les infi- 
niment petits du troisième ordre, on aura donc 

dw 
H'C' = ds -^ — dx du 



ds 



Les coordonnées de B' se déduiront de celles de 
H', et les coordonnées de G' de celles de C' en y 
mettant x -{- da ni y '\' dy klti place de 9 et y ; par 
conséquent, la longueur du côté D'G' se déduira de 
même de cdle du côté H'G' ; ce qui donne 



lyG' 



, dit) c{> w d* «* 

d5 + --- didt + --— dxdsdi -f- ---— dydxdt; 
ds ^ dsds ^ dyds ' ' 
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donc en négligeant les deux derniers termes , qui 
sont du troisième ordre, la valeur de D'G' sera la 
même que celle de M'C. On trouvera de la même 
manière , que les côtés À'£' et B'F' sont égaux au 
côté IH'C, aux quantités près du troisième ordre ; 
.en sorte que Ton aura 

Wa = A'E' = B'F' = D'G'. 

Si Ton change s en y, et w en Vj dans la valeur de 
VC\ elle deviendra celle de 9'B', savoir : 

dv 
Wn* = </y + — di/dt; 
dy 

en changeant de même j en s et u; en «, on aura U 
valeur de H' A', qui sera 

du 

H'A' =: ds '\ dxdt\ 

dx 

et Ton trouvera aussi 

M'B' = A'D' = C'F' = E'G' , 
VK* == B'D' s= CE' == F'G'. 

Nous voyons donc que les côtés égaux entre eux 
dans le parallélipipède primitif, sont encore restés 
égaux après son changement de forme : le parallé- 
lisme de ses côtés est une conséquence de leur éga- 
lité ; par conséquent, Télément de volume que noua 
considérons conserve, & la fin de d/, la forme d*un 
parallélipipède , mais qui n^est pus rectangle , 
comme au commencement de cet iustant. 

Ou uura le volume de ce parallélipipède obli- 
quangle en multipliant Tune deces faces, par exem- 
ple, la face H'A'D'B', par la perpendiculaire CP', 
abaissée du point G sur cette face; Taire du paral- 
lélogramme lE'A'D'B' est égale au produit de ses 
deux côtés S'A' et IFB', multiplié par le sinus de 
Tangle A'H'B' \ et la perpendiculaire CP* se déduit 
du côté C'H' , en le multipliant par sin G'M'P' j par 
conséquent, le volume du nouveau parallélipipède 
anra pour valeur 

M'A' . WW . ne. sin A'H'B'.sin OWV. 

Or, les angles A'I'B' et OW étaient droits dans le 
parallélipipède primitif ; chacun dVux ne peut donc 
maintenant différer d^un angle droit, que d'une 
quantité infiniment petite ; le sinus de chacun de 
cet angles ne différera donc de Tunité, que d'un 
infiniment petit du second ordre ; par conséquent, 
si Ton néglige les infiniment petits du cinquième 
ordre, il faudra faire sin VH'B'=1 et sin C'H'P'sl, 
dans le produit précédent ; ce qui le réduit à 

M'A'.M'B'.H'C. 

Donc, en mettant pour chacun des facteurs sa va- 
leur précédente, effectuant la multiplication, et 
négligeant toujours les infiniment petits du cin- 
quième ordre, ce produit sera 

(du dv div V 
1 + — rfl^ df-l dt) drayda. 
dx dy d» ^ 



Tel est donc, à la fin du temps t -f- d<, le volume 
de rélément qui était dxdyd%^ à la fin du temps t. 
En même temps la densité p est devenue p -f- p'df ; 
en multipliant donc ce volume par p -|- fdt^ et re- 
tranchant du produit la masse primitive fdxdy dx^ 
ou aura la variotion de cette masse pendant Tin- 
stant di\ et cette variation devant être nulle, il en 
résultera Péquation 



,du dv 



dws 



^ds dy dx ' 

en négligeant les infiniment petits du cinquième 
ordre, et supprimant ensuite le facteur didsdydx, 
commun à tous les termes. Par conséquent, d'après 
la valeur de p' du numéro précédent, la quatrième 
équation du mouvement qu'il s^agissait de former, 
sera 



- + 



t.fu d.fv , d.fw 
ds ^ dg ^ dt 



{*) 



660. Cette équation appartiendra aux liquides et 
aux fluides aériformes ; mais la quantité p' étant 
nulle, dans le cos des liquides regardés comme in- 
compressibles, cette équation se partagera en deux 
autres, savoir : 



df df df df 

— -J-ii y f) — ^ w — =0, 

di dx dy dx 

du dp dw 

-.f- - -h - = 0. 
dx dy dx 



(») 



En les joignant aux trois équations (3), on anra un 
nombre d'équations égal à celui des cinq inconnues 
p,|i, «, V, w, qu'elles doivent servir & déterminer 
en fonction de «, y, Xy t. Quand le liquide est ho- 
mogène, la densité p est une constante donnée; ce 
qui réduit les inconnues à quatre, et fait en même 
temps disparaître la première équation (6). 

Relativement aux fluides élastiques, on n*a aussi 
que quatre équations, savoir, les équations (3) 
et (4) \ mais alors la densité est liée à la pression; 
ce qui réduit à une seule les deux inconnues p et p. 
Si Ton suppose que la température soit la même 
dans toute la masse du fluide è l'état de repos, les 
dilatations ou compressions des élémens de ce 
fluide , qui auront lieu pendant son mouvement , 
feront varier cette température, et la pression p ne 
sera plus proportionnelle a la densité p^ dans Tétat 
de mouvement, comme elle l'est dans l'état d'équi- 
libre. On verra , dans la suite , comment on peut 
avoir égard à cette circonstance, dans le cas d'un 
mouvement très rapide. Maintenant je supposerai 
qu'il s'ogisso d'un mouvement asseï lent pour 
qu'elle n'ait aucune influence sensible; en sorte 
que l'expression de jp en fonction de p, soit celle qui 
convient à l'état d'équilibre, savoir (n« 025), 

|, = Ap(l +.0); (6) 
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9 désignant la température commune à tous les 
points du fluide, « le coefficient 0,00375 de la dila» 
lation des gax, et k une constante relative à la ma- 
tière du fluide que Ton considère. 

Lorsque les valeurs de f, p, «, 9, Wy auront été 
déterminées, soit au moyen des cinq équations (3) 
et (5], soit d'après les cinq équations (3), (4), (6), 
on en déduira les valeurs des x^ y^ s, en fonctions 
de ty et de leurs valeurs initiales x\y\z\ au moyen 
des équations (1). Les intégrales .de toutes ces équa- 
tions aux difi'érences partielles renfermeront des 
fonctions arbitraires, qui resteront encore à déter- 
miner, d'après Tétat initial du fluide, et au moyen 
de certaines conditions relatives à sa surface dont 
il sera question plus bas. 

651. Quand la température n'est pas la mênre 
dans toute la masse fluide à Torigine du mouve- 
ment, elle vrarie ensuite d'un point à un autre, et, 
pour un même point, d'un instant à l'autre; en sorte 
que si l'on désigne, au bout du temps /, par 6, la 
température qui répond aux points dont x, ^, «, 
sont les coordonnées, cette quantité ft est une fonc- 
tion inconnue de f, x, y, ;s, et pour la déterminer 
il faut joindre une nouvelle équation aux précéden- 
tes. Cette équation sera différente dans les deux ces 
d'un liquide et d'un fluide aériforme, que nous al- 
lons successivement considérer. 

1° Supposons qu'il s'agisse d'un liquide homo- 
gène, tel que l'eau^ pour fixer les idées. La tempé- 
rature 6 variant d'un point h un autre, la densité f 
variera de même, et sera une fonction déterminée 
de t, que je représenterai par f% *, La quantité p' ne 
sera plus nulle, et l'équation (4) ne se décomposera 
plus dans les deux équations' (6). La chaleur spéci- 
fique du liquide et la mesure de sa conductibilité 
seront aussi des fonctions déterminées de 6 ; mais 
si l'on suppose que la communication de la chaleur 
dans l'intérieur de l'ean, ait lien comme dans un 
corps solide, par un rayonnement à distance insen- 
sible, l'équation relative au mouvement de la cha- 
leur dans un corps hétérogène, que j'ai trouvée 
outrefois , s'appliquera à la masse d'eau que nous 
considérons ; car elle fait connaître l'accroissement 
instantané de température qui a lieu en un point 
quelconque d'un corps, dans lequel la chaleur spé- 
cifique et la conductibilité varient arbitrairement 
d^un point k un autre; et d'après la manière dont 
elle a été formée, elle ne dépend pas du mouvement 
du point matériel que l'on considère, non plus que 
du mouvement des points circonvoisins. Ainsi, en 
appelant ^'dt l'accroissement de A pendant l'instant 
dt^ on aura ** 

d^ d^ dh 

d.h^ d.h-^ d.h-^ 

^e ==_— +_-JL.f— -_ (7) 



dx 



ày 



da 



* Pour 11 form« d« celte fonctiooi rojzi le Traité et Phjùqut de 
U. Biot, tome !•', chapitre XI. 
•• Journal H» rÈroh Poljiethn'uiu*, 19» cahier, pag<» 87. 



équation dans laquelle on fera, d'après la for» 
mule (2) , 

ifft c2l (2e d% 

dt ds dy d% 

et où 9 et fc sont des fonctions de I , qui représen- 
tent la chaleur spécifique rapportée à l'unité de 
masse , et la mesure de la conductibilité. Chacune 
de ces fonctions est censée connue, ainsi que/1, de 
manière que les équations (3) , (4) , (7) , seront en 
nombre égal à celui des inconnues I , p , «, « , ter , 
qu'elles renferment. Dans le cas d'un liquide hé- 
térogène, les trois quantités p , ^ , A , relatiTes au 
point de sa masse dont les coordonnées sont x, y, s, 
dépendraient de la température S et de la matière 
du fluide en ce point , et seraient, par conséquent 
des fonctions données de % et des coordonnées ini» 
tiales «', y\ %\ de ce même point. 

2o Si le fluide que l'on considère est une masse 
d'air ou d'un gas quelconipxe, dont la température 
6 varie d'un point à im autre, et que dans l'état de 
mouvement, la pression soit toujours supposée 
proportionnelle à la densité, comme dans le n» pré- 
cédent, l'équation (6) aura toujours lieu; mais 
l'équation (7) ne subsistera plus j car elle est fondée 
sur l'hypothèse que la communication de la cha- 
leur dans l'intérieur du corps se fait par un rayon- 
nement à distance insensible; et, au contraire, la 
chaleur rayonnante traverse les fluides aériformes, 
dans de très grandes épaisseurs ; en sorte qu'il y a 
échange de chaleur entre des molécules très éloi- 
gnées l'une de l'autre. Cette équation devra donc 
être remplacée par une autre, que l'on joindra aux 
équations (8) , (4), (6) , ofin d'en avoir un nombre 
égal & celui des inconnues p , p, •, «, «, w. Dans le 
problème des vents olisés, par exemple, qui sont 
produits par les différences de température àe% 
couches atmosphériques, on formera cette sixième 
équation de la manière suivante, qu'il nous suffira 
maintenant d'indiquer. 

La quantité de chaleur reçue pendant l'instant 
dl, par l'élément quelconque dm de la masse fluide, 
et qu'on peut supposer proportionnelle à dmdf , se 
compose de la chaleur solaire absorbée par dm 
pendant cet instant di , à laquelle il faut d'abord 
ajouter la chaleur rayonnante que cet élément re* 
çoit , dans ce même instant , d'une partie de la 
surface de la terre et de la partie de l'atmosphère 
dont la communication oveo dm n'est point inter- 
rompue par cette surface, et, en outre , la portion 
de chaleor qui peut être communiquée à dm par 
les élémens circonvoisins , comme dans les corps 
solides. En retranchant de cette somme la quantité 
de chaleur émise au dehors par l'élément dm, pen- 
dant l'instant dt , soit par communication , soit par 
rayonnement à grande distance, on aura Taugraen- 
iation instantanée de la chaleur de dm^ que l'on 
peut représenter par ^dmdt ; A étant un coeffi- 
cient dont je me borne à indiquer l'origine. D'un 
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autre cAté, cette augmentation de chaleur est égale 
il gVdtdm^ en désignant toujours par g et ^'dtp la 
chaleur spécifique rapportée à Tunité de masse , et 
l'accroissement instantané de température ; on 
aura donc klmdi^=gVdmdtf ou A =^6', pour Té- 
quation demandée, qu*on doTra substituer à Téqua* 
tion (7). 

662. Avant d^aller plus loin, il y a une remarque 
importante à faire relatiTement à Téquation (4). 

D'après la manière dont elle a été formée , elle 
exprime que la masse de Télément différentiel dm 
du fluide ne Tario pas pendant Pinstant di\ mais 
c'est pour abréger que Ton a considéré le vdluroe 
de cette partie du fluide comme infiniment petit ; 
et si Ton divise le -volume total en parties de can- 
deur finie, mais insensible, dont chacune renferme 
néanmoins un nombre extrêmement grand de mo- 
fécules , l'équation (4) exprime réellement que 
chacune de ces parties renferme toujours les 
mêmes molécules , et que , par conséquent, sa 
masse est invariable. Cest pour cela qu'elle est 
désignée sous la dénomination d'équation de la 
eontimiité du fiitulê. Or, il existe des mouvemens 
dans lesquels cette continuité n'a pas lieu , et où 
l'on ne doit plus faire usage de l'équation qui s'y 
rapporte. 

'Supposons, par exemple, que de l'eau soit con- 
tenue dans un cylindre vertical, ouvert à sa partie 
anpérieure. Si l'on échauffe le liquide par en haut, 
la température sera croissante , et la densité dé- 
croissante, en allant du fond à la surface) la masse 
fluide s'allongera , les- oouchea horisontales se 
remplaceront successivement , et l'éqnation de la 
continuité s'appliquera à ce mouvement. Hais si 
le liquide est échauffé par en bas , la densité sera 
croiasante , et la température décroissante de bas 
en haut : à la rigueur , les couches horiiontales 
pourront encore se remplacer successivement; 
mais un pareil mouvement ne serait pas stable ; et 
l'observation montre que les molécules d'eau s'é- 
lèvent du fond vers la surface , en traversant les 
couches supérieures. Tontes les parties très petites 
du liquide ne sont paa constamment formées des 
mêmes molécules ; l'équation (4) n'a donc paa lieu 
dana ce genre de mouvement ; et il est mémo 
douteux que les équations (3), fondées sur le 
principe de l'égalité de pression en tous sens, puis- 
aent s'y appliquer ; en sorte que , dans l'état ac- 
tuel de la science , nous n'avons aucun moyen de 
déterminer le mouvement d'un liquide dont les 
couches se traversent mutuellement , les unes en 
montant, les outres en descendant. La même re- 
marque s'applique aux mouvemens verticaux qui 
peuvent mister dans chaque colonne atmosphé- 
rique, dont les couches inférieures, échauffées par 
le contact avec la terre ^ et devenues plus légères , 
a'ëlèveni en traversant les couches supérieures. 
la détermination de ces mouvemens , d'un genro 
4ifliérent de ceux qu'on a considérés jusqu'à pré- 
sent, et leur influence sur les variations diurnes 



du baromètre , sont des questions sur lesquelles il 
importe d'appeler l'attention des géomètres. 

663. Dans les mouvemens des fluides que Ton 
soumet au calcul , on a coutume de supposer que 
les points qui se trouvent , à une époque déter- 
minée, sur une paroi fixe ou mobile , ou qui ap- 
partiennent à la surface libre d'un liquide , de- 
meureront sur cette paroi , ou appartiendront à 
cette surface, pendant toute la durée du mouve- 
ment j en sorte que l'on exclut les mouvemens 
très compliqués dans lesquels des points d'un 
fluide, après avoir appartenu à sa superficie , ren- 
treraient dans l'intérieur de la masse , ou récipro- 
quement; et l'on exclut même les cas où des 
points d'un liquide passeraient alternativement de 
la surface libre à la surface en contact avec une 
paroi fixe ou mobile. Ces conditions particulières 
auxquelles on assujettit les mouvemens que l'on 
considère, s'expriment par les équations suivantes. 

Soient toujours jt , y , s , les coordonnées varia- 
bles d'un point du fluide , et 

l'équation d'une surface fixe ou mobile qui passe 
par ce point au bout du temps i , et que nous ap- 
pellerons S, pour abréger. Désignons aussi par 
«', y, «', les coordonnées initiales du même point; 
de sorte que« , y , « , soient des fonctions de t , «', 
y', a'. Si Ton substitue leurs valeurs dans l'équa- 
tion donnée, elle se changera en 

F(«,*', y-, ,')=-«; 

et tous les pointa du fluide dont les coordonnées 
initiales satisferont à cette équation , seront ceux 
qui appartiennent, au bout du temps <, à la sur- 
face S; par conséquent, pour que ces pointa soient 
constamment les mêmes, il faudra que la fonction F 
ne renferme pas la variable i. Si donc S est la sur- 
face libre , ou celle d'une paroi fixe ou mobile , il 
faudra que la fonction ^ (/, s , y , a) soit indépen- 
dante de <, en y regardant «, y, s, comme des 
fonctions de ces variables; sa différentielle com- 
plète par rapport à i devra donc être nulle; et 
d'après la formule (2) , on aura 

4f ' df df ' df 

— ^-11 ^9 !-«;— = 0, (8) 

di ds dy dz 

pour exprimer la condition ci-dessus énoncée. 

Dans le cas d'une paroi fixe , la fonction f ne 
renferme^ pas explicitement le temps < ; en la re- 
présentant par L , de sorte que L = soit l'équa- 
tion donnée par la paroi , Téquation (8) deviendra 



dL dis dl 

u — + t> — -f- it/ — =0, 
dx dg da 



(9) 



Si l'on désigne par i la résultante des vitesses 
ti, V, 10, et par « , C , >, les angles qu'elle fait avec 
les directions des s,y, z ; si Ton appelle aussi a, è,c , 
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les angles qae fait la normale à la paroi avec 
les mêmes directions , et qu'on fasse 

on aura , en même temps , 

1f = /G0S«, c = ^ cosC, W={COS'y, 

dl dL dl 

— = X COB^, — = X C08-5, •— =:XC08 0; 

ds dgf da 

et, en substituant ces Talours dans Téquation (9) , 
et supprimant ensuite le facteur commun (k , elle 
deviendra 

cos « cos a r)- oos C cos 1 4* cos y cos = 0. 

Cette équation (9) signifie donc que la vitesse de 
chaque point de fluide adjacent à une paroi fiie , 
est normale à cette surface ; et , en effet , c'est la 
condition nécessaire et sulfisante pour que ce 
point ne se détache pas de la paroi , et ne fasse que 
glisser sur sa surface. 

A ta surface libre d'un liquide , la pression |> est, 
6n général , une quantité constante ; mais elle 
pourrait dépendre de t et être seulement indépen- 
dante de s , y , a , si la pression extérieure, com- 
mune à tous les points de cette surface , variait 
avec le temps ; en la désignant par T , Téquation 
de la surface libre sera donc p — T=Oj et en 
mettant jp«- T à la place de f dans Téquation (8] , 
on aura 

dp dp dp dp dt 

hii — + » — + u^— = — , (10) 

dt djp dy di dt 

()our réquation qui aura lieu en même temps que 
p«- T=0, ou en même temps que Téquation diffé- 
rentielle de la surface libre, qui a été donnée dans 
le n"» 648. 

Nous ferons remarquer que les équations (8) , 
(9) , (10) auront encore lieu , sans erreur sensible , 
lorsque les points du fluide ne s'écarteront de sa 
superficie , quo de quantités insensibles. Par con- 
séquent, si Ton considère , comme dons le numéro 
précédent, une portion du fluide dont les dimen- 
sions soient de grandeur finie, mais insensibles, et 
qui contienne néanmoins un nombre immense de 
molécules , et si Ton suppose qu'une partie de sa 
aurface appartienne à celle du fluide, à une époque 
déterminée, ces équations exprimeront, en réalité, 
que cela aura lieu pendant toute la durée du mou- 
vement. Celte partie commune aux deux surfaces, 
pourra , d^ailleurs , varier en étendue dans des 
rapports (quelconques \ et la petite portion de 
fluide dont il s'agit, en se déplaçant à la superficie 
du fluide , pourra s'étendre ou se rétrécir sans que 
son tolume change dans le cas d'un liquide, ou sa 
masse dans le cas d'un fluide quelconque. Ainsi, 
par exemple, lorsqu'un liquide pesant oscille dans 



un vase ouvert à sa partie supéritnre, retendue de 
sa surface libre et celle de sa surface de contaol 
avec les parois du vase varient pendant le mouve- 
ment , de sorte que le nombre des points matërieU 
du liquide, qui «ont situés à l'une ou l'autre de 
ces deux surfacea, n'est pas constamment le même \ 
mais les équations (9) et (10) peuvent avoir lieu 
néanmoins, si l'on considère qu'elles ne répondent 
pas seulement à dea points isolés , mais qu'ellea se 
rapportent à de .petites portions -du liquide., de 
grandeur insensible et de- forme variable. 

Ces équations particulières que Lagrange a in- 
troduites dans la théorie des fluides, concourront, 
dans chaque cas , avec l'état initial du système , à 
déterminer les fonctions arbitraires qui seront con- 
tenues dans les équations du mouvement. 

664. Dans un cas très étendu , on peut réduire 
les trois équations (3) à une équation aux diffé- 
rences, partielles du premier ordre , et faire dépen- 
dre d'une seule quantité , les trois inconnues u , v-, 
w. Ce cas a Ueu , lorsque la formule mds -|- c^ -|~ 
wdéi est une différentielle exacte d'une fonction 
de s , y , s , regardées comme des variables indé- 
pendantes , et que le fluide dont on s'occupe est 
homogène et partout à la même température, dana 
son état d'équilibre. 

Soit alors 

udx -f- tdy -f- wd» == d/^\ 

P désignant une fonction inconnue des quatre va- 
riables < , « , y 9 ' , mais la différentielle dip étant 
prise seulement par rapport à • , y , s , de sorte 
qu'on att 

dp dp dp 

•1 = —, e = — , 11^ = —. (o) 
ds dy d% 

D'après la nature des forces X , T , Z, qui provien- 
nent toujours d'attractions ou de répulsions , dont 
les centres sont des points fixes ou mobiles, ou les 
points mêmes du fluide , on a aussi 

\dx + Ydy + U% = dV, 

et, par conséquent , 

<fV ifV rfV 

X=-, Y = --, Z = -.; 
ds dy ds 

V étant une fonction de f , s, y, s , qui n'est dif- 
férentiée que par rapport & iP, y, m. Dans le cas 
d'un fluide élastique dont la densité est constante 

à l'état de repos , l'intégrale / —s'exprimera par 

un logarithme , si l'on suppose que la loi de Ma- 
riotte aitcncoro lieu à Tétat de mouvement; si 
l'on tient compte des variations de température 
qui accompagnent celle de la densité pendant le 
mouvement, cette intégrale sera une autre fono- 
tion de p ; et dans le cas d'un liquide homogène , 
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elle le réduira à — /», abstraction faite de la con- 

f 
staote arbitraire. Pour comprendre toiu ces cas en 

UD seul >, je ferai 

- = Pi 

P 



/ 



il en résultera 






l dp dP 
f ds d» 


1 dp d? 

P ^ dy 


1 dp d? 
P d» dz 



et au moyen de ces valeurs et des précédentes , les 
équations (3) deviendront 



dP 

ds 
d» 

dy 
d? 



57 

dv 
dy 

dv 



djcdt 



dp 
57 



d* p 



dp d^p 



dx* dy dxdy 



d* p dp d* p dp d* p 



dydt ds dydx dy dy* 

d* p dp d* p dp d» p 
^g a» dzdi dx dzdx dy d*dy 

Je les ajoute pprès les avoir multipliées par djr , dy, ds ; il vient 



dp 


d»p 


d% 


dxda' 


dp 
ds 


d*p 
dyd%' 


d» 
dz 


d«f 
dz* 



dP = dV 



h^'m^(^)<m' 



et tons les termes de cette équation étant des différentielles exactes à trois variables J7 , y ^ « , on en 
déduit immédiatement 



-'=^■[©■*G^G)■] 



(») 



La constante arbitraire qu'on devrait ajouter dans 
cette intégration , peut être censée contenue dans 
la quantité inconnue p , et l*on peut regarder les 
intégrales V et P comme des quantités entièrement 
déterminées. 

Cette équation , qui remplacera les trois équa- 
tions (3), fera connaitre la valeuïdep, quand 
celle de p sera déterminée ; les équations (a) dé- 
termineront aussi: les trois inconnues tf , v , w ; et 
quant à la valeur de p , elle se déduira de Téqua- 
tion (4) , qui devient 



dp 



dr 



d,p — d. p — 



dt ^ 



ds 



f 



ds 



+1 



<*y 



d.t- 

dv dz 

^J.— ;— =0. (C) 



da 



Bans le cas d^un fluide incompressible, cette équa- 
tion se réduira à 

— 4.iLî 4. — z=z 

dx* dy* dz* ' 

dans le cas d'un fluide aériforme , on y mettra 
pour f sa valeur en fonction de p , et pour p sa 
valeur tirée de Téquation (6). 

065. Pour que la formule uds -{- vdy -{• wds soit 
une différentielle exacte pendant toute la durée 
du mouvement , il faut qu'elle le soit à Torigine, 
et que les valeurs initiales de « , e , io , qui sont 
données arbitrairement en fonctions de « , y i s t 
ntisfassent aux conditions dMntégrabilité. Réci- 



proquement , on admet qu^il suffit que cette for- 
mule soit une différentielle exacte relativement à 
une valeur déterminée de (, pour qu'elle le soit 
aussi poiir toutes les valeurs de cette quantité; 
mais cette proposition n^a pas toute la généralité 
qu'on lui suppose. Voici comment on la démontre. 
Soit tf une valeur particulière de < ; supposons 
que pour cette valeur on ait 

vds + vdy + wdz = df^i 

pf étant une fonction de dp , y , jb. Si Ton désigne 
par t un intervalle de temps infiniment petit , et 
que le temps i devienne <| -|- • , les quantités tf , e , 
w , varieront aussi ; et en supposant que leurs ex- 
pressions en fonctions de ( soient développables , 
suivant les puissances de i , on aura 

dy dz 

et, par conséquent, 

udx + vdy + wdM=zdPt + %{u^ds + v,dy + «»^d«), 

en désignant par ii^, «,, tc^^, des fonctions de «, y, s. 
Pour avoir les valeurs des différences partielles 

du dv dw 

^ , —, —, qui entrent dans les équations (3), il 
di di dt 

faudra différentier ces valeurs de « , e, v, par rap- 
port à • ; ce qui donne 

du dv dw 



d^i 
ds 



dt 



I 7 



= «,, = W. 



'Il 



dt 
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En les substituant avec celles de «,9, ii»,et de t ces équations, et supprimant ensuite les termes 
leoxs différences partielles relatives à s, y, z, dans | multipliés par i, il vient 






1 dp 

p ds 

1 dp 

p 4r 

1 dp 

P du 



ds dx* 



— = Y — ». — 



— — = Z — 10. 



rf», d* p, 
dx dydx 

d^t d* p. 





dxdy 


Js 


df dje 


dy 


d^P. 
dy* 


" ds 




fL 


d*9f 


*i 


d»f, 



ds dsds dy didy 



d^où l'on tire, diaprés les notations précédentes , 



d% dz* ' 



—-Am<i)<m' 



et d^où il résulte que la quantité (u^ds -}- ^fiy -|" 
W|ds)t, dont s^accroit la formule uds -|- vdy -f- «cds 
pendant le temps % , sera une différentielle exacte. 
Par conséquent, cette formule sera une différen- 
tielle exacte au bout du temps <)-)-•, puisqu^on 
suppose qu'elle Test au bout do temps i^ ; elle le 
sera au bout du temps f^ -)- 2i , puisqu'elle Test au 
bout du temps t) -f- 1; et ainsi de suite. £t comme 
on peut prendre t positif ou négatif, on en conclut 
que cette formule uds -f- vdy -f- wds est une dif- 
férentielle exacte pour toutes les valeurs de #, si 
Ton s'est assuré qu'elle le soit pour telle valeur 
qu'on voudra de cette variable. 

Mais cette démonstration suppose que les valeurs 
de «, e, w, qui répondent à ^-f" * * peuvent se dé- 
velopper suivant les puissances de « , ou , ce qui 
revient au même, elle suppose que les expressions 
de «, 9, w, en fonctions de f, satisfont aux équa- 
tions du problème et à toutes celles qui s'en dé- 
duisent par des différentiations relatives à t. Or, 
cela n'a pas toujours lieu à l'égard des «expressions 
de « , o, w, en séries d'exponentielles et de sinus 
ou cosinus, dont les exposons et les arcs sont pro- 
portionnels à t ; et la démonstration étant en dé- 
faut , la proposition peut aussi être , et elle est ef- 
fectivement en défaut dans certains cas dont j'ai 
rencontré des exemples. Dans chaque problème , 
les expressions de u, o, w, dont il s'agit, satisfont 
aux équations relatives à la masse et à la surface 
du fluide en mouvement ; en y déterminant conve- 
nablement les coefficiens des exponentielles et des 
sinus ou cosinus , elles représentent l'état initial et 
donné de tous les points du fluide \ et si les séries 
qui en résultent sont d'ailleurs convergentes , cela 
suffit pour qu'elles renferment la solution de la 
question, quoiqu'un de leurs caractères particu- 
liers soitde ne pas toujours satisfaire aux équations 
qui se déduisent de celles du mouvement , par de 
nouvelles différentiations. 



656. La condition d'intégrabilité de la formule 
uds -f- vdy 4- tpds n'a pas lieu dans le mouvement 
d'un fluide qui tourne , sans changer de forme, au- 
tour d'un axe fixe. En effet , les composantes de 
la vitesse d'un point quelconque sont alors les 
mêmes que dans le cas d'un corps solide ; en pre-> 
nant donc l'axe fixe pour celui des s , et désignant 
par « la vitesse angulaire de rotation , on aura 
(noaSS) 

« = — yu, i7 = «M, 10 = 05 

d'où il résulte 

uds -f- vdy -)- wd» = « [rdy — yds) ; 

quantité qui n'est point une différentielle exacte , 
puisque le facteur • est indépendant des coordon- 
nées f et y. 

Il en résulte que pour déterminer la pression p 
en un point quelconque , il faudra recourir, dans 
cet exemple, aux équations (3). Or, en y mettant 
les valeurs de u, v, f&, et considérant «* comme une 
quantité constante par rapport à f , aussi bien que 
par rapport à x, y, s, il vient 

1 dp 1 djp 1 dp 

rrrX-f-ai»», =Y -|- •« y, = Z; 

f ds p dy f da 

d'où l'on tire 



— dp^=^ \ds •\- Ydy + Zd^ 4- •» (jrd* -f ydy} j 

équation qui coïncide aveo celle qu'on a trouvée 
dans lo n» 600 , par la considération de l'équilibre 
des forces données qui agissent sur tous les pointa 
du fluide , et de leurs forces centrifuges résultant 
de son mouvement de rotation. 
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667. Il n^entre pas dtiu le plan de cel ootrago , 
de faire connaître les résultais nombreux qui ont 
été dédaits des équations générales du mouTement 
des fluides qu'on Tient de donner ; je me contente- 
rai d'indiquer les ouTrages dans lesquels on peut 
les trou-ver. Dans le chapitre suivant, je détermine* 
rai le mouvement d'un fluide qui s'écoule dans un 
Tase, d'après nne hypothèse particulière et approxi- 
mative , généralement suffisante pour la pratique } 
et j dans celui-ci , je prendrai pour exemples do 
l'application des équations générales ,. les cas les 
plus simples de la théorie du son. 

1» On trouvera , dans les tomes II et V de la Mi- 
eamquê eéUêiê, tout ce qui est connu jusqu'à pré- 
sent sur les oscillations de la mer et de l'atmo- 
sphère, produites parles attractions de la lune et 
du soleil. 

2o Le tome II de la Mécanique anal^Hqw ren- 
ferme la détermination , par le moyen de séries 
convergentes , du mouvement d'un liquide pesant, 
soit dans un canal très étroit , soit dans un Yase 
très profond. 

30 Relativement aux oscillations de ce liquide 
dans un vase d'une profondeur quelconque, je 
renverrai au Mémoire que j'ai inséré , sur ce sujet , 
dans le tome XIX du Journal de 11. Gergonne. 

4* Pour le problème de la propagation des ondes 
à la surface et dans l'intérieur d'une eau stagnante, 
je renverrai de même à nk>n Mémoire inséré dans 
le tome I"' de l'Académie des Sciences. 

Sf> Sur l'écoulement des fluides élastiques dans 
les vases et dans les tuyaux , on pourra consulter 
le Mémoire de M. Ravier, qui fait partie du tome IX 
de cette Académie. 

60 Enfin, pour tout ce qui concerne la théorie du 
son, et, généralement, la propagation du mouTC- 
me nt dans un milieu élastique ou dans plusieurs 
milieux superposés, j'indiquerai les Mémoires que 
j'ai écrits sur ce sujet, et qui font partiedu 14^ ca- 
hier du Journal de V École Polytechnique , et des 
tomes II et X de l'Académie des Sciences. 

658. Pour donner une application des équations 
générales , considérons un fluide élastique homo- 
gène, dont la température et la densité soient par- 
tout les mêmes dans son état d'équilibre, et qu'on 



ait écarté un tant soit peu de cet état , de sorte que - 
pendant tout le mouvement qui en résultera , les 
Titesses de ses différons points soient très petites , 
et les condensations ou dilatations dont elles se- 
ront accompagnées soient aussi de très petites frac- 
tions. Rous négligerons, en conséquence, les car- 
rés et les produits de ces quantités ; ce qui réduin 
les équations du mouvement à la forme linéaire, et 
permettra d'en obtenir les intégrales sous forme 
finie. Hous ferons aussi les forces X , T, Z, égales 
à xéro , afin que la densité du fluide , dans l'état 
d'équilibre , soit constante , comme nous le sup- 
posons. 

SoH D cette densité ; p étant celle qui a lieu dans 
Pétat de mouvement , au bout du temps t et au 
point dont les coordonnées sont s , y, s, on aura 

, = D (1 + *), 

en désignant par < une fraction positive ou néga- 
tive , qu'on suppose très petite. Soient aussi "k et 
gmk la hauteur et la pression barométriques qui 
répondent è la densité D ; g représentant la gravité 
et m la densité du mercure. Dans l'état de mouve- 
ment , la pression p, qui répond & la densité p, se- 
rait qmk (t -f- ê)y d'après la loi de Mariotte , si la 
température du fluide était invariable; mais, à 
raison de la condensation positive ou négative #, 
la température augmente ou diminue \ et si le mou- 
vement est assez rapide pour que le fluide n'ait pas 
le temps de revenir à sa température primitive, la 
pression variera dans un plus grand rapport que la 
densité. Nous supposerons donc qu'on ait, en gé- 
néral , 

P = 9»* (1 + « + ''); 

9 désignant une quantité de même signe que «, et 
qui en est une certaine fonction. A cause de la pe- 
titesse de #, on peut supposer cette quantité 9 pro- 
portionnelle à «, et faire 

0- = C*; 

C étant un coefTicient positif et indépendant de a. 
Au moyen de ces valeurs, on aura 

àf = qmh (1 -f C) df; 
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et il en résaltera 



/ 



^z=o log{l + .), 



en sapposant que Tiotégrale s^éTanonÎMe aTec #, 
et faisant , pour abréger, 

gfnh (1 + g) 
D 

Si Ton néglige le carré de « et qu'on prenne cette 
intégralepourla Yaleur de la quantité? comprise 
dans Téquation (6) du no 654, on anra 

P- = a» # ; 

th d$ dp 
en négligeantaussi les carrés des vitesses — , — , — , 

dx dy d» 
et supprimant le terme V qui provient des fbrces 
X , T, Z, cette équation (6) deviendra 

1 dp 

r= i (l)] 

a* dt 

et en la joignant anx équations (a), savoir, 

dp dp df^^ 

tt = -., t^ = --, « = -, (2)- 
ds dy d% 

ces quatre équations i\ftront connaître la condensa- 
tion, la grandeur et la direction de la vitesse du 
fluide , au bout du temps i et au point dont les 
coordonnées sont « , y, ^ , lorsque la fonction p 
aura été déterminée en fonction des « , y, « , /. 

Si les déplacemens des points du fluide sont aussi 
supposés très petits , c'est-à-dire, si les points du 
fluide ne font que de très petites oscillations , et 
n'ont pas un mouvement commun de translation 
ou de rotation , les variables « , y, s , différeront 
très peu des coordonnées initiales s', y', z\ du 
point auquel eiles répondent; on pourra les jegar- 
der comme égales à ir', y', s', en intégrant les va- 
leurs de tiJf , vdi^ wdty pour en déduire , à un in- 
stant quelconque, les déplacemens de ce point 
suivant les trois axes des coordonnées; et alors, 
on aura 

»'^s'=fudi, y^yf=fvdi, s^s'=fwdti 

les intégrales étant prises de manière qu'elles s'é- 
vanouissent quand # = 0. 

Quant à la quantité^, pour obtenir l'équation 
dont elle dépend , je mets D(l + «) à la place de f 
dans Péquation (t) du numéro cité ; et en négli- 

dp d^ dp 
géant les produits de « et de — , — , — , il yient 

dr dy ds 



dente, 




d^P _ /rf« » d« » d« p\ 
dt* " **" \dx» "^ <%f« ■*" dz* )' 



(3) 



di àx* ' dy ' dn* 
on bien, en substituant pour « sa valeur précé- 



Ces équations (1), (2), (3), sont celles de la théo- 
rie du son dans un air dont la température et la 
densité sont constantes. Elles supposent que la 
formule %tds -f* ^^9 + ^^ *^^^ ^^^ difl'érentielle 
exacte; ce qui a lieu, effectivement, dans les 
deux cas particuliers auxquels nous aHens les ap- 
pliquer. 

669. Supposons , d'abord , que l'air soit contenu 
dans un tuyau cylindrique , et que ses points se 
meuvent parallèlement à l'axe, qui sera horisontal, 
afin que la pesanteur ne fasse pas varier la den- 
sité. En prenant l'axe des x dans cette direction , 
on aura « = et ic; = 0; la quantité p ne sera 
fonction que de m et #.; et l'équation (3) se ré- 
duira à 

d» p d* p 

dt» dx* 



On en déduira les mêmes conséquences que de 
l'équation (1] du n° 495 , relative aux vibrations 
longitudinales d'une verge élastique. Quand le 
tuyau se prolongera infiniment , a sera la vitesse 
de la propagation du son suivant sa longueur ; 
quand il sera terminé , et d'une longueur t, le nom- 
bre des vibrations du fluide, dans l'unité de temps, 
correspondant au son le plus grave, sera en raison 
inverse de/; quand le ton s^élèvera, ce nombre 
croîtra dans le même ropport que celui des nœuds 
de vibrations ; et en désignant par x la distance 
comprise entre deux nœuds consécutifs , et par n 
le ndmbre correspondant des vibrations, on aura 

a 
n = — . 
2x 

En ces points, la vitesse des molécules d'air est 
nulle , et la condensation s ne l'est pas ; il y a , ao 
contraire , d'autres points on cette condensation 
est xéro , et où le fluide est en mouvement. Les 
distances qui séparent ces autres points sont les 
mêmes que pour les premiers, comme on peut le 
voir par les formules du n» 490. Ils jouissent d^une 
propriété qui sert à les déterminer par l*expérience, 
et qui n'appartient qu'à eux. Si l'on fait une oa- 
verture à la paroi du tuyau en l'un de ces points 
où la condensation est nulle , et qu'on établisse la 
communication avec l'air extérieur, le mouvement 
du fluide intérieur n'est aucunement changé , non 
plus que le ton qu'il fait entendre. En prenant 
pour X la distance de deux de ces points conséca- 
tifs , et pour n le nombre correspondant au ton 
observé, Téquation précédente fera connaître la 
valeur de a, et par suite celle de la quantité C con- 
tenue dans l'expression de cette vitesse. L'usage , 
pour cet objet , du ton élevé qui répond à une par- 
tie aliquote de J, est préférable à celui du ton 
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fondamenUl , qui p^t être infloeifcé parie mode 
dHnsafflation du tuyau et par les circonstances re- 
latives à Tembouchure. C'est de cette manière que 
H. Dulong a déterminé, pour Tair et différens gax, 
les Taleurs de la quantité y du n® 638 ; laquelle 
quantité est égale -à 1 -|- C> comme on le verra tout 
à Theure. 

600. Pour second exemple , je supposerai que la 
masse d'air s'étende indéfiniment en tous sens , et 
qu'elle soit ébranlée semblablement, suivant toutes 
les directions , autour d'un point fixe que je pren- 
drai pour origine des coordonnées. Si Ton appelle r, 
au bout du temps t, le rayon vecteur du point qui 
répond à « , y, s , et ^ sa vitesse, elle sera dirigée 
suivant ce rayon , et sa grandeur sera une fonction 
de r et /, ainsi que la condensation «; car il est 
éf ident que tout doit être symétrique autour de 
l'origine des coordonnées, pendant toute la durée 
do mouTement. On aura 



?*- 



iy 






11/ = —; 

r 



et à cause de 

il en résultera 

udx + vdy 4" v;dz =. idr; 

en sorte que cette formule sera la différentielle 
eiacte d'une fonction de r et t. Cette fonctionétant 
la quantité f , déterminée par l'équation (3) , on 
aura 

dp 

^ dr' 

pour la résultante des vitesses ti , p , w. 

En la différentiant par rapport à «, y, s, on aura 
aussi 



df M 



dp dp 's dp dp y dp 

dx dr r dy dr r da dr r 
en différentiant une seconde fois, il vient 

é 

d» p d* p X* _. dp y» + a» 

"dx* dr* r« "*" "Sr" r* ' 

d^ p d* p y* d9 s* -|- '* 

^ï dr* r« dr r* ' 

d* p d» p z* , dp X* '^' y* 
ds* dr* r* dr r^ * 

et , d'après ces valeurs , l'équation (3) devient 

£li /d^P , 2 dp\ 

on, ce qui est la même chose, 

d* . rp d* .rp 



dt* 



dr» 



(4) 



Son intégrale complète est (no 48(!Q 

f^=:/'(r+af) + F(r-«0; 

/* et F désignant les deux fonctions arbitraires. Si 
donc on fait 

dfz ^, «ffjB 

pour une variable quelconque S} on déduira Recette 
intégrale 

t = -[f(r + ««)+r(r-«0] 

r 

--(/■('+«')+*(•— »«)].)(«) 

r» 
1 

or 

et ces formules feront connaître la vitesse et la cou- 
densation en un point et à un instant quelconques, 
après qu'on aura déterminé les fonctions/ et /^ pour 
toutes les valeurs de r -|- ^^t <{u^ ^^t une variable 
positive, et les fonctions F et F' pour toutes les va- 
leurs positives ou négatives de r — ai, 

661. Tout étant semblable, par hypothèse, autour 
de l'origine des coordonnées , il faut que le centre 
de l'ébranlement du fluide demeure immobile peu- 
dant toute la durée du mouvement ; il est donc né- 
cessaire que la première formule (5] s'évanouisse 
avec r ; ce qui exige que , quand ce rayon est infi- 
niment petit, on ait 

A'- + flO + F'(r-aO=T5 

T désignant une fonction inconnue de i. En faisant 
le rayon r tont-h-fait nul dans la première de ces 
équations et dans sa différentielle par rapport à of , 
savoir, - 

r dl 

r(r+aO-F(r-aO= , 

a di 

et mettant m au lieu de a<, on aura donc 

/»+F(-») = 0, fz-Fi-s) = 0, (6) 

mais seulement pour les valeurs positives de m. Ces 
équations feront connaître les valeurs de F ( — m) 
et F (— z), d'après celle de /s et fB; en sorte qu'il 
ne restera plus qu'à déterminer les valeurs de /is, 
/*'«, Fjb, F's, pour toutes les valeurs positives de s. 

1 

Pour cela, soient 4r et — irr les valeurs Initiales 

a 
de i et «, de sorte que 4** ^^ "^^ désignent des fonc- 
tions données depuis r = jusqu'à r = oo , dont la 
première devra être nulle pour r = 0, et qui sont 
toutes deux de certaines vitesses. En faisant < = 0, 
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dans les équations (6), nous aurons 

1 1 

4r= — ; — + 



dr 

dfr dfr 
dr dr 



dr 



d'où Ton tire 

r r ') V; 

Fr — /rsir+i r + cj ) 

en représentant par 5 et c deux constantes arbitrai- 
res, etCsisant 

f^rdr = 4i r, Jrirrdr == >Pi r: 

on pourra supposer que ces deux intégrales s'éva- 
nouissent pour telle valeur qu'on voudra de r; nous 
prendrons tout à l'heure r = oo pour cette valeur. 
Si Ton a seulement égard aux constantes b et c, 
les équations précédentes donneront 

Fr=^6r+ ic, FV= i c; 



on en conclut 



/■(r + «0 
/»(r + at) 



7 »(r + "') 



1 

7«, 



pour r > al, on aura aussi 

F(f-oO=76(r-.flO+ r«i 

F'(r-aO=7Ô; 

pour r < al, on aura 

/•(al-r)= i6(<rt-r)-ic, 

et en vertu des équations (6} il en résultera 
F(r-aO= jb{r^at)+ i-c, 

r{r^at)z=zLb, 

comme dans le cas de r > at. Or , en substituant 
ces différentes valeurs dans les formules (6) , on 
trouvera qu'elles se réduisent à zéro ; de sorte que 
les deux constantes arbitraires ( et o disparaissent 
des expressions de i et s. 

En en faisant donc abstraction , et mettant s au 
lieu de r dans les équations (7) et dans leurs diffé- 



rentielles, il vient 

/•. = 1^4, ,-f *.., 

/'. = i-4. »+ i..(4*_*,), 

Ps = •!- »4' » + 7 *» •• » 



(8) 



pour les valeurs qui restaient à trouver. 

Les formules (6) ne contiendront plus rien d'in- 
connu, et renfermeront, par conséquent, la solu- 
tion complète du problème. On peut remarquer que 
rien, dans la question, ne pourrait servir à déter- 
miner les valeurs de f{ — s}, dont les formules (6) 
n'exigent pas la connaissance. 

062. Voici maintenant les conséquences relati- 
ves à la théorie du son, qui se déduisent de ces for- 
mules. 

Soit < le rayon de l'ébranlement primitif, en sorte 
que '^r et irr aient des valeurs données arbitraire» 
ment depuis r = jusqu'à r = t, et soient xéro 
depuis r = • jusqu'à r=: oo . Les intégrales 4i ^ et 
iri r seront des quantités constantes pour toutes les 
valeurs de a qui surpassent ij et comme on les sup- 
pose nulles pour r == oo , elles le seront aussi de- 
puis r = f jusqu'à r = «> . 

Cela posé, si l'on considère d'abord un point da 
fluide compris dans l'étendue de l'ébranlement pri- 
mitif, on aura r < <. Tant que t sera moindre que 

• — r 



, les valeurs de/'(r+a/) eif {r+ai) ne seront 

pas nulles, et on les déduira des équations (8); il en 
sera de même à Tégard des valeurs de F (r — ai) et 

r 
F' (r — irt) , tant qu'on aura * < — ; quand I sur- 

a 
r 
passera — , celles-ci se déduiront de celles de /y[ai*r) 

a 
et /^ {ai — r), au moyen des équations (6) j enfin , 



quand le temps t aéra devenu plus grand que 

tous les termes des formules (6) seront nuls, et tous 
les points contenue dans l'étendue de Fébranlement 
primitif seront revenus à l'état de repos. Ainsi, 
pour tous le» pointa compris dans la sphère dont le 
rayon est •, la durée du mAnvement décroîtra, du 

t 2t 
centre à la surface, entre les limites — et — . 
. a a 

£n dehors de Vébranlement primitif, on aura 
r 4- Ç* > I j ce qui fera disparaître /" (r + a*) et 
/^ (r 4- at) des formules (6), et les réduira à 



1 

r 
1 

ar 



at) F(r— «0» 

r» 
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quand on a r > ol, on bien, en vertn des équa- 
tions (6), à 

1 1 

t = -f (of- r) + «f(ol- r), 

1 

ar 

lorsqu'on a a< > r. Les valeurs des quantités conn 
prises dans ces expressions de J et s seront données 
par les formules (8) ; elles seront nulles tant qu'on 
aura r > a# + 1, et le redeviendront dès qu'on aura 
f < «< — f j d'où Ton conclut que le son se pro- 
pagera à l'air libre avec la même vitesse a que 
dans l'intérieur d'un tuyau cylindrique; que le 
mouvement de chaque molécule d'air subsistera 

2* 
pendant un intervalle de temps égal à—, et que la 

a 

largeur de l'onde sonore sera égale au diamitre 8i 
de l'ébranlement primitif. 

A une grande distance du centre de cet ébranle- 
ment, on pourra négliger les seconds termes des 
valeurs de J, qui sont divisés par f» , par rapport 
aux premiers qui ne le sont que par r ; on aura 
alors, pendant toute la durée du mouvement, 

« = — , 
a 

comme dans le no 408, où « représentaii la dilata- 
tion BU Ken de la condensation. La vitesse propre 
des molécules d'air décroitra alors en raison inverse 
der. On suppose Tintensité du son proportionnelle 
au carré de cette vitesse ; en sorte qu'à une grande 
distance du lieu de l'ébranlement primitif, elle dé- 
croîtra en raison inverse du carré de cette distance; 
ce qui paratt conforme à l'expérience. 

Ces résultats ont encore lieu , lorsque l'ébranle- 
ment n'est pas le même en tous sens. A une dis- 
tance considérable par rapport à son diamètre, la 
vitesse du son est uniforme et égale à la- constante «, 
les ondes ont une forme à peu près spbérique, et, 
suivant la direction de chaque rayon, l'intensité du 
son varie en raison inverse du carré de la distance, 
cpielle que soit, d'ailleurs, su variation en passant 
d'un rayon à un autre. Cette intensité décroît aussi 
avec la densité du milieu où le son est produit; en 
sorte que, par exemple, elle diminue à mesure qu'on 
approche du sommet d'une haute montagne. En 
considérant la propagation du son dans un air com- 
posé de couches de difTérentes densités, on tronve 
qu'à distance égale, son intensité ne dépend que 
de la densité au lieu de l'ébranlement primitif; 
d'où il résulte qu'une personne placée dans un 
ballon, doit entendre le bruit qu'on fait à k sur- 
face de la terre, comme si elle éUit à cette surface ; 
tandis que le bruit qu'elle ferait serait entendu , à 
cette surface, comme si l'on était dans la couche 
atmosphérique où se trouve l'aérostat. 



Si l'intensité du son dépend de la grandeur des 
vitesses des molécules d'air qui frappent l'organe 
de l'ouïe, si l'élévation du ton est réglée sur le nom- 
bre de ces coups dans un même temps, c'est-à-dire, 
sur la répétition plus ou moins fréquente des vibra- 
tions de l'air, on peut se demander ce qui fait la 
différence d'une syllabe à une autre, chantées avec 
une même force et sur un même ton. Selon Culer, 
cette différence doit être attribuée à la forme de la 
fonction qui exprime la loi des vitesses successives 
de l'air pendant chaque vibration ; de manière que 
Pergane de la voix aurait la faculté de donner à 
cette fonction la forme convenable, et l'organe de 
l'ouTe, la faculté d'en apprécier les formes diverses. 

663. Sans que la forme de l'équation (4) soit 
changée, on peut transporter l'origine des coor» 
données en d'autres points du fluide. D'après oela, 
si l'on désigne par r^ r^,, r^,„ etc., les rayons vec- 
teurs d'un même point, comptés de ces diverses 
origines, et si l'on suppose successivement que f 
soit fonction dei et de chacun-de ces rayons, on sa- 
tisfera à réquation (4) au moyen de la valeur def 
du no 660, et des valeurs qui s'en déduisent, en y 
mettant r^, r,^, r^j^, etc., au lieu de r, et changeant 
à chaque fois les fonctions arbitraires. A cause de 
la forme linéaire de cette équation, on y satisfera 
donc aussi en prenant pour f la somme de toutes ces 
valeurs particulières , ce qui donne 

l 

^ = -[f (r +ol) + F Cr- àt)] 

r 



1 



+-[/;(^+«o+F/(n-«o] 



w 



-(-etc. 

Or, on conclura de cette formule, que si l'air est 
ébranlé simultanément autour de chacune des ori- 

gines de r, r^ r^j, etc., la condensation — en un 

dt 
point et à un instant quelconques, qui sera toujours 
donnée par l'équation (1}, aura pour valeur la 
somme des condensations qui auraient lieu en vertu 
de tous ces ébranlemens isolés. De plus, en vertu 
des équations (2), les composantes de la vitesse au 
bout du temps i^ et en un point M , dont J? , Sf , s , 
sont les coordonnées par rapport à l'origine de r, 
auront pour expressions 

d^ dp dr dp dr^ dp drf^ 

u=z ^ z=z ^ 1 h etc., 

ds dr dx dr^ dx dr„ ds 

dp dp dr dp dr, dp dr^^ 

dy dr dy dr^ ày dr,^ dy 

dp dp dr dp dr, dp dr^, 

u;= — = H 1 f etc. ; 

d% dr di dr, ds dr^, di 

54 
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àp d9 th 
les différences partielles — , —, —, etc., étant pri- 
eur dtfdr^t 
ses en regardanir, r,yr,j, etc., comme des variables 
indépendantes. Maïs si Ton appelle ^^ ^|, s^, les 
coordonnées de M rapportées à Torigine de fi et à 
des axes parallèles à ceux des s-, y, ji, ces coordon- 
nées fj, y,y z„ ne différeront de x, y, s, que d'une 
quantité constante; de sorte que Ton aura 

dr, dr,^x, dr^^dTt^y, ^i_^^i_*i, 
dx dXi r^ Ây dy, r, da rfs, r^ 



on aura de même 



dx 



11 



tt 



dr 



il 
d^ 



Sfii 



dr 



u 



II 
dz 



Ui 



il 



en désignant par t^^ y^„ ji^p les coordonnées dn 
même point, dont Torigine est celle de r^, ; et ainsi 
de suite, les formules précédentes deviendront 
dono 



Wi 



dp 9 df K, dp *f, 

: — — + — — +> + etc. 

dr r dr^ r^ dr„ r,, 

dt y dp y, dp y,, 

: + -^ + + etc., 

dr r dr, r, dr,^ r„ 

dp s dp £i dp B„ 

: J- \r + etc.; 

dr t dr^ r, dr^r^f 



d*où Ton conclut que la résultante de u, v, w, 

dp dp dp 

sera la même que celle des vitesses — , — , — , etc., 

dr dr, dr„ 

dirigées suivant les rayons Tecteurs r, r„ r^p etc., 

et, par conséquent, en vertu de la formule (9), la 

même, en grandeur et en direction, que si tous les 

ébranlemens autour des centres de ces rayons 

avaient Ueu isolément; ce qui s^accorde avec le 

principe de la superposition des petKs mouvemens. 

664. Cette formule (9) servira aussi à déterminer 
la réflexion du son sur un plan fixé. 

Pour cela, supposons que la masse d^air soit ter- 
minée par un plan fixe AB (fig. 140), et que Tébran- 
lement primitif ait lieu autour du point C, origine 
du rayon vecteur r, et ne se soit pas étendu jus- 
qu'au plan AB. De ce point, abaissons la perpendi- 
culaire CD sur ce plan ; prolongeons-la d'une quan- 
tité DGj, égale à CD: supposons que C, soit Torigine 
de r,; et prenons la droite CDC, pour axe des x et x,. 
En appelant h la longueur de CD, on aura x = A et 
Xf=z — A, pour tous les points du plan AB ; pour 
ces. valeurs dedr et «^, il faudra donc que la vitesse ti, 
perpendiculaire à ce plan, soit constamment 
nulle (no 663). Or, on satisfera à cette condition et 
à Pétat initial du fluide, en prenant pour p la for- 



mule (9) réduite à ses doux premiers termes, sa- 



voir: 



» = -{/■('• + «0 + F (r - ol)] 

r 



et déterminant convenablement les fonctions arbî* 
traires/,F,/;,F^. 

En effet , on déterminera les deux premières , 
comme précédemment, d'après l'état initial da 
fluide autour du point G ; les points qui répondent 
àTj < A, n'appartenant pas au fluide, on pourra 
donner telle Taleur qu'on voudra A chacune des 
fonctions f,r, et I,r, sans altérer cet état initial ; on 
pourra donc prendre pour les fonctions indiquées 
par/], et P^ les mêmes fonctions qu'on aura trou- 
vées pour celles dont les indices sont f et T; la for- 
mule précédente deviendra alors 



♦ =:-[f(r+ B«)+.F(r-«0] 

r 

+ -\f{r,+ ot)+f [r,- ai)], 

r. 



(10) 



et ne renfermera plus rien d'inconnu. De plus, 
pour tous les points du plan AB , on a fj =:r; on 

ép dp 
aura donc — = — ; et comme on a aussi pour ces 

4r dr^ 
mêmes points â; = A et j;^ = — A , il en résultera 
« = ; en sorte que la formule (10) représentera 
l'état initial du fluide , et remplira la condition re- 
lative aux points adjacens au plan AB ; oe qu'il s'a- 
gissait d'obtenir. 

Soit 11 le point du fluide dont les rayons vecteurs 
GH et C^M sont f et fi ; en vertu des deux parties de 
la formule (10), ce point sera d'abord ébranlé au 

r— • 

bout d'un temps égal à , et ensuite au bout 

d'un temps égal à -! , en désignant toujours 

pari le rayon de l'ébranlement primitif. Le premier 
mouvement produira le son direct, et le second le 
son réfléchi. Gelui-oi sera le même que si le plan AB 
n'existait pas , et qu'un second ébranlement iden-> 
tique avec celui qui a lieu autour du point C, ait en 
lieu simultanément autour du point C^. Il se pro- 
pagera avec la même vitesse a que le son direct, et 
aura l'intensité correspondante à la distance C^, 
ou à la ligne brisée C£H, en supposant que E soit 
le point où le rayon C^H coupe le plan AB. Enfin EF 
étant la normale à ce plan , les deux parties CE et 
MK du rayon sonore qui se réfléchit au point £, fe- 
ront l'angle d'incidence CEF égal à l'angle de ré- 
flexiçn HEF. Ainsi, il résulte de la formule (10) 
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que les lob de la réflexion da son sur un plan fixe 
sont exactement les mêmes que celles de la lu- 
mière. 

065. Comparons maintenant la TÎtesse «, donnée 
par la théorie, à celle qui a été déterminée parTex- 
périence; et pour cela, soyons d'abord ce que si- 
gnifie la quantité C contenue dans son expression. 

Diaprés les Talenrs de p, p, 0-, du no 068, on a 

F -n #« 1 — _\ ï 



»(»+') 



ou plus simplement 



,=£;!,(»+<•), 



(») 



en négligeant le carré de s. Supposons que * soit 
Taugmentation de température qui répond à cette 
condensation s ^ de sorte que la température , qui 
était ê dans Tétat d'équilibre , devienne I -f* «- ou 
bout du temps f, dans Tétat de mouTcment. A cet 
instant , la pression pf la densité p et la tempéra- 
ture C 4" 'Il auront lieu simultanément ; diaprés 
Téquation (1) du n» 085, on aura dono 

p = », [1 + • (, + ,)], 

en désignant par k un coefficient indépendant de la 
densité et de la température, et par a le coefficient 
0,00375 de la diloUtion des gax. Dans Tétat d*équi- 
libre, on a 

appliquée à cet état , .Féquation précédente sera 
dono 

gmh = AD (1 + «I) ; 

par conséquent , on aura , dans l'état de mouv^ 

ment. 



gmh 



(• *1T7> 



et, en comparant cette Taleur de p à la formule (a), 
il en résultera 



C == 



(1 + «!> 



Or, siPon suppose les vibrations de l*air asseï ra- 
pides pour que la condensation s ait lieu sans au- 
cune perte de obaleur, on pourra mettre ê et « à la 
plaoe de I et • dans l'équation (5) du u^ 637 ; ce 
qui donne 

t + « = >; 

y étant le rapport de la chaleur spécifique de l'air 
sous une pression constante , à sa chaleur spécifi- 
que sous un Tolume constant. 

ia valeur de a* du n» 058 deviendra, de cette 
manière , 

gtnhy 
a' = — =r"— . 



Si l'on appelle A la densité de l'air sous la pression 
gmh et à la température xéro , on aura (n» 025) 



D = 



1 + «e * 

et par conséquent , 



(») 



Puisque la quantité y est regardée comme indé- 
pendante de 1 a température et de la pression(no 638)| 
on voit, 1* que la vitesse a croîtra avec la tempé- 
rature dans le rapport de |/^1 «f- «0 à l'unité; 
2* qu'elle ne variera pos avec les hauteurs baromé- 
triques , puisque A et A croissent en même temps 
et dans le même ropport. Les académiciens fran- 
çais envoyés ou Pérou , pour la mesure d'un arc du 
méridien , ont, en efi'et , trouvé à peu près la même 
vitesse du son à Quito, où la pression barométri- 
que n'était pas tout-k-fait de 0>n,55, qu'à Paris, où 
elle s'élève à 0>»,7e. l'état hygrométrique de l'air 
doit influer un peu sur la valeur de a : la densité 
diminuant , toutes choses d'ailleurs égales , à me- 
sure que l'air contient une plus grande quantité 
de vapeur, la vitesse a augmentera avec le degré 
d'humidité; mais d'après les données du n^032, à 
la température de l8o,75, par exemple, la densité 

de l'air sec excède à peine de-i., celle de l'air 
chargé du maximum de vapeur ; ce qui ne fait 
qu'une variation de -^ pour la vitesse du son dans 

ees deux états extrêmes de Thygromètre. 

Dans l'expérience la plus récente que l'on a faite 
sur la vitesse du son , les commissaires du Bureau 
des Longitudes ont trouvé 

a = 340n,8<^, 

en prenant la seconde pour unité , et la tempéra- 
ture de l'air étant 16o,9 du thermomètre centigrade. 
Or, si l'on fait dans la formule (b) 

m 
g = 9»,80896 , h = 0>a,70 , — ^ = 10,409 , 

A 
*.= 0,00375, • = 150,9, y = 1,3748, 

on en déduit 

a = 837w,07 ; 

ce qui dilTèro peu du résultat de Tobservation . En 
prenant (n» O^B], 

y = 1,421 , 

et conservant tontes les antres données , on trouve 

a = 342m,00, 

dont la difi'érence avec l'observation est en sens 
contraire de la précédente, et toujours très petite. 
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Si Vàa «e sert de la vitesse observée , pour déter- 
miner la valeur de y au moyen de la formule 

^ ~ fftnh (l + ••)* 

on obtient, diaprés les données précédentes, 

y = 1,4081. 

6dék n ne faut pas perdre de vue , en comparant 
cette dernière valeur de 7^ à celle qui la précède, 
qu^elles supposent lune et l'autre la dilatation ou 
la condensation de Tair asset rapide pour que la 
quantité de chaleur du fluide n'ait pas le temps de 
Tarier sensiblement. Or, dans la propagation du son 
à l'air libre, d'où Ton a déduit la valeur 9^=1,4061, 
il est possible que la chaleur s'échappe ou revienne 
plus facilement sous forme rayonnante , que dans 
le son produit par l'air renfermé dans un tube, 
dont la considération a donné l'autre valeur y r= 
1,421 , et où la quantité de chaleur de chaque cou- 
che d'air ne peut guère varier que par le contact 
avec les parois du tube. Cette remarque pourrait 
expliquer la dilTéreuce des deux résultats , et por- 
terait à penser que la plus grande valeur de y est 
la plus exacte. 

Enn^ayant point égard à cette quantité, la vi- 



tesse du son , réduite à 






est celle que 



Ilevrton a donnée. Elle est trop petit© de plus d'an 
sixième. Pour qu'elle s'accordât avec l'expérience, 
tagrange avait remarqué qu'il faudrait supposer 
que la pression variât dans un plus grand rapport 
que la densité , et fût proportionnelle à peu près 
à la pnÎManoe ^î et, en effet, en négligeant le 

carré de j, la valeur do p, dont nous aTons fait 
usage, est 

pour la densité B (1 -f 9). Hais il n'a assigné au- 
cune cause de cette Tariation plus rapide de la force 
élastique de l'air ; et c'est Lsplace qui l'a attribuée, 
le premier, à la Tariation de tempéroture dont les 
condensotions et les dilatations alternatives de 
l'air sont accompagnées dans le phénomène du son. 
C est à cette même cause qu'est due la propaga- 
tion du son dans la vapeur d'eau au maximum de 
densité. Si l'on fait vibrer un corps sonore dans un 
▼aisseau fermé , qui contienne cette vapeur non 
mélangée d'air, l'expérience prouve que le son se 
produit dans cette vopeur et s'entend au dehors. 
Or, si la température de la couche de Tapeur adja- 
cente à ce corps sonore n'était pas augmentée, 
quand elle est condensée par les vibrations de ce 
corps, elle se réduirait en eau et se précipiterait 
sur ce corps, puisqu'on la suppose au maximum de 
densité relatif à la température de l'espace où elle 
se trouve ; mais sa température augmentant par la 
compression, la couche adjacente au corps sonore 



peut se maintenir k l'état de vapeur : elle condense 
ensuite la couche suiTante, celle-ci , la couche qui 
Tient après , et ainsi de suite ; de sorte que le son 
se propage , comme dans un gax permanent , jus- 
qu'à la paroi intérieure du Tase. Les dilatations des 
couches de Tapeur, qui suiTcnt leurs condensa- 
tions, sont accompagnées d'une diminution de 
température , qui ne les réduit pas non plus en 
eau, puisque leur densité diminue en même temps, 
et descend au-dessous du maximum relatif à la 
température de l'espace où se passe le phénomène. 

067. En considérant l'eau comme un fluide un 
peu compressible et parfaitement élastique , le son 
s'y propagera suivant les mêmes lois que dans une 
masse d'air. ParTcnu à la snrface de l'eau , le son 
sera en partie transmis dans l'air extérieur, et en 
partie réfléchi dans l'eau; dans ce partage, la 
direction des ondes sonores, transmise et réflé- 
chie , se déterminera suiTant les lois de la réfrac- 
tion et de la réflexion de la lumière. La TÎtease da 
son réfléchi sera la même que celle du son direct, 
et les rapports des intensités du son transmis et do 
son réfléchi entre elles et sTec l'intensité du soa 
direct , dépendront du rapport des Titesses de la 
propagation du son dans les deux milieux super- 
posés , c'est-à-dire, dans l'air et dans l'eau. C'est 
ce qu'on peut Toir dans les mémoires cités au com- 
mencement de ce chapitre ; ici , nous nous borne- 
rons à calculer la Taleur numérique de la ^Titesse 
du son dans une masse d'eau. 

D'après ce qu'on a tu, dans le cas d'un fluide 
élastique , cette Titesse sera la même que si l'eau 
était contenue dans un tube très étroit et d'une 
largeur constante ; et , dans ce cas , cette Titesse 
est aussi la même que celle de la propagation du 
mouvement, suiTBut la longueur d'une Terge élas- 
tique de la même matière que l'eau. Or, supposons 
qu'une colonne d'eau contenue dans un cylindre 
Tertical, soit chargée d'un poids A à sa partie su- 
périeure ; soient / sa longueur naturelle , et / — D{, 
ce qu'elle devient par l'effet de cette pression; de 
sorte que ^soit une fraction très petite, qui exprime 
la condensation du liquide; soient aussi p son poids, 
et^la gravité; si l'on fait, comme dans len« 406, 

- = g, ^= a*, 

a sera la vitesse demandée , ainsi qu'on Ta tu dans 
le no 408. 

Appelons h la section horizontale de la colonne 
d'eau; supposons que la charge A soit égale an 
poids d'une colonne de mercure qui aurait 6 pour 
base, et dont la hauteur serait représentée par fc; 
désignons aussi par m la densité du mercure, et 
par p celle de l'eau ; nous aurons 

et il en résultera 



o« = 



^h 
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eD sorte qu'il suffira pour calculer la Taleur de a, 
de connaître la fraction 1 relatiTc à une hauteur 
donnée h, 

A la température de 10 degréa centigrades , le 
physicien anglais Canton a trouTé 

i =z 0,000040^ 

sous une charge équivalente à la pression ordinaire 
de Tatmosphère. Ce résultat a été confirmé, comme 
on Ta dit précédemment (n» 676), par les expé- 
riences récentes qu^on a faites sous des pressions 
plus considérahles , et qui ont donné une conden- 
sation proportionnelle à la pression et égale à la 
▼alenr précédente de 1, pour chaque pression at- 
mosphérique. De plus, ces expériences, quelque 



grande qu'ait été la pression , n'ont indiqué au- 
cune augmentation sensible de température ; en • 
sorte qu'il n'y a pas lieu de croire que la propaga- 
tion du son dans l'eau , soit accompagnée , comme 
dans l'air, d'une variation de température qui puisse 
influer sur sa vitesse. Cela éiant , si l'on substitue 
cette valeur de X.dans la formule précédente, eti 
qu'on y fasse 

9ÊA. 

9= •«,80806, fc=5 0a,76,, ~ = 13,0975,, 

on en déd^iti 

a = I484<a;. 

de manière que la vitesse du son dans Teau surpasiai' 
le quadruple de sa vitesse dans l'air. 
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668. La supposition que nous admettons dans ce- 
chapitre est connue sous la dénomination d'Ayjie» 
Mhêm impmrattêUsme das tramehês» Elle consiste k 
anpposeï^ que quand un fluide pesant, de l'eau, par 
exemple, s'écoule dans un vase, et sort par an ori- 
fice horiaontal pratiqué au fond du vase, les traa> 
chea horisontales et infiniment minces se rempla- 
cent successivement , en demeurant parallèles à 
elles-mêmes. Cela revient & négliger les difl'érences 
des vitesses verticales des points qui appartien- 
nent à une même tranche horizontale, et à regarder 
chaque traache comme composéedes mêmes points 
du fluide pendant toute la durée du mouvement 
On néglige aussi les vitesses horisontales , qu'on 
suppose très petites par rapport aux vitesses ver- 
ticales , et qui influent peu sur la vitesse verticale 
commune à tous les points d'une même tranche. 
Ces suppositions sont d'autant plus conformes à 
l'observation , que les dimensions horisontales du 
▼ase varient moins, et que leurs difl'érences, d'une 
tranche à une autre, sont plus petites , eu égard à 
la hauteur du liquide au-dessus de l'orifice. Quand 
ces conditions sont remplies , on observe, en effet, 
que des parcelles d'une poussière légère, jetées 
dans le Kquide et entraînées par son mouvement, 



se meuvent ^ à peu prè» verticalement', avec une 
vitesse à peu près égale pour toutes les parcelles 
qui se trouvent dans une même tranche horison- 
tale. Elles conservent ces directions tant qu'elles 
ne sont pas très rapprochées de T orifice ; quand 
elles en sont à de petites distances , et que l'éten- 
due de l'orifice diff'èrc notablement de celle des 
sections inférieures du vase , elles prennent des 
directions obliques, qui montrent qu'alors le paral- 
lélisme des tranches cesse d'être admissible ; car 
il y a lieu de croire que ces légères particules s'at-> 
tachent au liquide, et prennent exactement le 
mouvement des points auxquels elles répondent. 

Dans l'hypothèse du parallélisme des tranches , 
telle que nous l'expliquons, on oura donc seule- 
ment deux inconnues à déterminer , en fonctions 
de deux variables, savoir : la vitesse d'une tranche 
quelconque et la pression qu'elle éprouve, en 
fonctions de la distance à un plan horizontal et du 
temps. la question sera ainsi réduite & sa plus 
grande simplicité , et susceptible , comme on va le 
voir, d'une solution complète, dans le cas d'un 
fluide homogène et incompressilile. 

660. Soient ABCD (fig. 141) le vase, AB l'orifice 
horixontal , £F le niveau du liquide , Ox un axe- 
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Teriictl| lur lequel on compte les distances des 
tranches horixontales à nn point fixe 0, ou an plan 
horitontal mené par ce point. Soit aussi HNVN' 
une tranche quelconque , comprise entre deux 
sections horisontales Mil et HIV' du yase , dqnt la 
distance au point est « au bout du temps # quel- 
conque, et doDt Tépaisseur est dx. Appelons « sa 
vitesse au même instant, eip la pression rapportée 
à Tunité de surface , qui a lieu sur la base supé- 
rieure MN, et est transmise, parle fluide, sur la 
base inférienre H'R' et sur les parois HX' et IVnt du 
Tase. Désignons par y Taire de la section HH du 
Tase , qui sera donnée , dans chaque exemple , en 
fonction de m. Enfin, soient^ la gravité et f la den- 
sité constante du fluide ; la question consistera , 
comme on vient de le dire , à déterminer les va- 
leurs de 9 et f> en fonctions de < et s. 

La masse de la tranche que nous considérons 
sera le produit fyds de la densité p et de son volume 
ffdx. Si elle était libre , sa vitesse augmenterait de 
gdi pendant Tinstant dt; elle augmente réellement 
de dv; la vitesse perdue est donc gdi — dp. ; 
et Ton a. 

(y — t) ?y^i 

pour la force perdue , c^6st-à>dire , pour la partie 
du poids gfydx détruite par la pression des autres 
tranches. Diaprés le principe de D^Alembert , il y 
aura donc équilibre dans le fluide , si l'on suppose 
toutes ses tranches sollicitées par de semblables 
forces ; dons cet état , la pression py qui a lieu sur 
la base supérieure UN de la tranche fyds, se trans- 
mettra, en raison des surfaces (no 678J, sur la base 
intérieure S'R', et deviendra, conséquemment, p^', 
en désignant par y' Taire de WR^; par conséquent 
si Ton ajoute à cette pression transmise , la force 
motrice précédente, on aura la pression totale 
exercée sur H'ri'; en en représentant par />'• cette 
pression, rapportée à Tunité de surface, il en 
résultera 

p'y' = py' + (y ) py*f. 

N di^ 

Or , les quantités p* et y* sont ce que deviennent ji 
et y, quand on y met jr -j-d!d? au lieu de s ; en né« 
gligeant les infiniment petits du second ordre , on 
aura donc 

dp dy 

P'=fH àx, y'=:y-l dg, 

dx dx 

et, conséquemment, 

dp 

(p' — p) y* = — y*** ; 

da 
ce qui réduit Téquation précédente à celle-ci : 
* / *»\ 



que Ton obtient aussi en mettant y — — à la place 

dt 
de X dans la troisième équation d^équilibre du 
no 683. 

670. La seconde équation nécessaire pour déter- 
miner les deux inconnues p et « , sera fournie par 
la considération de Tincompressibilité du fluide. 
Il en résulte que le volume du fluide qui passe, 
pendant Tinstant di y par chaque section horixon- 
taie du vase , doit être le même pour toutes les 
sections; par conséquent, les vitesses du fluide qui 
répondent , en même temps , à deux sections diffé- 
rentes du vase , doivent être réciproquement pro- 
portionnelles aux aires de ces sections. Si donc on 
appelle «, au bout du temps <, la vitesse qui a lieu 
à Torifice horixontal AB ; que Ton représente par « 
Taire de cet orifice , et que Ton compare cette vi- 
tesse à celle qui répond à la section quelconque 
HIV, on aura 






d'où Ton tire 



= — (8) 



Dans cette valeur de « , « est une fonction de I, 
et y une fonction de« ; on peut donc en prendre la 
différentielle par rapporta Tune ou à Tantrede oes 
deux variables : la différentielle relative à 9 ex- 
primerait la différence entre les vitesses de deux 
tranches consécutives, qui ont lieu au même in- 
stant; en différentiant par rapport à f , on aurait 
la différence entre les vitesses de deux tranches 
du fluide , qui répondent successivement à la 
même section du vase; mais pour avoir ladiffé- 
reoce entre les vitesses successives d*une même 
tranche , qui se déplace pendant Tinstant di , il 
faut différentier à la fois la valeur de v par rapport 
aux deux variables i et s, en considérant la seconde 
oomme une fonction de la première; ce qui donne 

Je §k du 0,H dy dx 

^i^Êm ^^^^ mmam m^^ mm^ m^^m «b^ ^^«^ ^ 

dt y di y* dx di 

dx 
On a d'ailleui» — >=«; et en ayant égard k l'é- 

di 

quation (2), il en résulte 

dv «^ du •• «* dy 

■^■^ ^fc«^ «^^^ «^^ m^a^ ^^g^m^^^m ^^B" , 

di y di y^ dx 

dt> 
Cest cette valeur de — quMl faut employer dans 

di 

Téquation (l) , qui devient, en conséquence. 



d* "" ^' y di'^ y' 



dx 
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Je maltipHe ses deax membres par ds ; f intégre 

ensuite par rapport à « ; et en obserfant qu^alors 

du 
les quantités « et — doÎTent être regardées eomme 

dt 

des constantes, il vient 

f étant la constante arbitraire qui peut être une 
fonction de t. Pour la déterminer, je représente 
par «la pression atmosphérique, et je suppose que 
ce soit celle qui a lieu à la surface sapérieure£F du 
liquide. Avant que le mouTement commence, cette 
surface est horisontale; et comme on admet -que 
cbaque tranchchorixontale «se compose «onstani- 



ment des mêmes points du fluide , il s^ensnit que 
la surface EF demeurera horixontale pendant 
toute la durée du mouvement. Au bout du temps I, 
je désigna par é la distance de EF au point 0, et 
par* Taire de cette section variable du vase, de 
sorte que<« soit la même fonction de que y est de 
«; on aura à la fois 



p = «, « == fl 



y = • 



et si Ton suppose que Tintégr^le / — -» commence 

nf y 

à s =r6 , Téquation précédente donnera 

«t pu* 



2«* 



— ^p*; 



au moyen de quoi , cette équation deviendra 



? 



du r*ds 



-OH ^«.v ^» - •• • \ 

= • + af (•-»)- -f -/ ( )• 



(?) 



Les équations (2) et (3) feront connaître immé- 
diatement les valeurs des deux inconnues « etji, 
lorsqu^on aura déterminé la valeur de «. 

071. Pour cela , j^observe que la pression qui a 
lieu à Forifice AB sera donnée : si le liquide s^é- 
coule dans Pair libre, elle sera la pression atmo- 
sphérique , comme & son niveau IX \ s^il s^écoule 
dans le vide , elle sera séro ; pour plus de généra- 
lité, je aupposerai que Técoulement a lieu dans un 
air dont la force élastique est égale à la pression «, 
diminuée de la pression ypc correspondante à une 
hauteur donnée e du liquide ; en sorte qu^en ap- 
pelant /la distance de Torifice AB au point , on 
aura constamment 

|î = « — ypc, 

pour ar=Z. rappelle aussi h la hauteur du niveau 
£F du liquide au-dessus de cet orifice, ou la diffé- 

1 

rence I — 0, etje représente par — la valeur de Tin- 



Pds 

tégrale / , 



étendue au volume entier du li- 



quide; de manière que x soit une ligne, dont la 
longueur sera une fonction de A, dépendante de la 
figure du vase , et donnée dans chaque exemple. 
A Torifice, on aura donc, en même temps, la valeur 
précédente de p , et 



y = ., ,=/=ft+fc,y 



• + A ds 



par conséquent , Véquation (3), appliquée à cette 
section du vase, deviendra 



»(» + «) 



« du 
X di 



C«ttt=0, (4) 



en faisant , pour abréger , 

1 = C« . 

On peut remarquer que cette quantité numé- 
rique 'C* sera toujours une quantité positive et 
moindre que Tunité ; car , pour qu^elle devint né- 
gative , il faudrait que Taire de la plus petite sec- 
tion du vase surpassât celle de Torifice, et le 
liquide se détacherait du vase à Tendroit de cotte 
section minima, qui deviendrait le véritable ori- 
fice par lequel Técoulement aurait lieu. 

Lorsque le niveau du liquide sera entretenu à 
une hauteur constante au-dessus de Torifice , les 
trois quantités A, 9 , x , seront des constantes don- 
nées , et Téquation (4) suffira pour déterminer la 
valeur de u en fonction de t, Qaand le niveau EF 
s'abaissera pendant Técoulement du liquide, h 
sera une variable qu'il faudra aussi déterminer en 
fonction de t. Or , k ce niveau, on a y = «et 

d^ 
r =3 — ; et à cause que la somme 9 -^^ h est une 
di 

d% dk 

constante /, on a aussi— =— — ; en vertu de 

dt dt 

Téquation (2) on aura donc 



dh «ti 

- + - = 0i 

di m 



(«) 



et les valeurs de « et A dépendront des deux équa- 
tions différentielles (4) et (5) , qui sont du premier 
ordre. Ou déterminera les deux constantes arbitrai- 
res que leurs intégrales contiendront, au moyen de 
la hauteur initiale du liquide, et en observant qu'on 
a «=0, à Torigine du mouvement. 

Soit que le niveau s'abaisse ou qu'il ne varie pas, 
si Ton appelle g le volume du liquide sorti du vase 
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un bout da temps I , m différentielle sera égale au 
volume mudi de' la tranche qui traverse l'orifice AB 
pendant Tinstantiff ; on aura donc 

^intégrale étant prise de manière quMle s'éva- 
nouisse quand #«=0. 

Nous allons appliquer successivement ces diffé- 
rentes formules aux deui cas du niveau constant 
et du niveau variable. 

672. Dans le premier cas , Téqnatton (4) donne 



>hdt=: 



Z»du 



2g (A + o) — €• «• 



d^où Ton tire, en mettant A an lieu de A-f- c, et 
^intégrant 

l/ïgii + Cu 



X«=r 



loff 



on n'ajoute pas de constante arbitraire, parce 
qu^on doit avoir «=0 , quand /=0. On pourra, 
sans changer cette formule, regarder, à volonté, 

€ et \/2gh^ comme des quantités positives ou né- 
gatives; nous les supposons positives. Von aura 
réciproquement^ 

Ckil/Sgh 



|/^- Cu = (l/5^+ Cn) a 



w 



en désignant , comme à Tordinaire, par • la base 
des logarithmes népériens. A mesure que i aug- 
mentera, le second membre de cette équation 
diminuera ; au bout d'un certain temps , il sera 
sensiblement nul, et à partir de cette époque , la 
vitesse u aura une valeur à peu près constante , 
savoir : 

« = _ |/2oA. 

C 

En chaque point du vase, la pression p et la vi- 
tesse V varieront avec la vitesse u , et deviendront 
sensiblement constantes en même temps que «. 

du 
Si Von fait — =0 , dans la formule (3\ et qu'on y 

dt V /» 1 J 

mette pour usa valeur précédente, on aura 

pour la valeur finale de p, relative au point quel- 
conque !!• 

Dans Tétat d^équilibre , la pression en ce point 
serait •+ yf (» — •) 5 elle est dono augmentée ou 
diminuée par le mouvement du liquide , selon que 
le dernier terme de cette formule est positif ou né- 
gatif, c'est-à-dire, selon que lo section horisontale 
HN ony, est plus grande ou plus petite que la 
section £f ou* • 



L'équation (6) donne 

^ €kt[/2gh 



ê 



S« 



— s 






€Kt\/2gh €)<t]/2gh 



\ê 



Si 



+ • 



2a 



à cause de g = »fudif et de 9 = quand 1 = 0, 
en aura doue 



=^M\, 



Ckt]/2gh «Cxtl/^yà 



2« 



+ • 



2a 



) 



pour le volume de liquide sorti du vase pendant le 
temps t. Au bout d'un certain temps, on pourra né- 
gliger la seconde exponentielle , par rapport è la 
première, et Ton aura simplement 

Ul/2gh 2«» . 

, = -51^-— aoga. 

Le premier terme est le volume correspondant k la 

vitesse constante — l/2Qh de l'écoulement: le 

C 

volume total est plus petit, parce qu'au commen» 
cément la valeur variable de u est moindre que 
cette vitesse finale. 

673. Dans le cas du niveau variable, je considère 
u comme une fonction de A , et j'élimine dt entre 
les équations (4) et (6) ; ce qui donne 

. «' udu ^ 

^* +"7":^: c«««=:o, 

en comprenant toujours la constante e dans A. 
J'appelle s la hauteur due à la vitesse «, de sorte 
qu'on ait 

«» == 2gz . «dé = gd». 

L'équation précédente se change en une équation 
linéaire , savoir : 



dg 
dh 



O X» . A«A 
s -1- = 0, 



p) 



dont l'intégrale s'obtiendra, comme on sait, sons 
forme finie. 

Connaissant s et 11 en fonctions de A, l'équa- 
tion (6) donnera t en fonction de A , par une in- 
tégration immédiate ; en sorte que Ton connaîtra 
le temps écoulé, quand le niveau du liquide sera à 
une hauteur A au-dessus de l'orifice, et, récipro- 
quement , la hauteur A du niveau EF au bout d'un 
temps quelconque i. On aura le temps entier de 
l'écoulement de tout le liquide , en intégrant le 
valeur de di depuis la valeur initiale de A jusqu'à 
A r= 0. Quant au volume q du fluide écoulé , il 
sera , à chaque instant , égal au volume du vase 
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compriB entre le nWeau variable et le niveau ini- 
tial. 

674. Supposons, par exemple, que le vase soit 
un cylindre \ertical , terminé par un segment de 
surface dont la flèche est très petite et dans lequel 
est percé Torifice horîxontal AB. Soient a Taire con- 
stante de -la seotion horisontale du cylindre, et m 
le rapport de a à «, de sorte qu^on ait 

« n« — 1 

• = -, c.= 

n 



n* 



En faisant abstraction du segment inférieur du 
▼ase qu^on suppose très petit , on pourra prendre 



1 



h 



• = «» y = «î — = — , 

X a 

dans Téquation {9), qui deviendra alors 

d* ^ (>|i^l)s 

dh S 

Son intégrale complète est 



+ «« = 0. 



2 — K» ' 



en désignant par G la constante arbitraire. Si on 
appelle H la valeur initiale de & , il faudra que s 
s^évanouisse pour ft = H ; ce qui exige qu^on ait 



C = 



«• «2— n» 



2 — «» 



d*où il résultera , ii un instant quelconque , 

2 — «• ^ ' 

On aura , en même temps , 



^Xh^— 'k"*"-*-*l 



2 — n» 
et , en vertu de Téqaation (6), 

dh , y^ 2>-n« 



. (8) 



(») 



C*est donc cette formule qu^il faudra intégrer 
pour obtenir t en fonction de h. Dans le cas de 
f» =: 1 , on aura 

dk 



di =- 



]/2gl/n^h' 



d'où l'on tire 






et^ par conséquent, 

H ^ A = L,jt., 



comme cela doit être , puisque Torifioe étant alors 
égal è la base du cylindre, le mouvement du fluide 
doit être le même que celui d'un corps solide pe- 
sant qui tombe dans le vide. La formule (9) s'intè- 
gre encore sous forme finie, lorsqu'on a n* =8; et 
cela n'a lieu que pour cette valeur et pourn* = 1. 
Mais son intégrale définie, prise "depuis h = H Jus- 
qu'à A = 0, qui exprime le temps de l'écoulement 
entier du liquide , pourra toujours se réduire à des 
transcendantes que M. Legendre a nommées «ifé- 
graiês EuUrimun de la seconde espèce, et dont il 
a donné des tables numériques, l'ai effectué ail- 
leurs cette réduction ** ; ici je me bornerai à appli- 
quer la formule {9} au cas de »« = 2, où elle se 

présente sous la forme ^ . 

D'après la règle ordinaire, sa véritable valeur 
est 



1/2^ A 



Or, si Ton fait 



* = lîe'~^''' ii* = -4Ha~2' 



xdx\ 




Les limites relatives as, qui répondent li A = H 
et fc = , seront ar =s et « = qo ; si donc on 
appelle T le temps de l'écoulement total , on aura 

o •/ o a 



en observant que 1 



['intégrale j 



« est la 



moitié ^^f^ « ** ' , qui a |/7" pour valeur , 

comme on l'a vu dans le no 613. Il s'ensuit que le 
temps T est celui des petites oscillotions d'un peu- 

2 
dule simple, dont la longueur serait — H. 

ir 
675. Lorsque l'orifice AB est très petit par rap- 
port aux sections borisontaJes du vase, on peut 
négliger le terme multiplié par « dans réquation(4), 

du. 
à moins que le facteur — ne soit très grand ; ce 

dt 
qui a lieu, en effet, au commencement du mou- 
vement , où la vitesse « varie avec une grande ra- 
pidité. On peut aussi y mettre l'unité à la place 
de C j et alors , soit que le niveau EF s'abaisse ou 
qu'il ne varie pas , réqnation (4) se réduit à 

y (* -f «) — 7 «• = ; 
d'où l'on tire 



n = \/ltg \h -I- c). 
*Corr$$pmJmte$ tur rEf9lê Pol)Uehùqv» , tome Ili, pag« 284. 
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Il en résulte ce théorème : que la vitesse d'un li- 
quide qui sort d'un vase por un très petit orifice , 
est égale à celle qu^un corps pesant acquerrait en 
tombant dans le vide, d'une hauteur égale à celle 
du niveau du liquide au-dessus de cet orifice, 
quand les pressions supérieure et inférieure sont 
égales , ou , plus généralement, de la hauteur du 
niveau, augmentée de la constante c, quand ces 
deux pressions sont inégales. 

Dans le cas du niveau constant, ce théorème ré- 
sulte de la valeur finale de u , trouvée dans le 
no 673, en y faisant C = 1. Il résulte aussi de la 
formule (8), appliquée au cas oùn est un très grand 
nombre, afin que Porifice* soit une très petite 
partie de la section horizontale a du cylindre. On 
peut alors mettre «* à la place de n* — 2; ce qui 
change d'abord la formule (8] en celle-ci : 

« = |/2,fc|X 1- (-) . 

Or , dès qne h sera notablement moindre que H , 

h 
la puissance fis du rapport — sera une très petite 

H 
fraction, et ce tte va leur de u se réduira, à très peu 
près, àfi^|/2^ft. 

L'orifice AB étant très pettt, si la section MN 
n'est pas très voisine de cette ouverture , le râp- 
as 
port — y qui entre dans la formule (3), sera' très 

•* 

petit; le rapport — Test également; on pourra 

«I* 

donc supprimer le dernier terme de cette formule; 
et si Ton néglige aussi le terme multiplié par « , 
elle se réduira à 

i' = '«' + yf (* -•); 

d'où l'on conclut que , dans le cas d'un très petit 
orifice, la pression en tous les points du vase éloi- 
gnés de cette ouverture, est sensiblement la même 
pendant le mouvement que àms l'état d'équilibre. 
676. L'hypothèse du parallélisme des tranches 
exige, en général, que l'orifice soit horisonUl ; 
mais, dans le cas d'un très petit orifice, on l'admet 
encore lorsque le liquide s'écoule par une ouver- 
ture latérale, dont le plan a une inclinaison quel- 
conque, et peut même être vertical. L'observation 
fait voir qu'alors le liquide situé i peu de distance 
au-dessous de cette petite ouverture, demeure 
stagnant , et que les tranches horiiontales situées 
à une pareille distance au-dessus de cette même 
ouverture, descendent parallèlement à elles- 
mêmes ; en sorte que le parallélisme des tranches 
u'est troublé , comme dans le cas d'un petit orifice 
horisonul, que pour la partie du liquide très 
vo Uiue de T orifice. On pourra donc prendre 
l/2g (A -f. c) , pour la vitesse d'un liquide qui 
s'écoule par une très petite ouverture, quelle que 



soit l'inclinaison de cet orifice ; h étant la hauteur 
variable ou constante du niveau du liquide au- 
dessus du centre de l'orifice, et c la constante 
provenant de la difi'érence des pressions extérieu- 
res qui répondent k ce niveau et & cette ouverture. 
Si le vase est placé dans le vide , de sorte que les 
deux pressions et cette constante soient nulles, lea 
molécules du liquide auront, en sortant 'du vas6^ 
la vitesse yHgh due à la hauteur h , qui est aussi 
la vitesse nécessaire pour s'élever , dans 1c vide , à 
cette hauteur (n® 130). Par conséquent , si l'on 
donne au fluide, au moyen d'un tuyau, une direc- 
tion verticale , il remontera , au dehors , à la hau- 
teur de son niveau intérieur; ce qui est, en effet, 
conforme è l'expérience. Généralement , les molé- 
cules du fluide décriront dans le vide , après un 
très court intervalle de temps , des paraboles dont 
la tangente à leur point de départ dépendra de l«i 
direction du jet, et le paramètre, de la hauteur h 
ou fc -f> 0, si la constante c n'est^pas nulle. 

I.a pression p sera sensiblement la même que 
dans l'état d'équilibre, excepté à l'orifice , où elle 
sera égale à « — ^pc, au lieu de m^gfh. Or , si elle 
était aussi égale à «4~J^P^ '"^^ cette partie du 
vase , les pressions horizontales se détruiraient , 
les pressions verticales se réduiraient au poids du 
liquide, ougmenté de la pression «m qui a lieu 
sur la surface du niveau; d'où l'on peut conclure 
que , dans l'état de mouvement , la charge totale 
que le vase aura à supporter se composera de la 
pression verticale qui aurait lieu dans l'étatd'éqoi* 
libre, et d'une force normale au plan de l'orifice, 
dirigée de dehors en dedans du vase , et égale à 
l'excès de la pression {'m + g^h) « sur la pression 
(*— yfc) •» ou k gf[h + e)a, en désignant tou- 
jours par » l'aire très petite de cet orifice. 

677. Dans le cas d'un niveau constant et d'un 
orifice très petit, horisontal ou incliné , la dèpente 
pendant le temps <, c'est-à-dire, le volume 9 da 

liquide qui sort du vase avec la yïiesse [/Sgk, 
sera 

g z= at \/2gh', 

ce qui résulte aussi de la valeur finale de q trouvée 
dans le n<» 672, en y négligeant le carré de «. fiais 
on ne doit pas oublier que l'hypothèse du parallé- 
lisme des tranches , sur laquelle cette valeur de 9 
est fondée, n'est qu'une approiimation dont le 
degré d'exactitude ne peut pas être évalué à j^rtora^ 
et dont les résultats ne doivent pas être employés 
sans restriction. Or, l'expérience ne s'accorde pas 
toujours avec cette valeur théorique de la dépense. 
Si la paroi du vase n'est pas très mince, et que 
l'ouverture pratiquée dans son épaisseur sqit éva- 
sée intérieurement, de telle sorte que le fluide 
qui s'écoule hors du vase soit un cylindre vertical, 
ou un cylindre recourbé doubles sections normales 
soient constantes et égales à Taire « de l'orifice, 
prise sur la surface extérieure du vase; dans ce 
cas , disons- nous , la dépense ^servéc s'accorde 
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•Tec la valeur précédente de g. Hais dans le cas 
d'un orifice en mineê paroi , la dépense observée 
est toujours proportionnelle & Paire de rorifice , 
et à la racine carrée de Télévation du niveau, 
comme dans la formule théorique; mais elle s^'é- 
carte de cette formule dans sa valeur absolue , qui 
en diffère par un facteur h peu près constant et 
moindre que Tunit^. D'après les expériences qui 
méritent le plus de confiance, ce facteur est 0,02 ; 
en sorte que la valeur de g, dont on fait usage dans 
la pratique,' est 

g = (0,68) «< i/zgh, 

pour un très petit orifice en mince paroi , et une 
hauteur du niveau asse& grande par rapport aux 
dimensions de cette ouverture, horisontale ou in- 
clinée. 

On attribue cette différence aux directions incli- 
nées que prennent les molécules du liquide en ap- ^ 
procbant de Torifice , que je suppose horizontal , 
pour fixer les idées ; directions qu^elles conservent 
après avoir traversé la mince paroi du vase. Il en 
résulte que la veine fluide extérieure se rétrécit, 
Jusqu'à une petite distance du va^e , où la section 
transversale est & son minimum, pour devenir 
ensuite constante. Ce phénomène est ce qu'on 
appelle la contraction de la veine fluide. L'écoule- 
ment du fluide est le même que si Torifice était la 
section de la veine à Tendroit de sa plus grande 
contraction , de manière que si l'on désigne par «' 
Taire de cette section, et par A' sa distance con- 
stante au niveau du liquide, la dépense sera expri- 
mée par a' 1 1/2^', ou , a très peu près , par 

»' t yitgh \ à cause du peu de différence de h} et 
h] or, en effet, par des mesures directes de la 
section •' comparée à l'orifice a , on trouve que 
cet deux quantités sont dans un rapport è peu près 
indépendant de A, et que Ton a constamment 

•' = (0,6») t. 

Si l'on adapte à l'orifice en mince paroi, un 
afviage cylindrique en dehors du vase, perpendi- 
culaire au plan de l'orifice , et par lequel Técoule- 
roent aura lieu , Texpérience montre que la dé- 
pense est augmentée, et peut s'élever aux quatre 
cinquièmes du résultat de la théorie. Si cet ajutage 
est enfoncé dans l'intérieur du vase , la dépense 
est, an contraire , diminuée, et réduite à moitié de 
la dépense théorique ; en sorte que , dans la valeur 
précédente de g, le facteur 0,62 doit être remplacé 
par 0,80 dans le premier cas , et par 0,60 dans le 
second. Je me borne à citer succinctement ces 
résultats de l'observation , qui n'ont été ramenés, 
jusqu'à présent, à aucune théorie. 

678. On admet aussi l'hypothèse du parallélisme 
des tranches dans le mouvement d'un fluide élas- 
tique qui sort d'un vase par un orifice quelconque ; 
et elle s'écarte peu de la vérité , quand les sections 
du vase, parallèles au plan de l'orifice , ne diffèrent 
pas beaucoup l'une de l'autre , etqnc la longueur 



du vase est asseï grande par rapport à leurs di- 
mensions. 

Dans ce cas , on peut faire abstraction de la pe- 
santeur , et supposer que le mouvement soit uni» 
quement dû à la force élastique du fluide , plus 
grande ou plus petite à l'intérieur du vase qu'en 
dehors. On supprimera donc le terme dépendant 
de g dans l'équation (1) , qui convient aux liquides 
et aux fluides élastiques. De plus , la différentielle 
de e , qu'elle renferme, devant être prise par rap- 
port à 1 et à la variable a considérée comme fonc- 
tion de f) on aura 

dv do di 

dv z=z ^ dt + di\ 

dt dx dt 

dx 
et comme, on a aussi— =e , cette équation de- 

viendra 



df do do 

— + P — + P» T = ^* 
dx dt dx 



W 



Le fluide étant compressible, il n'en passera 
plus un même volume, à chaque instant, par 
toutes les sections du vase, et l'équation (2) n'aura 
pas lieu. La masse de fluide qui passe pendant l'in- 
stant di par la section JO , sera égale à fyodi\ ce 
sera cette même masse qui passera , l'instant 
d'après, en changeant de volume, par la section 
H'N' \ et pendant toute la durée du mouvement , sa 
grandeur ne variera pas. La différentielle du pro- 
duit fyv , prise par rapport à I et à la variable a 
considérée comme une fonction de <, sera dono 
nulle j et à cause que y n'est fonction que de s , 

dx 
et qu'on a — = r, on en conclura 

dt 



= a W 




Enfin , si l'on suppose que la température de- 
meure constante pendant le mouvement, dans 
toute la masse du fluide , on aura 

P = P*î 
k étant im coefficient constant et donné. 

Cela posé , en mettant — an lieu de p dans les 

k 
équations (a) et (6), on aura deux équations aui 
différences partielles du premier ordre , pour déter- 
miner, en fonctions de x et #, les deux inconnues v 
etpdu problème. Elles ne sont pas intégrables 
sous forme finie, et les valeurs de e et p ne pour- 
ront s'obtenir que par approximation. Ces valeurs 
renfermeront deux fonctions arbitraires, que l'on 
déterminera d'après deux conditions particulières j 
pour cela, je supposerai, d'une part , que l'écoule- 
ment ait lieu à Tair libre , en sorte qu'en désignant 
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par m la pression atmosphérique, rapportée à Tu- 
ntté de surface, on ait constamment p=:«,à 
l'orifice AB. D^un autre côté , je supposerai aussi 
que le Tase soit en communication avec un gaxo* 
mètre d^une grande capacité, au moyen duquel on 
entretienne une pression constante et donnée, sur 
une section £F du fluide , parallèle à AB et de po- 
sition fiie, de manière qoVn désignant par V cette 
pression rapportée à l'unité de surface, on ait 
aussi prstf', en cet endroit du vase, pendant 
toute la durée du mouvement. Si donc on compte 
la distance s à partir du plan £F , et qu^on appelle 
l la distance comprise entre AB et £F , on aura , 
quel que soit < , p = «r' pour « = 0, et p == « pour 
«=/; ce qui servira à déterminer les deux fonc- 
tions arbitraires, et à compléter la solution du 
problème. Sais cette solution est trop compliquée 
pour qu^on en puisse déduire aucun résultat utile ; 
et, dans la pratique, il suffit de connaître la vitesse 
constante de Técoulement du fluide parTorifice 
AB , lorsque la pression p et la vitesse v sont deve- 
nues constantes en chaque point du vase ; ce qui 
arrive, engénéhil, après un très court intervalle 
de temps. 

dv dp 

079. Faisons donc — = Cet — =0 , dans les 

di di 

équations (a) et (&) ; elles se réduiront à deux 
équations différentielles, savoir : 

k dp dv dy d.pv 

— --+t»-- = 0, F»— + y = 0, (o) 

p ds ds cbr dx 

àcausede|is=ifcp. 
L'intégrale de la seconde de ces équations est 

ypv = o; 

c étant la constante arbitraire. En désignant tou- 
jours par « Torifice AB , et par « la vitesse du 
fluide à cet orifice, de sorte qu'on ait à la fois 
y = «, vz=Ufpz=z m, et, par conséquent, e = mmu, 
il en résultera , en un point quelconque du vase , 



w 



VP 



Ba substituant cette valeur de e dans la première 
équation (o) , il vient 

1 

* Op «« »1 yt «u 

+ r^ = o; 

p ds py 



dx 



d*on Ton tire , en intégrant et désignant par e' la 
constante arbitraire , 



k\og p + 



2p* y" 



= 0'. 



Je désigne par a Taire de la section EF , de sorte 
qu'on ait, en même temps, y=:a et j>=V; on 
aura donc 



A los V + 



«^ «r* «• 



et, en retranchant cette équation de la précédente, 

P ^ / 1 1 \ 

*log — + — •»«>«■ ( --t-)=:0. (e) 



Les équations {d) et (e) feront connaître la vi- 
tesse et la pression en un point quelconque du 
vase , dès que Ton connaîtra la vitesse u relative à 
l'orifice. Or , en faisant /> := «r et y = a , dans 
Téquation (a}, on en conclut 



tt> 









d'où Ton tirera la valeur de u. On fera , dans cette 
formule, 

A = grh, 

en appelant g la gravité , et r le rapport de la dea- 
sité du mercure à celle di^ fluide intérieur , sous 
une pression barométrique dont la hauteur est A , 
le volume du fluide qui sortira du vase pendant le 
temps i aura pour valeur aui* 

Quand Torifice sera très petit, on remarquera , 
comme dans le n^ 676 , qu'il ne sera plus néces- 
saire qu'il soit parallèle à la section EF, c'est-à- 
dire , qu'il pourra être pratiqué à la partie latérale 
du vase , et avoir une inclinaison quelconque sur 
le plan de cette section. On pourra alors négliger 

a* 
le terme dépendant de — , dans le premier membre 

a* 
de l'équation (f) qui deviendra 

u* = 2yrA . log — j 

par conséquent, la vitesse de l'écoulement du 
fluide par un très petit orifice, sera celle qui aérait 
due à une hauteur rA, multipliée par le logarithme 

népérien du rapport — . La supposition qu'on a 

faite d'une température invariable pendant toute 
la durée du mouvement exige que la vitesse u ne 
soit pas très considérable, sans quoi la température 
varierait comme dans la propagation du son. 
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ItELATIVfi K L USAGE DU PRINCIPE DES FORCES VIVES, DANS LK CALCUL 

DES MACHINES ]$N MPUVEMEWT. 



080. Le principe des vitesses virtuelles donne 
immédiatement les conditions d^ équilibre des for- 
ces appliquées aux machines; celui des forces 
▼ives renferme de même la théorie de leur mouve- 
ment , et fournit le moyen le plus direct de calcu- 
ler les effets des forces qui leur sont appliquées. 
Cet usage du principe des forces vives forme, pour 
ainsi dire , le point de jonction de la Mécanique 
rationnelle et de la Mécanique industrielle. C'est 
pourquoi j^ai cru devoir donner succinctement, 
dans cette addùi&tk, les notions les plus générales 
fur cette matière. Pour de plus grands développe- 
mens, j'indiquerai les leçons de H. Navier, à 
rÉcole des Ponts et chanssées , et de H. Poncelet , 
à rÉcole de rirtillerie et dn Génie, qui ont été 
seulement lithographiées , mais auxquelles ces 
savans professeurs donneront sans doute plus de 
publicité. 

681* Les maekmeê sont des înstrumens ou des 
systèmes de eorps solides , propres à transporter 
Taction des forces, d'une partie à une autre de ces' 
assemblages. 

Quand une machine est en mouvement, certains 
points sont donc soumis à des forces données , et 
d'autres parties exercent des pressions sur les 
corps extérieurs, ou sont pressées réciproque- 
ment par ces corps que la machine est destinée à 
déplacer ou à déformer. Les premières forces s'ap- 
pellent /èros« tnouvoHtes; leurs points d'applica- 
tion se meuvent suivant leurs directions, ou, 
plus généralement , les directions des mouvemens 
de ces points font des angles aigus avec celles de 
ces forces. Par opposition, on nomme forces résiê- 
tamt€ê, les pressions exercées par les corps exté- 
rieurs; et les directions des mouvemens de leurs 
points d'application sont contraires à celles de ces 
forces, ou , du moins , elles font avec celles-ci des 
«ngles obtus. 

La liaison des parties d'une machine est telle , 
ffu'elLe no peut prendre , en général , que deux 



mouvemens directement opposées Tun à l'autre; 
il s'ensuit donc que, quand le sens du mouvement 
qu'elle prend effectivement est connu , il suffit 
d'une seule équation pour déterminer ce mouve- 
ment d'une manière complète. Cette équation est 
celle que l'on obtient en intégrant les deux mem- 
bres de l'équation (a) du no 665 , savoir : 

1 d . XfR«> = 2m (Xdjr -f- Ydy + Um). (a) 

Au bout d'un temps quelconque <, compté depuis 
l'origine du mouvement, v représente la vitesse 
du point dont jp , y , s , sont les trois coordonnées 
rapportées & des aies fixes et rectangulaires; m est 
la masse de ce point ; dx , dy , ds , sont les projec- 
tions, sur ces axes, de l'espace qu'il parcourt pen- 
dant l'instant dt ; on désigne par niX , mX , mZ , les 
composantes de sa force motrice parallèles & ces 
mêmes axes, et les sommes 2 s'étendent à tous les 
points m du système. 

682. Avant d'aller plus loin , il importe de dis- 
tinguer , dans le second membre de l'équation (a) , 
les termes qui proviennent des forces mouvantes 
et ceux qui résultent des forces résistantes , et de 
leur donner une autre forme. 

Pour cela, soient P une des forces mouvantes, et 
«, C, y^ les angles que fait sa direction avec des pa- 
rallèles aux axes des i", y, s; relativement è cette 
force, on aura 



flRX=:Pc08 



mY = P cos C , mZ = P cos y 



Soient aussi ds l'espace décrit par son point d'ap- 
plication pendant l'instant d<, et x, /m, r, les angles 
que fait la direction de de avec ses projections dx , 
dy, dSf de sorte qu'on ait 

ds:=ida cos x , dy=zdM cos /m , dM=sds cos r. 

Désignons enfin par dp la projection de de sur la 
direction de la force P , et par 0* l'angle compris 
entre dp et dis ; nous aurons 



dp i=z ds cos 0>, 



cos 



9 =r cos a cos X -f- cos C cos /u -f- cos y cos > 
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et, de ces diverses équations , on déduira 
m[Xdx + Trfy + Ids) = Vdp, 

pour le terme du second membre de Téquation (a), 
qui répond à la force P. 

£n désignant par Q une des forces résistantes , 
et par dq la projection sur le prolongement de sa 
direction , de Tespace parcouru pendant Tinstant 
dt par son point d^application , on trouvera de 
même — Hdq pour le terme de ce second membre 
qui provient de la force Q. De cette manière , l'é- 
quation (a) prendra la forme 

1 d. imv* = 2Pdp — 2Q</gj {h) 

Tune des sommes % contenues dans son second 
membre s'étendant & toutes les forces mouvantes 
de la machine , et Tautre à toutes les forces résis- 
tantes. Diaprés les hypothèses qu'on a faites sur 
les directions de ces deux sortes de forces, eu égard 
au sens des mouvemens des points où elles agissent, 
les quantités dp et dq sont positives , ainsi que P 
et Q, et conséquemment , les sommes 2 no se 
composent que de termes positifs. 

683. En désignant par k la vitesse initiale du 
point quelconque m , ou la valeur de v qui répond 
à f=0 , et intégrant les deux membres de l'équa- 
tion (6) , on aura 

1 2mo« — 1 2aiJk« = fXVdp — fiqdq ; (c) 

les intégroles étant prises de manière qu'elles 
s'évanouissent à l'origine du mouvement. 

C'est sous cette forme qu^on emploie l'équation 
des forces vives, pour calculer les efiTets des ma- 
chines en mouvement ; elle coïncide avec l'équa- 
tion {b) du no 66Ô , lorsqu'on peut effectuer les 
intégrations indiquées dans son second membre. 

Les produits Vdp et Qdp , dont les sommes sont 
soumises à ces intégrations , ont reçu différentes 
dénominations : on les appelle quantiiéi (Faction , 
momêns d'activité , effets dynamiquêê, des forces P 
et Q. Il serait à désirer qu'on les désignât toujours 
par un même nom. M. Coriolis a proposé de les 
nommer quantités de travail élémentaire; nous 
adopterons cette dénomination. Les sommes "iPdp 
et IQdq seront donc les quantités de travail élé- 
mentaire, produites pendant un même instant par 
toutes les forces mouvantes et toutes les forces 
résistantes ; et leurs intégrales flPdp et fK^dq 
exprimeront le travail moteur et le travail résis- 
tant qui ont eu lieu dans la machine , depuis l'ori- 
gine du mouvement jusqu'à l'instant que l'on 
considère. 

Ainsi, l'équation (c) signifiera que, dans une ma- 
chine en mouvement, l'accroissement, pendant un 
temps quelconque, de la demi-somme des forces 
'vives de toutes ses parties, est toujours égal à Tex- 
cés du travail moteur sur le travail résistant pen- 
dent le même temps. 

684. Si la force mouvante P, ou la force résis- 



tante Q, est un poids H, qui descende, dans le pre- 
mier cas, d'une hauteur verticale A, ou qui monte, 
dans le second cas, à la même hauteur, le travail 
moteur ou résistant qui en résultera, aura pour va- 
leur le produit PA , quel que soit le chemin par- 
couru por ce poids, de manière que h soit toujours 
la projection verticale de la ligne droite ou courbe 
que son centre de gravité a suivie. Si cette ligne est 
fermée ou présente des sinuosités, il y aura eu al- 
ternativement travail moteur et travail résistant ; 
et h étant la différence de niveau du point de dé- 
part et du point d^arrivée, Tlk sera l'excès du pre- 
mier travail sur le second. Dans le cas où il n'y a 
pas d'alternatives, la quantité de travail correspond 
dante à un poids II élevé à une hauteur h équivaut 
à la quantité de travail qui répond à un autre poids 

W élevé à une hauteur A-, telle que l'on ait Vz= — . 

n' 

Quelle que soit la force P ou Q, l'intégrale/Pc^ ou 
Pidq est toujours équivalente au produit d'un poids 
n et d'une hauteur Aj et pourcomparcr entre eux et 
exprimer en nombres des travaux de différente 
nature, on peut ainsi les assimiler à des poids don- 
nés, élevés à des hauteurs données. On prend alors 
pour unité de travail, que Ton appelle communé- 
ment unité dffnamique, le travail correspondant à 
un poids de 1000 kilogrammes, qu'on élève à la 
hauteur d'un mètre, ou qui descend d'un mètre de 
hauteur verticale. Cela étant, si l'on calcule les va- 
leurs numériques des intégrales /Pcfp etjt^dq, en 
prenant 1000 kilogrammes pour unité de force, et 
le mètre pour unité linéaire, les nombres que Ton 
obtiendra de cette manière exprimeront en unités 
dynamiques , les quantités de travail représentées 
par ces intégrales. Une somme quelconque de force 

vive, telle que ^2me> , par exemple , pourra aussi 

être exprimée en unités dynamiques ; car si l'on 
appelle / la hauteur due à la vitesse e, ^ la gravité, 
eip le poids de m, on aura 

v» = 2^/, p=:gm^ ^ Zmp» z= 2p/ ; 

et cette somme est de la même nature que les inté- 
grales /Pdffi et/Qot}, ou que le produit Uh, 

685. Lorsque la machine part du repos, l'équa- 
tion (c) se réduit à 

1 Zm9> = fX9dp — fxqdq. {d) 

Son premier membre étant une quontité essentiel- 
lement positive, il faut que dans les premiers mo- 
mens le travail moteur l'emporte sur le travail 
résistant. Hais les vitesses des points de la machine 
ne pouvant pas croître indéfiniment, ce premier 
membre atteint son maximum au bout d*un certain 
temps, qui est généralement peu considérable. Par 
un moyen qui sera indiqué tout-à-l'heure , on fait 
en sorte qu'à partir de cet instant du mtunmuM, la 

demi-somme "-Sinr' des forces vives demeure con- 
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stanie, ou n^éprouYe plos que de très petites varia- 
tions ; et roB dit alors que la machine est parvenue 
è son état permanent. Dans cet état constant, on 
a, eo différentiantréqualion précédente, 

<le manière que la machine n^a plus d*autre effet 
que de changer, à-chaque instant, le travail moteur 
-élémentaire-en une quantité égale de travail résis- 
-tant, fiais il imporée dVbserver que ]« quantité 
ftQdq de travail résistant dans lequel se change le 
travail moteur /SPcf/i, pendant un temps quelcon- 
que, ne comprend pas seulement le travail qu^on 
veut eiécuter, au moyen de cet instrument ; Tinté- 
grtAefXQdq comprend aussi le travail résistant qui 
provient du frottement des parties de la machine, 
entre elles on contre des corps étrangers, et de la 
«-étistance du milieu dans lequel la machine est en 
mouvement. 

Pour avoir égard, par exemple, aux frottemens, 
il faut, diaprés ce qu^on a vu dans le no 669, ajou- 
ter i rintégrale/2Qigr, provenant du travail résis- 
tant proprement dit, une autre intégrale /S/Ndf, 
dans laquelle /" est le coefficient du frottement, N la 
pression mutuelle des parties frottantes, et dt l'é- 
lément de la courbe décrite par leur point de con- 
tact. Cette addition changera Téquatton (d) en 
celle-ci : 

1 Sme» =fl?dq —J^qdq ^fXp^dê. (e) 

Il suit de la que quand une machine a atteint son 
état permanent, la quantité de travail ySPd/i, pro- 
duite pendant un temps donné, par les forces mou- 
vantes, n'est pas représentée en totalité par la par- 
tie nii\e J'2(ldq du travail résistant, laquelle partie 
est toujours moindre que le travail moteur /2Pd|p, 
de toute la quantité de travail correspondante aux 
frottemens et aux autres résistances. Une machine 
est d'autant meilleure que le travail' utile /2Qdg 
approche davantage d'être égal au travail moteur 
fXPdp ; mais la première intégrale ne peut, quelle 
que soit la combinaison des parties de la machine, 
être égale à la seconde , ni , à plus forte raison, la 
surpasser. Parmi les machines imparfaites , où lé 
travail utile n'était qu'une très petite fraction du 
travail moteur, et où la plus grande partie de celui- 
ci se trouvait absorbée par les frottemens, on peut 
citer, pour exemple, l'ancienne machine de fflarly : 
le travail moteur consistait en une chute d'une par* 
tie considérable des eaux de la Seine, et le travail 
utile était l'élévation d'une quantité d'eau à uue 
hauteur qui était bien loin de compenser l'exiguité 
de soD volume. 

'686. Les quantités qui constituent essentielle- 
ment une machine sont la partie à laquelle sont ap- 
pliquées les forces mouvantes, céRe qui est en con- 
tact avec le corps que l'on a pour objet de mouvoir 
ou de déformer, et la partie intermédiaire (|ui 
transmet l'action des forces mouvantes. Quand on 



a satisfait aux conditions de la solidité, il importe 
pour Téconomie des frais de construction et pour 
la diminution des frottemens, que la masse totale 
de la machine soit la plus petite possible ; mais il 
y a une autre considération, qui exige que l'on aug- 
mente cette masse, et qu'on ajoute aux trots parties 
essentielles dont elle se compose, une autre pièce 
qu'on appelle un volant, et qui consiste, en géné- 
ral, en un corps solide tournant autour d'un axe 
fixe horisontal. 

Les monvemens des trois premières parties d'une 
machine étant alternatifs ou révolutifs, la demi- 
somme — ^mo* des forces vives qui s'y rapportent, 

après qu'elle a atteint son vuucimum, devient une 
quantité périodique ; il en est de même, par consé- 
quent, à l'égard du second membre del'équation(s); 
en sorte que si la machine était réduite à ses trois 
parties essentielles, le travail moteur et le travail 
résistant, en comprenant dans celui-ci les effets des 
frottemens, l'emporteraient alternativement l'un 
sur l'autre; et si les variations alternatives du tra- 
vail moteur /2Pd|p, et de la partie/S/lfds du tra- 
vail résistant, n'étaient pas réglées exactement sur 
les périodes de la machine, la quantité /^Qdl^ de 
travail utile varierait continuellement. Or, pour la 
bonne exécution des ouvrages que l'on veut effec- 
tuer au moyen d'une machine, il est indispensable, 
le plus souvent, que le travail utile approche, au- 
tant que possible, de l'uniformité; et c'est à remplir 
cette condition que le volant est destiné. 

En effet , soient dm un élément de la masse du 
volant, et r sa distance à l'axe de rotation ; appe- 
lons « la vitesse angulaire autour de cet axe, com- 
mune à tous les élémens dm^ et qui peut varier d'un 
instant à un autre ; rtt sera la vitesse absolue de dm; 
par conséquent, la somme des forces vives de 
toute la masse du volant aura pour valeur /r>a»></m, 
ou, ce qui est la même chose, le produit /m^* , en 
désignant par /a le moment d'inertie du volant par 
rapport à son oxe, c'est-à-dire, l'intégrale /r* dm 
étendue à sa masse entière. Si donc on ajoute 

^/jku* au premier membre de l'équation («], et si 

l'on suppose que la demi-somme '^Imv* se rap- 
porte aux trois autres parties de la machine, on 
aura 

1 ^.1 -f 1 Jme» =:flVdp -^fiqdp ^f2pids ; 
d'où Ton tire 

/2Qdg r= R — !./«••, 

en faisant, pour abréger, 

R = fXVdp — fXfadM — i 2ine* . 

Or, on conçoit que les variations de m peuvent être 
réglées sur celles de cette quantité R , de manière 

que la variation totale de R — ^M** soit réduite 
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à de très petites amplitudes , et que , par consé- 
quent, le traTail rëststant soit à peu près iuTariable 
dans Télat permanent de la machine : on conçoit 
aussi que, toutes choses d^ailleurs égales, les Taria- 
tions de la vitesse m du volant seront d^autant 
moindres, que son moment d*inertie /« sera plus 
grand. 

687. Par Taddition d^un Tolant , la dépense de 
traTail moteur nécessaire pour mettre la machine 
en mouvement et pour accroître la force vive 
totale jusqu'à ce qu'elle soit parvenue au iii«jn- 
mum, se trouve augmentée; mais quand la ma- 
chine est arrivée à son état permanent , les masses 
de ses différentes parties n'ont plus dHafluence sur 
son travail, si ce n'est celle de leur poids eur les 
frottemens. 

Pendant le mouvement de la machine, s'il sur- 
vient un choc de ses parties entre elles ou contre 
des corps étrangers , et qu'après le choc les points 
de contact aient une vitesse commune dans le 
sens normal aux surfaces, il y aura diminution de 
force vive dans le système ; si les parties qui se sont 
choquées se séparent, en vertu de leur élasticité, il 
y aura encore perte de force vive , quand ces par- 
ties ne seront pas parfaitement élastiques; et 
quand elles le seront , il y aura perte de force vive 
dans la première partie du choc, puis une augmen- 
tation précisément égale à cette perte dans la 
seconde partie (n» 673). Par conséquent , pour ra« 
mener la machine à son état permanent , sans qu'il 
y ait diminution dans la quantité de travail résis- 
tant , il faudra que les forces mouvantes fassent 
une nouvelle dépense de travail moteur, semblable 
à celle qui a eu lieu à Torigine du mouvement , et 
égale à la moitié de la force vive perdue dans le 
choc. C'est pourquoi , indépendamment du dom- 
mage que les chocs produisent dans les machines , 
il ett encore nécessaire de les éviter^ pour Técnno- 
nûe des forces mouvantes. 

088. Eu général, le travail résistant qui provient 
des frottemens et de l'action du milieu, est une 
quantité continuellement croissante ; pour qu'il y 
ait un travail utile, ou, seulement, pour que le 
mouvement de la machine soit entretenu , il est 
donc nécessaire que la quantité de travail moteur 
croisse également avec le temps, dans un rapport 
au moins égal à celui de Taccroissement du travail 
résistant. Si cela n'a pas lieu , le travail résistant 
finira par être égal au travail moteur : à cet 
instant , la demi-somme des forces vives de tous 
les points du système sera nulle ; les vitesses de 
tous ces points seront séro , et la machine s'arrê- 
tera et se trouvera réduite au repos. 

Aux frottemens et aux résistances des milieux 
qui produisent cet épuisement graduel de la force 
vive, on peut encore ajouter la communication 
d'une partie du mouvement de la machine à ses 
supports, laquelle partie va ensuite se perdre dans 
le sol SUT lequel la machine est établie. Cette 
communication ne provient pos seulement du dé- 



faut de solidité des supports^ elle a aussi lieu en 
vertu de leur élasticité, qui permet ou mouvement 
de s'y propager de la même manière que le ton; 
et il peut résulter de cette propagation une diminu- 
tion de vitesse des parties de la machine , sembla- 
ble à celle qui serait produite pflr la résistance 
d'un milieu. J'ai donné un exemple de cet effet 
singulier, dans le mouvement d*un pendule sus- 
pendu à Pextrémité d'une verge élastique et hori- 
xontale, d'une longueur indéfinie *, 

Quand on supprime l'action des forces mou- 
vantes, et que le travail utile de la machinée aussi 
cessé , l'équation des forces vives se change en 
celle-ci : 

j 2wet = i- 2mA;t — f^flids ; 

2mA* étant la somme des forces vives de tous les 
points du système à cet instant, 2me« cette somme 
à une époque subséquente, et/S/Ndf comprenant 
le travail qui provient des frottemens , de la résis- 
tance du milieu et de la perte du mouvement par 
les supports. Or, ce dernier terme sera bientôt 

égal à - Imk* ; la force vive de la machine se 

trouvera complètement épuisée, et la machine ces- 
sera de se mouvoir , comme on l'a déjà dit dans 
le n» 669. 

689. Quand un homme transporte son propre 
poids, que j'appellerai n^ à une hauteur verticale h 
au-dessus de son point de départ , la quantité de 
travail produite est exprimée par IIA, d'après la 
règle du n» 684; mais cette quantité donnerait une 
idée très imparfaite dos efforts musculaires qui 
ont été faits , et de la force totale que cet homme 
a développée. U serait difficile d'en obtenir une 
mesure exacte ; on peut seulement faire voir 
qu'elle doit surpasser , souvent de beaucoup , la 
quantité précédente, qui serait nulle si la hauteur fc 
était Kéro, quoique, certainement, il y ait une 
quantité de travail mécanique correspondante à 
la marche d'un homme sur un pLin horisontal. 

Dans cette marche) je suppose que l'homme ait 
d'abord le pied gauche en avant du pied droit; son 
centre de gravité est alors abiussé , au-dessous de 
sa position naturelle, d'une quantité que je dé- 
signerai por «. En s' appuyant sur son pied gauche, 
et s'aidant du frottement de ce pied contre le sol , 
l'homme ramène son pied droit au niveau du 
pied gauche , puis le pied droit devance le pied 
ganche, et va se poser sur le sol ; ce qui fait un pas 
entier, composé de deux parties. Or, dans la pre- 
mière partie , l'honnne soulève son centre de gra- 
vité de la hauteur •, et produit par là une quantité 
de travail égole à Ilf ; il imprime, au même instant, 
à èe point une vitesse horizontale , que je désigne- 
rai par a , à la ffh du premier demi-pas ; ce qui 
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répond à nfie autre quantité de tratail équîva- 

1 lia* 
lente à la demi-force fÎTe — — — - 1 en désignant 

a 9 
par g la graTÎté. On devrait encore ajouter^ à 

1 nat ^ , 

.- — — , la partie de la demi-somme des forces 

2 9 

Tiyes provenant des vitesses relatives de tous les 
autres points du corps (no 670); mais j'en ferai 
abstraction dans cette évaluation , qui ne peut être 
qu^nn aperçu. Je supposerai aussi que le second 
demi-pas a lieu en vertu de la vitesse acquise à la 
fin du premier , et du poids du corps qui retombe 
sur le sol , de manière que , pendant le second 
demi- pas , Phomme n'exerce plus aucun effort , et 
que les vitesses verticale et borisontale , dont son 
cedtre de gravité se trouve encore animé à la fin 
da pas entier, soient détruites par le choc et le 
frottement de son pied droit contre le sol. Bans 
cette hypothèse, la quantité de travail de Thomme 

1 Ha» 

•pendant le pas entier, sera la somme "• -|-— ^ 

9 

ou n (i ^ a) , en appelant « la hauteur due à la 
vitesse a, de sorte qu'on ait a» = 29«. 

n suit de là que dans un nombre » de pas égaux 
et semblables , la quantité de travail d'un homme 
ou d'un animal-i portant un fardeau et marchant 
sur une route horixontale, aura pour valeur 
fiK. (f -f- •), en désignant par K. son poids n aug- 
menté de celui <du fardeau. Si le poids total a été 
élevé verticalfment à une hauteur h au-dessus du 
point de départ , il faudra ajouter Kli à la quantité 
fiK. (•-{-«); et si le fardeau est traîné sur une 
route, où il éprouve un frottement qui soit repré- 
senté par une partie F de son poids, il en résultera 
une autre augmentation de travail égale à F/, en 
appelant /la longueur du trajet. 

600. Dans le calcul des effets des mochines en 

mouvement, il est souvent utile de distinguer les 

vitesses communes et les vitesses relatives de 

leurs différons points. Pour cela, soient toujours 

X , y , js , au bout du temps i , les coordonnées du 

point quelconque dont la masse est m ; à cet in- 

stant, les composantes de sa vitesse absolue seront 

d» dy d» 

— , — , —; et, au bout du temps <-f-^ défies coor- 

dt di dt 

données de ce même point deviendront a; -|-^, 
y -|- dy , 1 -f- ds. Or , on peut décomposer le mou- 
vement du système, pendant l'instant df , en un 
mouvement de translation et de rotation commun 
à tous ses points, dans lequel leurs distances 
soient invariables , et en des mouvemens particu- 
liers où ces distamjes varient convenablement. 
J^appellerai dm , éy , d's , les accroissemens de x , 
y , s , qui proviennent du mouvement commun , et 
d^g ^dy^d^^ ceux qui résultent du mouvement 
relatif de m , de sorte qu'on ait 

dxzszdfS'^'d^j dy = d!y^d^f djt=:dM+d^s. 



Pour ce point m , j'appellerai aussi «', «', lo', les 
trois composantes de la vitesse commune qu'on 
regardera comme des 'fonctions données de i,dr, 
y, 1, et qui seront 

éPs d'y (fx 

di dt' di^ 

dfl dgg 
celles de sa vitesse relative seront aussi—, —, 

dl A 

— ; on aura 
di 

ds dfl dy d.y ds d,% 

di di dt di di di 

pour les composantes de sa vitesse absolue ; et en 
différentiant , il en résultera 

d» * *»' , ^,^ 



d* y dv^ dd^y 



d/> 



dh 



(n 



d» s .^^ diD* dd,i 

lï^"^ IT ■*"5r' 



pour les forces accélératrices de ce point m, sui- 
vant les axes des coordonnées ; les différentielles 
relatives à i qui sont indiquées , étant prises par 
rapport à cette varioble et aux coordonnées x, y, s, 
regardées comme des fonctions de /. 

Si ce point m est astreint à se mouvoir sur une 
surface qui peut être fixe ou mobile , mais dont la 
forme est invariable , il devra demeurer constam- 
ment sur cette surface, en vertu de sa vitesse ab- 
solue , et l'on pourra aussi supposer qu'il y reste- 
rait constamment, en vertu du mouvement commun 
du système. En représentant par L= , l'équation 
de la surface, L sera une fonction donnée des coor- 
données de m, rapportées à des axes mobiles qui 
participent au mouvement commun, et cette quan- 
tité pourra être changée en une fonction du temps 
et des coordonnées de m rapportées à des axes 
iixes, c'est-à-dire, en une fonction de I, jt, y , s. 
L'équation L=0 devra subsister, lorsqu'on y 
remplacera ces quatre variobles , soit par f •}- dl , 
x-f-ds, y-\'dy, M + dz, dans le mouvement 
absolu de m , soit par i^dt, x -|- d^j; , y -}- d'y , 
s-\-tPs^ dans le mouvement commun du système. 
En négligeant les infiniment petits du second 
ordre, on aura donc simultanément 

dL dL 

-+ -(d'jr + d,*) 
dt dx 

dL dl 

+ - (d'y + d.y) + - (d-x + d. ») = , 
dy di- 

dL dL dL dL 

\. — d'* + — d'y-!-— d'a=0, 

dt dx dy dz 

56 
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et y par consëqoent , 

dl dL dl 

~d,# + -il,y + -il,» = 0. (g) 

dx dy di 

Cela posé , nous allons chercher la somme des 
forces TÎTes dnes aux Titesses relatives de tons les 
points du système , et la comparer à la somme des 
forces TÎTes qui résultent de leurs TÎtesses absolues. 

691. Reprenons, pour cela, la formule générale 
du n* 632 , de laquelle on a déduit Téquation (a) 
du no 681 , et formons successiTement les termes 
de cette formule, relatifs aux différentes sortes de 
forces qui peuTent agir sur le système que l'on 
considère. 

Désignons d'abord par P une des forces exté- 
rieures et données ; tp étant ta projection du dé- 
placement de son point d'application, sur sa direc- 
tion , et en regardant cette projection comme une 
quantité positive ou négative, selon qu'elle tombe 
sur la direction même de P ou sur son prolonge- 
ment, on aura , comme dans le n» 682 , 

m (XI» + Tly + Zls]=: PJ^, 

pour la partie de la formule citée, qui résulte 
de cette force P. 

Soit aussi R l'action mutuelle de deux points du 
système dont les masses sont m et m' ^ appelons r la 
distance vim\ dont R est une certaine fonction ; 
c, y, ji, jp', y, s', étant les coordonnées de m et m', 
on aura 

et si ly* exprime la Tariation de r qui résulte de 
leurs accroissemens J» , iy , !"« , hB\ ly', is', on 
aura aussi 

rJt = (* — #') (*r — t**) 

+ (y - y') (^ - V) + (' - O (*' - *'0- 

Les Qomposantet de la foroe R appliquée an point 
m, seront 



mY = ± 



(y - y') R 



r 
et celles de la même force appliquée au point m', 

r 
^ r ' 



d'où l'on conclut 

m (XI» 4- Yiy + Zis) 

+ m' (X'J*' + Y'iy' + VU^) = ± Ri»-, 

pour la partie de la formule générale , proTonant 
de la force R5 le signe supérieur ou le signe infé- 
rieur ayant lieu, selon que cette force est répulsive 
ou attractiTC. 

Si le point m est astreint à demeurer sur la sur- 
face dont on a représenté l'équation par L=0, 
dans le numéro précédent , et que Ton appelle ^ 
Pélémentde cette surface auquel le point m répond 
au bout du temps f , et «U la résistance qu'il en 
éprouTe , cette force sera normale à la position 
actuelle de • ; on aura donc pour ses composantes 

dL 'dl iH 

mX = mV\ — , «Y = é.TJV — , mZ = «.UV — , 
ds df/ ds 

en faisant, pour abréger , 

et si Ton lait aussi 

dL dl dl ^ 

il en résultera «TJitt , pour le terme de la formule 
générale qui provient de la résistance »U. La fac- 
teur V exprimera cette résistance rapportée à l'a- 
nité de surface ; lu ser« la projection du déplace- 
ment de m sur la normale à l'élément • ; elle «un 
un signe ambigu, à cause du radical V, et l'on 
regftrdera ht oomme «ne quantité positÎTe ou né- 
gatiTC , selon que la projection du déplacement de 
m tombera sur la direction même de la résistanoe 
«U , ou sur son prolongement. 

Outre la résistance normale de la surface sur la- 
quelle le point m est assvgetti à ae mouToÎTi il éproo- 
Tora encore une résistance tangentielle provenant 
du frottement contre cette sutliice; et si l'on dési- 
gne cette force par «V, et par Dr la projection dn 
déplaoement du point matériel m sur sa trajectoire, 
il en résultera •¥ As , pour le terme correspondant de 
la formule du n» 532. 

D'après cela, cette formule pourra s'écrire eiasi ; 



fd* X 



(d* X d* V d* z \ 

dt» ^ di* ^^ dt^ ) 

SPIjp ± XRIV -(- SmUIii — 2<.FI» \ 



W 



la somme t du premier membre répondant à tons 
les points du système, et les sommes S du second 
membre s'étendant, la première aux pointa qui sont 
soumis à des forces motrices extérieures, la seconde 
aux actions mutuelles de tous les points du système 
pris deux à deux, la troisième et la quatrième à toos 
I les élémens des surfaces résistantes et frottantes. 
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Cela posé, tl roblîgation d^une partie des points dn 
système, de demeurer sur ces surfaces, est la seule 
condition qui restreigne les mouvemensdu système 
entier, on pourra maintenant considérer tous ces 
points comme entièrement libres, et faire telle hy- 
pothèse qu^on Toudra sur les variations te, ly, Im, 
des coordonnées d*un point quelconque. 
692. Je supposerai d^abord qu^on prenne 

de sorte qne le déplacement du point quelconque m 
soit celui qui a lieu effectivement pendant Tinstant 
dt. On aura, en même temps, Xr=iir ; et Ton rem- 
placera Ip, luy i^, par dpj duy dt^ qui représentent 
les projections du déplacement réel du point m sur 
les directions des forces P, «U, «F. En appelant 9, 
la vitesse d*un point quelconque m, et observant 
qu'on a 



d* s 



l 



ifs y if* a 

Téquation {h) deviendra 

^ d, 2mp. = XPdfp ± 2R</r+ %u\idu — 2»F(i#. 



En intégrant, on aura donc 
— Smt* — - ^mk* 



=fl.Vdp ±fS^dr +fluVdu —fl^fds, I 



l,.- 



w 



k étant la valeur initiale de 9, et les intégrales com- 
mençant à l'origine du mouvement. 

Le terme /2PdJp oomprcndra la partie du travail 
moteur qui répond au poids dn système ; et si Ton 
appelle II ce poids, et ^ la hauteur verticale dont le 
centre de gravité sera tombé pendant le temps i, 
cette partie sera égale à II{, 

Lorsque les distances des points da système que 
Von considère demeureront invariables pendant le 
mouvement, on anra db*r=0, et le terme /2Rir 
dUparaitra de Téquation (s). 8*il 8*agit d'un fluide, 
ee terme comprendra les attractions ou répulsions 
mutuelles de ses points, qui s*éteDdent à de grandes 
distances ; il comprendra aussi les actions mutuelles 
qn'on appelle proprement forets moUeuioirêê 
(no (S60), qui ne s'étendent qu^à des distances in- 
8ensibles,etqui produisent les pressions intérieures, 
aniquelles on n'a point eu égard en formant Téqna* 
tion (t). La valeur de cette intégra!e/2Rdr dépen- 
dra du changement de forme et des condensations 
ou dilatations dn fluide pendant son mouvement ; 
et pour les très petites variations de densité qui ont 
lieu dans le liquide, elle pourra varier dans de très 
grands rapports, à raison des forces moléculaires 
ou des pressions intérieures qui en résultent (n >677) • 

Les sommes "XmJJdit et Imfdê comprises sous les 
deux dernières intégrales, sont elles-mêmes des in- 
tégrales doubles étendues à tous les élémcns • des 
surfaces résistantes et frottantes. Si la partie du 



système qui frotte contre une de ces surfaces est un 
corps solide, la force •¥ sera indépendante de la vi- 
tesse de ce corps, et proportionnelle, pour chaque 
élément », à la pression correspondante , laquelle 
est égale et contraire à la résistance «V. Si cette 
partie frottante du système est un fluide, la force 
•F dépendra de sa vitesse relative, et sera indépen* 
dante de la pression (n» 457). Lorsque la surface 
dont L=0 est l'équation, sera immobile, la projec- 
tion dn déplacement de m sur la normale à cette 
surface sera nulle, puisque le point m est assujettie 
demeurer sur cette surface ; on aura donc Ai := ; 
ce qui fera disparaître rintégrale/2«Uc{y; et si Ton 
fait, de plus, abstraction du frottement, l'équa- 
tion (s) se réduira à l'équation ordinaire des forcée 
vives. 
003. Prenons actuellement 

de manière qne les déplacemens des points dn sys- 
tème qne suppose l'équation (fc), soient leurs dépla- 
cemens relatifs. Désignons par d,p^ djâ^ d^^ les pro- 
jections des déplacemens relatifs des points où sont 
appliquées les forces P, U, F, sur leurs directions. 
Les valeurs de tpy lu, cb, qui répondent à celles de 
is, ly, Xa, que nous employons, seront cfjp, djit, d^s. 
De plus, les autres parties ttx^ ify, (fs, des diffé- 
rentielles totales dx^ df, dM^ n'influant pas, par hy- 
pothèse, sur les distances mutuelles des points du 
système, fr se changera dans la différentielle dir , 
comme dans le numéro précédent. L'équation (A) 
deviendra donc 



\di* ' * A» '^ ^ dl* •/ 



(*) 



Si Ton appelle o, la vitesse relative du pointai, 

d,» d^ d,M 
dont les composantes sont •— , — , — , on aura 

di dt dt 

et, en différentiant, 
^d.r^^=^d,s+^d^ + -^d,.. 

En vertu des équations (/), on aura d<Hic 
d* s , , d» y <'• * , 

1 du! dv' dw' 

=— <'v+ —^^t' -\ — ^,y + — ^i«- 

2 dt dt dt 

D'ailleurs, si Ton met d.s, djf, (i,c, dana Texpres- 
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sion de lu du n» 0M , pour avoir celle de if,« , on 
ftim 

.iL (IL dL . 

d,ii = V{-<*+-d,y + --d,i); 
\i2^ djr àz ^ 

quantité nulle, en vertu de Téquation (^}. Au moyen 



do ces Taleurs, Téquation (A) prendra la forme 

1 .d«' de' dw' ^ 

— d.2fiie,* +2<'>( — d.# -J d^ + — d.» ) 

a Vdl df dl / 

= 2Pd,p ± SRdf — ïi.rd^ î 
et, en Intégrant, il en résultera 



i 2me/ — \ 2w*/ = /2Pdj» ± /ISRdr — /2«Fd,» 

(dtt' do' du;' V 

- rf^ + - rf^ + - d,«) 
i* dt a ' 



(') 



iTi étant la Talenr initiale de e' , et les intégrales 
eommençsnt à Torigine dn mouvement; 

694. Cette équation (/) fera connaître l'accrois- 
sèment, pendant le temps I, de la demi-somme des 
forces vives, dues aux vitesses relatives de tous les 
points du système. 

En faisant directement dans la formule générale 
du no 632, lliypothèse qui nous a conduits à Téquar 

— d . wir,* 



tion (i), c*est-à-dire, en y mettant d,s, d^^ i^%^ au 
lieu de liv, ly, 1j, on aura 

(d* 4P d< « d* s \ 

OU bien, diaprés ce qui précède, 



^"[0-O''"-'0-^)''''^0-'3''] 



la somme 2 du second membre s^étendant à toutes 
les fbrces provenant des résistances normales des 
surfaces fixes ou mobiles , que les valeurs prises 
pour £v, i^, J^s, ont la propriété de faire disparaître. 
Or, si Ton appelle H la force dont les trois compo- 
santes sont 



d^ 



de' 



dw\ 



-(^-â)' -('-!;)• "('-*)' 

et dfi la projection du déplacement relatif de son 
point d'application sur sa direction , on anra 

. du\ f de' 

N di/ ^ d// 

(dw*^ 
Z )d.s = ±Hd,A, 
d</ 

selon que cette projection dfk tombera sur la direc- 
tion même de la force H, ou sur son prolongement. 
Donc en conservant H et d)i dans le premier cas, 
et employant L et df, dans le second, on en con- 
clura 



la somme 2Hd,fc s'étendent à toutes les forces mou- 
vantes du système , et la somme 2Ld^/ à toutes les 
forces résistantes. 

Cette dernière équation n'est autre cbose que l'é- 
quation (/} présentée sous une forme différente. En 
la comparant à l'équation (d), on voit que le prin- 
cipe des forces vives a encore lieu à l'égard des vi- 
tesses relatives des points du système, telles qu'elles 
ont été définies dans le n» 690, pourvu que l'on rem- 
place les forces données P et Q, par d'antres forces 
H et L qui dépendent des premières et du mouve- 
ment commun du système. 

Ce théorème est dû à M. Coriolis. II peut être em- 
ployé utilement dans beaucoup de questions étran* 
gères à ce traité de Mécanique rationnelle, et pour 
lesquelles nous renverrons au mémoire de l'auteur 
sur leprtnci^ff deêforeêê vices dans les mouvsmsns 
relatifs des machines *, 

695. Le terme/^Rdr, qui provient des forces 
moléculaires, est le mcmeMans les deux équations 
(•} et (l) { le plus souvent, le terme qui répond aux 
frotlemens est aussi le même dans le mouvement 
absolu et dans le mouvement relatif du système, et 
ne change pas, par conséquent , en passant d'une 
équation à l'autre ; alors, en retranchant U seconde 
de ces équations de la première^ on aura 



1 2m ( e« — t>/ ) — 2m. (*• — *,»)= /2P (dp — d^ 
/du' de' div' V 

• ^di dt d^ f 



w 



Si les forces P se réduisent aux poids des différen- 
tes parties du système ; que l'on appelle n le poids 
total| et t* la hauteur verticale que décrit son cen- 



tre de gravité pendant le temps /, dans le mouve- 

* Jfliirnal U l'Écolt PolyUckfU^uê, 21« ctbicr. 
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ment-commun à tous ses points, kl est aisé devoir 
que Ton aura aussi 

De plus, s'il n'y a qu'une seule surface résistante, 
et que ce soit, par exemple, un plan qui se meut 
parallèlement à lui-même, on pourra prendre, pour 
le mourement commun du système, le mouvement 
donné de ce plan, car il satisfait aux deux conditions 
du n'^SQO : il ne changera pas les distances mutuel- 
les des points du système, et il n^empèchera pas les 
points qui sont en contact aTOC ce plan mobile, de 
demeurer à sa surface. D'ailleurs, il est évident que 
ce mouvement étant perpendiculaire au plan mo- 
bile, il n'iniuera aucunement -sur les vitesses rela- 
tives des points qui glissent sur ce plan, non plus 
que sur les trajectoires qu'ils y décrivent; d'où il 
résulte que le travail résistant, dû au frottement 
contre ce plan, sera le même dans le mouvement 
absolu et dans le mouvement relatif, comme le sup* 
pose Téquation (m). 

Pour simplifier encore cette équation, je suppose 
que le mouvement du plan résistant soit uniforme ; 
en sorte que tous ses points décrivent des perpen- 
diculaires à sa position initiale, avec une vitesse 



commune, qui sera rendue, par un moyen quelcoi»- 
que, invariable et indépendante de l'action du sys- 
tème sur ce plan. Ses composantes «', t^, to', seront 
constantes , et l'on aura 

(du! dt^ dio^ ^ 

— d^ + - rf,y+ - rf.ï] = 0. 
dt dt di ^ 

En désignant cette vitesse par a, et par a l'angle 
que sa direction fait avec celle de la pesanteur, on 
aura aussi 

^. = al. cos ««. 

Seit-, en outre, Q la pression exercée au bout du 
temps if sur la surface entière du plan donné, et 
dans le sena de la vitesse a. Le travail résistant qui 
répond à cette force prbe en sens contraire de sa 
direction, c'est-à-dire^ à la résistance du plan, sera 
— «yQatf/, pendant la durée du temps 1,'en suppo- 
sant que l'intégrale s'évanouisse avec cette varia- 
ble. En faisant passer le facteur a en dehors du 
signe y, nous aurons donc- 

/2i.U(frt =: — afqdt, 

pour la valeur du dernier terme de l'équation (m}y 
laquelle deviendra 



^ Sot (*»—*/)— 1. 2m ( v» — v;« ) + Hat cos • = afidi. (n> 



La vitesse Vj est la résultante de v et de la vitesse 
a prise en sens contraire de sa direction ; si donc, 
on représente par i, l'angle que fait la direction de 
la vitesse v avec celle de a, on aura 

V,* = «* — 2<m cos • 4* A* ; 

et si l'on désigne par l la valeur initiale de i, on 
«nra de même 

k*^ = ft* — Jtak cos A -{- a* ; 

d'où il résulte 

— 2in ( *» — k^* ) = a Imh cos l — — a» 2m, 
^ 2m ( e* — e)> ] r= a Sm» cos t — i-i a* 2m ; 

ce qui change l'équation (n) en celle-ci, 
2mit cos l — 2me cos • ^Ht cos « =7^(1^, (o) 

après qu'on a supprimé le facteur a commun à tous 
ses termes. 

Les sommes 2mA cos l et 2m9 cos i expriment, 
au commencement et à la fin du temps I, les quan- 
tités de mouvement de tous les points du système , 
dans le sens perpendiculaire au plan donné ; le pro- 
duit Ht cos « est la quantité de mouvement pro- 
duite suivant la même direction par le poids H du 
système, pendant la durée du temps I ; et Fintégrale 
JXldi est la quantité de mouvement détruite pendant 
ce temps par la résistance du plan donné. Or, il est 
évident que cette dernière quantité doit être égale 
à Texcès de la première somme sur la seconde, aug- 



menté de la quantité Ut cos «; en sorte que Téqua- 
tion précédente, qui exprime cette égalité peut' 
être regardée comme une vérification de notre ana- - 
lyse. 

606. Lorsque la vitesse it de chaque point du sys- 
tème se changera brusquement dans la vitesse e, . 
l*action du système sur le plan donné sera une per- 
cussion ; pendant sa durée très courte , on pourra 
négliger l'effet n< cos a de la pesanteur; et la quan- 
tité de mouvement détruite par le plan sera l'excès . 
de 2mA cos l sur 2m9 cos «. 

Si le système est un corps solide situé au-dessus 
du plan, et qui demeure juxta- posé à sa surface 
après le choc, la composante v cos t de la vitesse v 
sera la même, à cet instant, pour tous les points du 
corps, et égale à la constante a; en différentiant 
l'équation (a) par rapport à 1, on aura donc 

n cos « = Q ; 

et^ en effet, la vitesse du plan étant invariable, par 
hypothèse, il faut que sa résistance détruise inces- 
samment les accélérations de la gravité, qui au- 
raient lieu perpendiculairement à sa surface; il 
faut donc que cette force soit égale et contraire à 
la composante du poids n suivant cette direction, 
et que la pression Q soit égale à cette composante. 
On peut remarquer que, quand Tangle a est ob- 
tus, la valeur précédente de Q a le signe — . Mais on 
a supposé plus haut que la pression exercée sur ce 
plan était dirigée dans le sens de la vitesse a; et, 
si le contraire avait lieu il faudrait changer le signe 
de Q dans toutes les équations précédentes. Oc, la 
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pression Qs^exerce effSectitemeni en sens contraire 
de la TÎtesse a, lorsque l'angle m est obtns; la Taleur 
de Q est donc alors — Il cos a, on, autrement dit, 
cette valeur est toujours II cos a, abstraction faite 
du signe. 

697. Uéquation (o) évidente en elle-même , peut 
servir à délermioer la pression d^nne veine fluide 
en mouvement sur un plan AB(fig. 142), animé de 
la vitesse a perpendiculaire à ce plan, et dont la di- 
rection fait, avec celle de la pesanteur, un angle «. 
Pour fixer les idées, supposons que le liquide 
sorte d^un vase par un orifice horizontal, et qu'il 
forme, au-dessous de la contraction de la veine 
(no 677), un cylindre vertical dont tous les pointa 
ont une vitesse commune et verticale, que nous 
désignerons par y. Supposons aussi que le niveau 
du liquide soit entretenu à une hauteur constante 
dans le vase ; oo qui rendra la vitesse y indépen- 
dante du temps. 

Jusqu'à une section horizontale CD, faite à une 
petite distance au-dessus du plan AB^ la veine con- 
servera sa forme cylindrique et sa vitesse 7>>; elle 
s'étendra ensuite sur ce plan, et finira par le dé- 
border. Au bout d'un certain temps, le fluide par- 
viendra ft un état permanent dans lequel la vitesse 
de chaque molécule ne dépendra plus que du lieu 
quelle occupe, et où la pression en un point quel- 
conque du plan AB sera aussi indépendante du 
temps. C mt dans cet état qu'il s'agira de détermi- 
ner la pression totale Q, exercée sur la surface en- 
tière du plan. 

La partie de cette pression due au poids du li- 
quide, sera la composante de ce poids, perpendicu- 
laire au plan AB, défalcation foite de la partie de 
ce même poids, qui est soutenue par les parois du 
vase d'où le liquide s'écoule. Comme il sera tou- 
jours facile d'y avoir égard, dans chaque cas parti- 
culier, nous en ferons abstraction, et nous ferons, 
en conséquence, 11= 0, dans l'équation (o). Il est 
évident, qu'on pourra aussi, dans les sommes 
SmA cos 1 et Imv cos i , ne pas tenir compte des 
molécules du liquidesituées au-dessus de CD , puis- 
qu'elles conservent toujours la même vitesse, ce 
qui fait disparaître la difiérence do ces deux som- 
mes. Enfin si le diamètre de la veine fluide est très 
petit, l'épaisseur de la couche liquide sera aussi 
très petite, à une petite distance autour de l'axe de 
la veine. A cette distance, les vitesses relatives des 
points de la couche seront sensiblement parallèles 
an plan AB, dans tonte l'épaissenr de le couche, ou, 
ce qui est la même chose , leurs composantes per- 
pendiculaires à ce plan seront égales à a. De plus, 
cette partie du fluide comprise entre AB et CD sera 
beaucoup plus considérable que la partie voisine 
de l'axe de la veine, si la surface du plan AB est 
très grande par rapport à la section CD ; on pourra 
donc alors prendre a, sans erreur sensible, pour la 
composante v cos i de la vitesse v do chaque point 
du fluide contenu entre AB et CD. 
Cela posé, soit CD' une autre section de la veine 



fluide, faite an-deasas de CD, et telle que le volume 
compris entre CD et Cff soit équivalent au volume 
de fluide compris entre AB et CD. Appelons 6 le 
temps que le premier volume du liquide emploie à 
travener la section CD et à se changer dans le se- 
cond volume. Supposons que les sommes Stnft cos 1 
et "imv cos i, de l'équation (o), étendues à tona les 
pointa du second volume , se rapportent au com- 
mencement et à la fin du temps ft. Au commence- 
ment, tous ces points étaient situés au-dessus de 
CD, et avaient, conséquemment, une vitesse >, fai- 
sant un angle « avec la vitesse a \ pour nn point 
quelconque m, on a donc 



k = 



>î 



l = 



k cos ^ = y oos 



A la fin du temps 1^ on a, comme on vient de le 
dire, 

V cos t = a, 

pour un point quelconque m du liquide contenu 
entre AB et CD. Si donc on appelle t^ la masse de ce 
liquide, il en résultera 

Imk cos X — 2aii7 cos • = /« (^ cos i* — a). 

D'ailleurs, la pression Q étant constante, l'inté- 
graley^Qd/est égale au produit Q6, pour la du- 
rée du temps 6 ^ d'après l'intégrale (o), nous aurons 
donc 

/A. {y cos « — o) = Q0. 

Soit n le nombre de fois que le temps I est con- 
tenu dans un temps t quelconque ; ii/a sera la masse 
du liquide qui traveraera la section CD pendant le 
temps i. Hais cette masse sera aussi fcyt, en appe- 
lant f la densité du liquide, o l'aire de la section 
CD^ et observant que y est la vitesse constante de 
l'écoulement ft traven cette section; on aura , par 
conséquent, 

«M* = fcyti 

si l'on multiplie l'équation précédente paru, que 
l'on y substitue cette valeur de «/«, et qu'on sup- 
prime ensuite le facteur I, commun à tous ses ter- 
mes, on a finalement 

Q = ^cy (> cos • — o) , 

pour la valeur de la pression qu*on se proposait de 
déterminer. 

On devra se rappeler que cette formule suppose 
l'angle «aigu; quand il sera obtus, il faudra, comme 
on l'a dit plus haut, changer le signe de Q ; en sorte 
que l'on aura alors 

Q = f<> (> cos • + a). 

Ces deux expressions de Q supposent aussi que 
le plan AB est entièrement recouvert par la veine 
fluide épanouie sur sa surface ; ce qui exige que « 
ne soit pas un angle droit, et, qu'en général, il s'é- 
carte sensiblement de 00«. Quand le mouvement du 
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plan est vertical, on a «s= 0, ou « = 180^, et, oon- 
séquemment, 

le signe snpériear ayant lieu lorsque le plan se meut 
dans le sens de la pesanteur, et le signe inférieur 
dans le cas contraire* Si Ton »« = 0, et que,> soit 



la vitesse due à la hantevr fc, et 9 la cavité, on 
aura 

en sorte que la pression Q sera, dans ce cas, le poids 
d'une portion de la teine oylindriqoe égale en lon- 
gueur à- à. 



FIN. 



BBBATA. 



Page 48, |rr colonne , ligne 13 en remontant, 

s» 



=zb€ ( l ),KsciXz=|/6c (l ) 



Page 202, formule (3) , 3' ligne, 

+ (W + P.V -) lises + (W +^i 6' -) 



Page 419, formule &, 
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